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Предислов1е. 


Уже давно, прелодавая высшую алгебру въ Универонтегв Св. 
Влалимфа по обычной для русскихь увивероитетовъ программ 
общаго курса этого предмета, я ошущаль извёотную неловкость, 
состоявшую какъ бы въ сознаши того, что я дЗйствовань не о0- 
тяасно съ моими внутренними убЪавденями. Въ самомъ д лф, если 
отнести въ курсу зведешя въ анализъ многе отдфлы, часто изла- 
таемые въ учебннкахь высшей алгебры, какъ то: опредфлители, 
разложене рашюональныхь дробей на простФинИя, чнела комплек- 
сныя и т. д. то остается обычный ковгломерать теоремъ и свойствъ, 
относящихся къ пфзлымъ фунющямьъ большею частью оть одного 
перемЗннаго независимаго, теоремъ быть можеть интересных» и 
лаже нногда важных, но не связанныхь никакою объединяющею 
мыслью, а главное, не имфющихь ннкакого опредфленнаго тайзой. 
фете и приложен. Говорится, вапримЪръ. о предфлахъ корней, с 
задачв отдёлевя корней, какъ будто главною цзлью курса является 
приближенное рВшен!е уравненй, однако воЪмъ извЪотно въ на- 
стоящее время, что дучшимъ въ практическомъ отношени спосо- 
бомь прибинженнаго рзшешя уравневй является способъ бтаШе, 
не требующий абсолютно предварительнато отлзлешя корней. Среди 
этихъ излагаемыхь по невфотной рутич® теоремъ сиротливо высится 
50100ъ — теорема Зинии’а. Но н туть изложению часто придается 
такой харантеръ, вакъ будто глазное значене теоремы Эбитига со- 
стоить въ ея приложенш къ отдЪленио корней. 

Меня ‘уже давно мучила мысль, что обычная программа курса 
высшей алгебры есть не то, 910 нужно излагать, а что главное дЪло 
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состонть какъ равЪ въ тойъ, что не излагаются, т. е. въ теоши группе, 
твори подотановокъ, теори @а1018 и т. п; 

Что, въ самомъ дёлй, дошкенъ говорить профессоръ, выходя- 
Ш изъ аудитории и слышаии вопросъ отуденла: „Вы говорилн,. 
что буквенныя уравненя выше 4-ой степени не рёшаются въ ради- 
халахъ,—а как это доказать?“. 

Я пробоваль различнымь образомъ уклоняться отЪ отвЪта на 
этоть вопросъ. Сначала я говорнль, что радикалъ есть знакъ не- 
удачный, а потому и теомя рёшен!й уравнеши при помощи этого- 
знака есть теорйя, не имфющая практическаго значеня. Я чувотво- 
залъ прн этомъ, конечно, что обычный способъ разговора двухъ 
математиковъ, когда одинъ критикуеть предметъ, которымъ зани- 
мается другой, совершенно недопустимь между профессоромъ и 
учениками. Да кромв того, профессору трудко будеть защитить 
свою точку зрЫшя, ибо студенть ни за что ве повфрить, что теорЁя, 
которой занимались Тавтапое, @:л155, АЪе и ба]ойв, теорля, незаслу- 
яживающая внимае!я. . 

Затёмъ наступняъ перюдъ, когда я сталь даваль обычныя, 
такъ называемыя вратия, доказательства творемы АреГа о невоз- 
можности алгебраичеснато рёшевя уравненШ выше`4-ой степени... 
Сознавая неуб% длительность этихъ доказательствь, я готовъ быль 
презирать себя за недобросовЪотнооть. Накокецъ, я поетавиль себ%. 
ребромъ вопросъ, почему я не желаю изиагать кавъ олфлуегъ тео- 
раю ба101з? Я не видфиь другого ояъяенешя, кромф дурной при-- 
зычин и рутины. Все говорило за введеше теори @10Ёз въ олемен- 
тарный курсъ. высшей алгебры: и абсолютная необходимость осковъ. 
теори грушпъ для приличнаго преподавашя чистой математики, и 
досталочная разработанность теори @а от, позволяющая простое и 
ясное изложеше, и важность этой теорши для высшижь частей ах- 
гебрн, гд% этоть предметъ сливается съ теошей чисель въ гармо-- 
ническое цфлое. Такимъ образомъ я излагаю послздые нЪеколько, 
ть теорно @ба]015 въ общемъ яуроё высшей алгебры. 

Излале этой книги, уже давно задуманное, было отложено па 
Фоколько лЬть въ ожидани зюявленя малаго ивлашя алгебры Н.. 
Мега. Судя по доходившимъ до меня свёдышямъ о программ. 
и харвдоерВ этого издашя, я думать въ немъ найти какъ разъ ‘то, 
910 по моему мн®вйо необходимо для русскихъ уннверситетовъ. Я 
думать, что можно будеть взять это сокращенное издане, какъ 


ху 


нормальный учебникъ, стояший на высотв современнаго положещя 
предмета, 


Появившаяся книга Н. \Уефега, разочарована меня въ сильной 
отепени. 

Оказалось, что въ теорш алгебраическаго рёшешя уравнен 
МУ!еЪег ограничивается только уравнешямн простой отепени. Остз- 
лись недоскаванными буквально лить н®околько слевъ, между тЪиъ, 
хакъ рядъ важныхь результатовь осталоя за, бортомъ. Танъ, нанри- 
м5ръ, я очитаю совершенно классическою: теорему АЪеГа-Са101з объ 
импримитивности разршимаго уравневя, въ степень хотораго вхо- 
лять два различныхь простыхъ числа. Эта, теорема въ книг не 
разоматривается. 

ЗваЪмъ разочаровали меня самыя сокращезшя по. оравненю съ 
Фолынимъ `издашенъ. Можно судить, на сколько эти сокращешя 
удачны, хотя бы Ло тому факту, что въ одномъ мфетз желание с0- 
кратить доказательство привело къ грубой ошибЕ% (отр, 315, три 
верхя строки). 

Благогов$я передъ памятно знаменитаго. автора, нотораго я 
Зевгда себ ставиль образцомъ для подражашя, я отношу отв®т- 
твенность за эту ошибку ва трехъ мололыхь ученыхь, которые, 
судя по предисловн, принимали лфятельное учасз!е въ чтевщи кор- 
рекхуръ. 

Итакъ, я вернулся опять къ мысли издать собственный курбъ 
зягебры. План книги и во детали ея выполнен! были у меня 
давно уже готовы, поэтому приведене моей мысли въ испопнене 
не вотрётило затруднемя и не потребовало много времени. 

Считаю необходимымь боже подробно познакомить читателя 
хъ нанболёе характерными особенностями моего изложеня. 

Первыя' четыре главы книги заключають, такъ сказать, азбуку 
алгебры. 

| Первый серъезный вопросъ трактуется въ пятой глав, посвя- 

щенной теори подотанововъ. Будучи убЪжденнымъ оторонникомъ 
возможно ранияго введезя въ университетское преподаваз!е основъ 
общей теорми групиз, я начинаю главу съ подробно разобраннаго 
‹опредвлен!я понятия о групп. у 

Чзобн еще боле подчеркнуть мою ‘мысль, я одфлаль первые 
три параграфа главы, заключающие опредфлене понямя группы, 


ом — 


точнымъ воспронзведещемь такого же изноженя изъ моей книги 
„Элементарный куреъ теорши чисель“, 

Переходя лалфе къ раземотр®н!ю монкрепиныь групиъ подста- 
новокъ, я отсылаю читателя, желающаго познакомиться съ теорей 
абстравтииеь труппь, къ книг% моего многоуважаемаго ученика 
0. Ю. Шмидта, подъ загламемь „Аботрактная теоря группъ“, удо- 
стоенной Физико-математическимь фанультетомъ Университета, Св. 
Владилира премн Рахманинова. 

«Я проду читателя обратить особенное внимане въ этой глав» 
на теоремы о томъ, что при я >>4 знакоперем$иная группа простая 
м что симметрическая группа не имфегь другихь инварантныхь 
подгрупиъ, кромЪ знакоперемфнной. 

'Изъ конца книги читатель увидитъ, 910 въ этихъ теоремахъ 
заключается полное доказательство теоремы о невовможности алге- 
бранческаго рёшеня буквенныхь уравнехй выше 4-ой’ отепени. 

Гхава шестая заключаеть наложене элементарныхь свойствъ 
инварантовъ. Между прочимъ я обращаю внимане на очень важ- 
ный вопроеъ нахожденя конечныхъ грушть ортогональных линей- 
ныхъ преобразоваяй многомфрнаго пространотва. Этоть вопросъ 
служилъ предметомъ занят моего семинара по алгебр® въ осен- 
немъ семестр» 1918 года. Въ этомъ семинарЪ. принимали учасие 
наиболзе спльные изъ моихъ учекиковъ и мы догадались, что, на- 
чиная съ пяти намвренш, дёло ночернывается группами, которыя 
я въ текств обозначаю символами Уи У'. Намъ ве удалось однако 
доказать сираведливости найденнаго по иктуищи рёшен!я. 

Далзе я прошу читателя обратить внимаве на главу восьмую, 
въ которой излагаются свойства цзлыхъ функц, оть многихъ пере- 
мФинныхь независимыхь. Центромъ тяжести этой главы является 
доказательство теоремы о единственности разложеня цфлыхъ фуни- 
ци на неприводимые множители въ связи съ приломешемъ Эвкли- 
дова алгориема нахожлен!я общаго наибольшаго дфлителя при по- 
мощи послфдовательнаго дзлевя, Какъ извфотно, эта, теорема, олу- 
жить основашемъ всей Ктопескег‘овской аризметической теори ал- 
тебраическихь величниъ. 

Одиннадцатая глава содержить изножене теоремы Эвитига, 

Доказавъ теорему Знпита и пояснивъ об на примфрахъ, я об- 
рашалсь къ связн теоремы бёатига съ непрерывными дробянн. Я 
начинаю съ зам чательныхь изслфдовавИ академика А. Маркова. 
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Изъ формулъь Марлова я получаю формулы Бумемета, а уже от- 
сюда прихожу въ изолздовашямъ НегшИеа, указавшимъ связь съ 
квадратичными формами. Переходя далфе къ отдЪлению мнимыхь 
корней, я излагаю замбчательную теорю индексовъ Самову, кото- 
рая въ свою очередь переходить въ болёе широкую теоршю харак- 
терястикъ Ктопескега. Я заканчиваю главу приложетемъ характе- 
ристикъ къ докавательствамъь теоремы Нохучы’”а объ уравнешяхь, 
вс корни которыхъ имфють отрицалельныя вещественныя части. 
Злоь я долженъ упомянуть котати, что въ первомъ том второго 
излавя алгебры \Уерега, находится $ 99 подъ заглащемъ „Рогшта!- 
тол (ег Алётаре Чдтов Низ“; въ той частн этого параграфа, 
тдф дЪшо идетъ о связи съ квадратичными формами, я ничего не 
вижу выходящего изъ круга идей и результатовъ Негни!е'а, теоремы 
же 8 ид вытекають изь теорш Маркова, кавъ частные случан. 
ДвЪфнадцалая глава тражтуеть о приближенномъ вычиолети 
корней. Отеншая къ книг% проф. А. И. Крылова „Лекщи о прибин- 
женномъ вычислен“ пицъ, желающихь научиться вычислять съ 
удобствомъ но семизначнымъ хогариемамъ хакъ вещественные, саж 
и мнимые корни уравнеюй по способу @угЯНе, я изиагаю кпассиче- 
сые пиемы приближеннаго вычислешя главнымъ образомъ веше- 
ственныхь хорцей. Излагая споеобъ Фаллез’а вычислевшя ворней трех- 
членныхь уравнени, я показываю мой способъ вычнеленя веше- 
ственныхь корней подобныхь уразненй при помощи алгоривма, 
представляющаго нфкоторое обобщене влгориема непрерывныхь 
дробей. 
Триналдатая глава посвящена двухчленнымъ уравнешямъ. 
Изложивъ подробно свойства первообразныхь корней, я даю 
больное число разнообразныхь премовъ доказательства неприводи- 
мости уравнешя, которымъ удовлетворяють только первообравные 
корни. Попутно я подчеркиваю очень важное поняме о взанмной 
`приводимости уравневй. 
Начиная съ четырнадцатой главы весь коиецъ иниги заклю- 
чаеть мое изложеше теорри @в!01в. 
Глава четырнадцатая посвящена общей теори полей (Квурег). 
Эта глава предотавляеть почти полную кого съ полобной же главы 
моей книги „Элементарный куроъ теор{н чисель“. Въ ней я дфлаю 
существенное добавлеще, прикадлежащее Зештиюу п котораго не 
было въ упомянутой моей книг, а именно, что въ поляхь съ от- 
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личной оть нуля характеристикой неприводимыя фуныи могуть 
имфть кратные корни. Однако это добавлене въ настоящей кинг 
не получаеть приложен, ибо я въ мей разсматриваю исключительно” 
поля съ характеристикой куль. . 

Переходя къ слфдующимъ‘тлавамъ, я долженъ обратить вня- 
мая чнтгалеля на то, почему я видоизм®ниль изложев!е тебри 
Са]о15; вотрёчалищееся у ноухъ предшественниковъ. 

Я оставаю въ оторокЪ критику изложеня теори 681015, дан- 
нало авторами, у которыхь изложене имфеть такой характеръ, что 
можно съ больной вЪроятностью предполагать, что самъ авторъ не" 
достаточно понимаетъ излагаемаго предмета. 

Но лаже праввльныя изложешя предмета, изъ которыхъ однимъ 
изъ луЧшихь являетоя паложене МУеБега, гр&шатъ но моему мн%- 
ню въ смыслз строгости, простоты и ‘ясности. 

Не строгимъ является такой опособъ изложешя. Разоматрива- 
ются сначала численныя уравневшя, коэффищенты которыхъ суть 
опредфленныя числа, привадлежащя къ кЪФкоторому заданному 
чиоловому полю; а данфе безъ особенныхь обосновалий предпола- 
таетоя, что теорйя, получаемая для чиоленныхъ уравневй, годится 
также для буквенныхь уравненщ, когда во корни, а, значить, и 
вс коэффищенты перемзнныя невавнсимыя величины. Предпола- 
гается также, что теоря сохраняеть свою силу для случая проме- 
жуточнаго, случая алгебраическахь функщИ отъь одного или из- 
окольнихь перемёниыхь независимыхь. 

Если изложение УУефега ны возможно защитить отъ упрека въ 
неотрогости, то придется сдФлаль такое большое чнело подетроч- 
ныхь примфчанш и оговоронъ, для защиты чнтателя оть непра- 
вильнаго понимая излагаемаго, что во воякомъ случаЪ остается 
признать ивложеше не достаточно яснымъ, 

Что касается отвутотыя простоты у монхъ предшественниковъ; 
то достаточно сослаться хотя бы на зторой томъ Уерега, гдё прн 
изучен уравнений сложной степени въ полномь ходу теорема 3от- 
4ат’а о ряд® нндексовъ данной группы, между тёмъ какъ для тВхь 
же самыхь пфлей, съ которыми \УеЪек употребляеть теорему Зот- 
Чат’а, никакой надобностн въ этой теорем нЪту. 

Читалель увндить въ моей книг, что достаточно доказадь та- 
кую простую теорему: всякая разривиильнья группа иливетть отьличназо 
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от обинищы полыцутативнаго норлильнаго двлителя. Изъ этой 1е0- 
ремы сразу получается все, что нужно для элементарнахо изложешя. 

Я уже не упоминаю о томъ, что существуеть цфлый рядъ 60- 
ле ‘мелкихь пунктовъ, гл разсуждевя моихъ предшественниковъ 
не достаточно просты. Напримръ, когда, при зереходА 5ъ линейным 
группам докавывають, что ‘подотановки можно представить анази- 
тически системами’ сравнен! по простому модулю, то прибЪгалоть 
къ ‘методу индукция, тотда какъ Для, ‚ произвольной подстановки 
можно написать сравневя сразу въ явномъ вндЪ, _ 

Основные прияцилы моего изложеня теори бао18 приведены 
`мвою въ отальф „О0бъ основпыхь пояожешяхь теори @а]о1з“. Матем. 
Сборн. Москва 1914 года, 

Лучше восго я резюмирую ихъ, есля скажу нЗоволько словъ 
о каждой изъ ол®дующихь главъ моей настоящей книги. 

Глава пятналдалая озаглавлена „теория Гартайав’а“. Этнмъ я 
хотьль полчеринуть то оботоятельство, что я очитаю Раотаное’а родо- 
начальником и творцомь приложешя  теори грушть къ изолЪдо- 
ваню алгебраических уравнении. Таотапее’у принадлежить, весьма, 
важное равдзлеве уравнеши на буквенныя и численныя. Уравненшя 
будуть буквенными если ихь корни незавчснмыя перемфиныя, между 
которыми не можеть существовать никаких соотношенш, кром% 
тождественныхь. Чнсленныя уравнешя я характеризую какъ тавя, 
У которыхь сушществують не тождественныя соотношевня 


Ща, в, 0. 2) =0 


между корнями. Глава пятнадцатая посвящена исключительно урав- 
нешямъ буквеннымъ. 

Сльдующая шестнаддатая глава посвящена изложению теорйя 
(21015. „Эта теор оказывается самой общей, въ которой, какъ ‘бук- 
венныя, тахъ и чибленныя уравнешя входять какъ частные случаи. 

ВМЪсто буквенной нензливняемовти вида ращональныхь функ- 
ций отъ корней, при подетановкахъ этихъ корней, которыя разема- 
тривались въ теорря Гарталее’а, приходится разоматривать числен- 
щую неизлинность функщ, хотя’ бы`видъ фунвщ и м$нялся. 

_ Вов теоремы Тветапее’а, приведенныя въ пятнадцатой главф, 
возотановляются для численныхь уравненш, воли разсматривать 
только тая подотановки корней, которыя входятъ въ нзкоторую 
опред®ленную группу, называемую группой баз даннаго уравнен!я. 
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Я даю такое опредфлеше группы ба: „группа, вета» ходота- 
новокъ, изъ которыхь кадебая не нарушаехь осякаго реийонамльнаго: 
воотношеня П(ал, из;... 2) =0 между корнями“. 

Такъ кажъ между корнями буквеннаго уравнешя могутъ суще- 
отвоваль только тождественныя соотношения, которыя ме нарушаются 
отъ любой подстановки, то группа, 021018 для этихъ уравненщ будеть. 
всей симмезрической. 

Прн помощи одного према, занмотвовавнаго мною у Кгопес- 
Кега, я свожу числениыя уравненя къ теори Гартапее’а. 

Въ семнадцатой глав я даю изложению боле частный харах- 
теръ, а именно, предполагаю крайний случай чнеленной опред%лен- 
ноегы уравневя, & именно, случай опредфленкныхъ численныхь ко- 
эффищентовъ. Черезъ это ие происходить ограниченя общности 
равсужденя, ибо въ предылущемъ  изложеши показана невависи- 
мость законовъ теори отъ характера уравнешя, причемъ нграють 
роль иныть свойства его группы. 

Туть я подчеркиваю напболве важные по приложенямъ пункты: 
зависимость неприводимости урёвневя оть транзнтивности группы, 
понят объ импримитивностн и т. д. 

Глава восемнадцатая тражтуать о наибол%е важныхь видахъ 
уравнени, рашаемыхь въ радикалахъ, главнымъ обравомь объ ураз- 
нен!яхъ абелевыхъ. Здёсь уд®лено много мфота теор и двучлениыхь. 
уравнезй я ея приложевямъ. Я руководился прн этомъ особенно 
важным для науки значенемъ теори полей, связанной съ дёлешемь 
круга. Я приведу здфоь слова НИЪетеа „Нз 156 езе Тиеоме оНапфат 
= Чег Нопе 4е$ Ведйвер ат )таеНзонен Узел @1е айвветаве егте1- 
сые ЗрИме, ира тпар Ибегяейь уоп тг але п \уеНета Боб БЦоЕ Чаз 
баре дотоМотвее @еМе, Ча {886 фейег зуевеп Неве Оедапке чв4 
Верт ам аег Когреебвеоте, гаш тетаел 1т. ре еПех Раззиое Бе! 
дет Везуе1ве дет Бопетел Весриосзоевейие зете Апмуепание; йпде+“. 

Глава, девятнадцатая посвящена моему изложено вопроса о. 
р+шеши уравненй въ радикалахъ. 

Въ двалцалой глаз я разоматриваю уравнемя пятой степени, 
показываю связь ихъ теор съ группой икосвадра н разсматриваю 
резольвенту 6-ой стемени. Гуть представляется особенно важиой 
резольвента, вычисленная въ первый разъ Сау]еу, отличЦе которой 
отъ Тартапееовской состоить въ томъ, что взята натуральная ирра- 
пюнальность вмЪото побочной. 


Що 


Резольвента Са\еу замфчательна тёмъ, что на ней удалось 
Са\еу продёлать вс выкладки до конца, благодаря зам чалель- 
ному по остроумю пыему вычисленя. 

Воть въ кракихь ословахъ содернаше моей книги. Насколько 
я достигь т%хъ цфлей, которыя мною руководили, судить конечно 
не мы. 

Среди замфченныхь мною самимъ недостатковъ изложешя 
одинъ долженъ быть указанъ, а именно, на отраницв 489 строки 
18, 14, 15 сверху должны быть уничтожены, какъ заключаюция не- 
правильную мысль. Фраза эта вкранась по недосмотру изъ преж- 
няго литографированнало издан. 

Мив пришлось отетупить при печатажи книги оть пубдикован- 
наго проспекта въ нЪФоколькихь пунвтахь. Между прочимъ я ке 
излагаю связн р8шешя уравневй пятой отёцени съ эллиптическими 
функщямя и гипергеометрическимь рядомъ, ибо киига и безъ того 
достигла большого объема. 

Если я буду жить и сохраню трудосповобность, то объ этомъ 
я скажу въ нятомъ томЪ проектируемаго сочиневшя подъ загламемтъ 
„Арнеметическая теошя алгебранческихь велачинъ“, первый томъ 
котораго выпущенъ въ литографированном» вид, второй же томъ, 
поль заглавемъ „Теоря идеаловъ“, находится въ печали. 

Печаташе настоящей книги проходило при крайне доброжела- 
тельномь въ щей отношевн монхъ учениковъ, которые чфмъ могли 
старались мн помочь, за что я н выражаю здёсь возмъ имъ мою 
признательность. Особенно долженъ поблагодарить студента, Царев- 
окаго за, составлеве Тоех’а попуилит еб теги. 


Професворъ Длииияй Граве. 


Харьковъ. Уннверевтетъ. 5 мая 1914. 
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, ПОПРАВКИ. , 

Я не указываю замфченныхь опечатокъ, которыя по своей очевня- 
постн не вщяють на понимав!е изложения, которыл читатель вам зам 
тить и поправить. 

Обралду вниман!е лишь на двф опечатки, воторыя, какъ миф кажется, 
могутъ затруднить читателя. 

На ограниц$ 114, 10 отрока, сверху, напечатана буква & выфото буквы с. 

На страниив 264 верхняя формула должна имфть вихь 

анеу Зв ету 4, _ вату + Вув  ону Е 4 
ту + о ву ау ее 


ГЛАВА Г 


0 цфлыхь ФфункшяхЪ. 


Лоняте- о цфлой функыи к ен степени. 
$1. 


Опредълете. Ифлой фуньщей оть нфоколькихь незавиоимыхь пере- 
иЪвныхь называется вояж полиномъ вида 


Улдяуе ...Й: 


показатели )., м, у, ...х вуть нёкоторыя цзлыя положительныя числа 
изн пули, сумма У) распробтраняетея на нонечное чнело зленовт, а козф- 
фищенты произвольныя числа. Сумма 


е-НУ ч.1 


назызается спененью члена. Наибольшая изъ стеленей отдфльныхь чле- 
ковъ предегавляеть степень фунень. 


Одноредныя цфяыя фуннщи. 


$2. 
Возьмемъ иълую функцию стедени ю отъ яз перемфнныхъ независи- 
МЫХЪ 21. 25, Шз, ... 2». Пуеть эта функ будеть 


Кот. 2, 2, ... Ми). 
Зведемъ еще’ одну перемфиную независимую жиз и собтавимь слЪ- 
дующее выграмеанте: 
в ^/ 1 
@) авы. ( : 


инь "95 


Выражеше (1} иродотавляеть цвлую фупкцио оть ти -- | бухвъ я, 
2, 24,..-3ь, ша. Эта фунвя обладаеть тажиагк. бсвойотвомь, что вов 
ея члены пыфють одну и ту же отодень #. Если мы хля сокралдешя обо- 
зназимт фунзцио (1) черезь (21, 2.,... Жи, Жи), то этоть знаму 
будеть выражаль, тавь называемую, однородную цвлую фупющио отепеии 
т оть т-- 1 бущьь.` Тавшн однородныя фунеши мы будомъ для кратко 
называть формами, тавь что фуцецио е можно будетъ’ назвать форлою 
отенбин я оть ’--1 бузвь. 


$8. 


Формы: 2-ой п 3-ьей степени называются сботвфтетвелно квадуитим- 
ными п мубимиыми формами; формы оть двухъ’и оть трехъ независимыхь 
перемфнныхь назывелоть воотвхетвенно бинарныме и тройининылие. Талуь, 
папримвръ, . 

а -|- 20ху -- в? 


есть бинарная квадратичная форма, & 
аи 392 


есть тройничнал кубичная форма. 


Число членовъ цфлой фуккци. 
$4. 
Разсмотримь цзлую функцио 
{1 Ка, 2%, ... бы) 


степени и отъ зи буквъ. Предположамь, что эта, функшя задана въ самомъ- 
общемь вид, т. е, въ составь ея входять воевозможнахо вида члены, вте- 
пени воторыхтъ. ие превосходять чиела и; коэффишенты же при этихъ 
члоенахь мы будемь предполагать буквенными, т. 6. каждый изъ этихь 
коэффищентовь будемъ предполагать обозначенныме иЪфкоторой буквой, 
которой не прикаемъ никакого опредзеннато числениато значеня. Ностал 
вимъ себЪ задачей найтн число членовъ фуниши (1), ееди предположить, 
что въ фуниши изть подоблыхь членовъ по отношению къ пезависимьыит, 
перемъннымъ, 

Если мы перейлемъ оть функщи (Т) въ соотвЪуетаующей ей форыв 
той. же степени п оть --1 буквт, какь это было одЪлано въ параграф в 
2, то. нетрудно вяхьть, что получимь вамаго общего вида форму отепепи 
п сът--1 перемнными позависимыми, а ‘потому обратныея къ счету 


— 8 — 


чпела членовъ въ общаго виза формь 


{2} ев, жа, . из Фены) 


хоть т--1 бунвъ. Цаждый члень тамой формы имфеть видъ 


Дар. он, 
причем 
<) а --... фажыня. 


Штат, мы прихбдимь къ елфдуюлной задал: найти сволькими спо- 
<обами можно предетавить заданное цфлое чиело м въ вид суммы т -|- 1 
цлыхь слагаемыхъ. Скольно будеть чажнхъ предотавлениь столько и бу- 
детъ различцыхь члоновъ въ форм $. Поолёдная задача воть частный" 
случай ряха задачь, разоматривавшихоя въ:ХУШ столётт подъ назва- 
зыемъ разЫНо питетогит. У пасъ имфется тотъ случай этихъ задамъ, 
когда среди слагавмыхь мы хопуекаемь розныя межлу. собою, & также 
фавныя нулю. Въ этоль случа задача рЬшаохся совершенно элементарно. 
Въ самомъ дВл, мы можемъ. формулировать задолу иначе, а именно можно - 
`ввазать, ‘что число чнековь въ форм (2) равцяетсл числу сочетай изъ 
т --1 поремнныхь иозавнсимыхь по я, причемъ допускаются повторяю- 
шеся элементы. 

Для. ахождешя числа тавыхь сочетавй поступнагь тавъ: выпиииемт, 
ве эти сочетая и обозначимъ ихъ совокупность черезъ В. При выпи- 
сыванн хаждахто изъ этихъ сочетаюй будемь держальея правила, чтобы 
значежь всякаго элемента быль не меньше значка непосредетвенио пред- 
шествующаго езгу элемениа сиЪва, такъ что велкое сочетан!е будет путь 
ажой виль ° 


44) 2. - Са. Вона 5 ны. 
а 


ви 


Параллельно съ выпномшими нами сочетыйямн В выпишехъ вов 
<очеташя по п эяементовь изъ ие | и буквъ 


=, %, Зичыь Хоча, сз ии, 


по ужо безъ повторенёя элемептовъ. Пазовемъ совокупиость_ ВСЪХЪ такихе 
сочеташй черезь С’. Предположииь, что эти новыя сочетаня такъ выпи- 
евты, что значекъ каздато элемента, больше значка, казвдаго предыдущего 
олЪва. Мы убёждаомея сразу, что. число сочетаняй ‘совокупности В равпо 
члелу сочеташй С. Зъ, самомъ дЬл, ебли мы прибавимъ. соотвфтетвепио 
5ъ каждому изъ рядь значковь 


1, 1,...1, 2,2 .ж1 


а в, 


ти, 


числа ряда 
(5) 0,1,2,... 7-1, 


то‘ получимъ ифкоторое сочегаше изъ совокупноети (, и обратно, есле 
мы вычтемь тоть же самый рядъ чисель (5) изк значковъ какого-нибудь 
сочетая совокупности С, то получимь непремвино одно. изъ сочетаняй 
совокупноми В, & такъ кавъ оть прибавлешя чисель ряда (5) или оть 
вычиташя этихъ чисель не можоть изъ одного члена, одной ивъ трупиъ 
В, С получиться два различныхь члена другой группы, то мм приходить 
къ убьжщенио, что число членовь группы В равко чнелу членовъ труппы 
0, и мы получаем для число члоновъ формы © выражен 


т (трое... Ц ея +") 
ВВ 1.2.3...# Шя)Иен)” 


ТБ (и) =-1. 
Отсюда получаемъ. что тиело члоповъ ивлой фуикыи степени я оть 
т буквъ равно Ошун- 


$5. 


Дадимь еше другой выводь числа членовь яБлой фунвив.` Обозна- 
чвмъ черезъ №» чнело члеповъ функщи { степени я отъ » поеремёиныхь: 
пезависимыхь. 

Группируя члены фунншы } по отецеилмъ, мы предотавимь ее въ 
вид суммы формъ различныхъ степеней” 


фе - ь- 


тдЪ`фь будеть форма самаго общаго вида степени & оть нашьхь 2 пере- 
хВниыхъ позависимыхь, 
Такъ, напримфръ, 


ах? -- Блу -р су 4 д + Ё, 
4 == аа” - блу -- в, 9 =04 +- ву, 9 


| п р 
ор, 


На основан соображеншй предилущаго нарах `рафу заключаем, чего 
число членовь формы о, веть м. 
Имфемь 


{9 М Миа Ми Ман... Мы а. 


'Гребуется доказать, что ' 


в — 


Формула, очевидно, справедлива при Ё==1, ибо обийй видт, цфлоЕ 
фупвши стенени я оть одной нозавноимой перемВнпой есть 


о аа а... ая а 


1 мы паебемъ 


Мет бы О. 


Лопустимъь справедлнвость формулы при # 
ираведливость ля. #=, Мы имфемъ 


и— Тв выведемъь вл 


ы = о в зы и -1 
Ми Ми. + Ми = бызи-ь-- биио--...- баль, 
о ив основали извЗетной теоремы элементарной алгебры пуемъ 


2. бя бань 


и —1 и 

Сына -| Оыя--- 

и получьемь, сравнивая съ формулой (1), окончательно 
Мы = Сыны, 


зо ‘формула (2) была доказана въ случа & =1, елдовательно, она, будетъ 
<праведлива, прн #=2, 3,4, ... 


Возвышене въ’степень полинома. 
$6. 
Будемь разоматривать зыражен!$ 
<) ыы... +8 


Это выражен!е есть, очевыдно, форма степени п оть т буквъ: Въ. 
частномъ случа, сели чиело буквъ ровняетел двумь, получаеыъ 


ео = бло -- Оби... У» 
тдв в -- о. =, Нерепишемь формулу (2) еще тавь 


„= ие. 
{3) (2 +9 У щемея 28 


Покажемь, что посяБдняя формула (3) можеть быть обобщека на 
«луча какого-угодно числа слагаемых, т. в. дохажемъ справедливость 


хаздующой формулы 
Г(я) 


Р-Н... + 2)" ет 2”. 
(и...) У, @ Ле). п ы 

Сумма во второй части формулы (4) раепроетрапяется па всевозмою- 
зыя значешя’ показатслей а; , аз, ... 0, удовлетворяющя равенству 
{5) и --... Ч 4==Я. 


Формулу (4) надо понимать тажь, что; сели какой-иибудь изъ пока- 
зателей, напримБрь, ,, равонъ нулю; то надо’ считать соотвфуетвуюний 
въ знаменателВ множитель П(о1) равнымъ 1, т. е. (0) =1. Изъ Теорк 
Чиеель извфетно, что выражеше 


Ве) 
Петь)... Па») 
при воякомъ ив при. воякихъ а, удовлотворяющихь равенатву (5), ость 
чело #8406. 

Дая доказательства справедливости формулы {4)- покажем, что, воли 
опа справедлива для изкотораго показателя я, то она будеть оправедлявь 
я для показателя ®--Т. Итаюъ, умпожимъ об% части равенства (4) на 
2-1... $; тогда въ первой части долучимь (21 -Рае-| ..; Ча, 
в во второй. чавти получиыь 


(6) ‚ Уд 


зт 
2 Жи 


тдв показатели 3 удовлетворяють равенетву 
В... Е = -1. 
Повмотрям», чему равенъ коэффищенть & въ новой формулВ. Эхотъ- 
- коэффишейть составляетея оть сложешя -коэффищентовь формулы (4), 
гоотвЪВтетвующихь членамь ©ъ такими буквеяянми выраженями 


=> 8: зле 
#: а... ‚ 


и60 отъ умпожешя буквенныхь выражений (7) посхВдовалельно на буквы 
2; 26, (.: И» Получитоя одно и то же буквенное выражеше, стоящее: 


т 


въ формулб (6) подт, знаком» суммы, значить выходить 


Не’. 
ИФ). у 
о те) 
Ще "Ре... ПВО? 
или, такь авт 
#1), 
то получаем ы . . 
Фа. Ра). — пефо 


а 


пов) 18) _ ПфлЬ пы 


и; слБдовательно, 


__ Ме 
ПВЩВЬ .. 


(и аь +... ан) = 


г. в. формула (4) оегаетоя справедливой и`для показателя я 1. 
Нужно теперь: убздиться чолько, что формула, (4) справедлива, для 
п =1. Въ самомь дВл, если и =1, 10 изъ показателей « одипь холжень 
равняться еднини®, а; всЪ остальные нули. 
Выражене ° 
П(®) 
Шеди) - 


И) 


обращается въ единику, п формула (4) удовлотворяелся. Итакъ, формула 
{4} есть дьйствительно' формула, дмощая цфлую отенепь миогочлена. 

Пусть, напримфръ, требуется’ налиеаль коэзффищенть въ выражеши 
(и... +2)". при чденЪ, ‘буквелное выражен!е вотораго веть 
2 р т та. Мо формул ` (4) получимь 


ит 


А-поеота) 


=.2,3.7.11.18...17 


$7. 
Додимь еще кругое довазалельсво формулы возвышонёя полннома 


зъ степень. 
Въ самомъ ХЪлЪ, обозналья эф... 2==Х,, получамъ 


и Ц) р ив 
ых) —У: Пе" 2 


ко 


#—,_, а, (в -— в) . у-ва, 
ооо оперетта 


тдЪ № = --2-...4-2. Подетавляя второе выражеше въ иервое; 
получниъ 


. . СИ (#2) а, вау И, 
а рырдедща а ареМХ 


Продолжая разеуждеме далье придемь въ требуомой формуль 


Формула Тау|ог’а для. цфлыхь функций. 
$3. 


Раземотримь дВлую фунищю Дар, же, ...2) оть ль перемеиихь 
независнмыхъ. Лоставимь себ задачею раземотрать приращенное значе- 
ше фуккди 


|) Ка ЕН, НЫ, =) 


а. Ь, .-. произвольно взятыя ирираценшя. 


Ириращенное значете (1) будетъ, очевидно, из которою иЗлою функ- 
щею отъ приращенй &, №, ..., коэффищенты которой будуть, оче- 


видно, цблыми функщями отъ перемфнныхь независимых 1, 22, ..-Яи, 

другими словами, будеть имЪть мЪото слдующая формула ` 
Во, би 

е) Е ИХ . 

аъ у Ве 

тдЪ знакомь Да, а,,...сЁ обозначена иВкоторая цвлая фупкцун отъ вё- 

зависимыхь перемнкыхь 21, 2%,...т„. Покажемъ теперь, кажъ вычи- 

слить функцию . . 

{3) Фа, ие, .. ый. 


Знакъ Ди, а,....9ш, Поетавленный передъ знакомъ функщи /, 0603- 
начаеть иЪкоторую операцию, которую надо произвести надь. заданной 
фуньийей у, этобы получить функцпо (3). Будем называть харотнериени- 
кой опералуи (3) ряжъ ЧИСОлЪ д:, @2,...2»ж. Еоли насъ ие интересуоть 
характеристика въ операщи, хо мы будекь обозначать операцщио ироето 
знекомь 0. Тождество (2) опредвляеть, очевидно, всЪ свойетва операции. 
о. Прежде всего ‘нужно заметить, что операщя Ш’ обладаеть ‘слВдую- 
щими двумл замечательными свойствами 


9 


Ре) = Г-- 2%, 
{4) : 
Шер==е ОЕ. 


Отеюда мы видимъ, что достаточно умь производить оперещю Ш 
только надъ буквенным выраженемъ каждаго члена функши. Раземо- 
зримъ поэтому выражен! 

Ферт, . бит. 


На основажи бинома, Ме\оп’а мы имфемт 


(ин Ым Улей 


отсюда приращенное значене выраженя 


драть 


». ... 2. 
выразится по формулЪ 
У 1 
Ра, НЕ. О ЛИ 
(д ВУ НЫ)... (тж ны) У пе). —2)° 
„_ Па) ры 
.. 1 а . 


5 ето" 


На. основами формулы (2) мы замвчаемтъ, что будемъ”имЪть равен- 
ство 
т 
порте.) .. По») в, 2 ат 
Паро), Па, 2 М Же". 


{6) 


Нетрухно убфдиться, что но основаши формулы (6) операля Д) веть 
ке что иное какъ производная взятая оть функщи Дет, 2..2) в 
разь по. бухвЪ 2, аз разь по буквЪ 25,...а»„ разъ но букв х„. Для 
того, чтобы убфдиться въ сказанномьъ достаточно показать справедливость 
елфхующей формулы 
® ПР, вы. вы зы ол Роза, в оо Вы 
Перепишемъ символически это равенство такъ 


ВБ. =. = Рае. 


Вь самомъ дфяЪ, взявъ операцию Оз, 3, ... в» ОТЪ обихъ чаотей 
формулы (6), получимъ 


— 1 — 


Ноно.) :. Па) 


АИ но ыы Ат 
Вр. — паб а бк 28. В. отит 
или . 
0:0, = 
_ Порпо»... Ц») В 2-08, р -ат--ви = 
ПО —м— ВПО ви.) сева и динсан 
= РВ 


т. е. формула (7) оказывается справедливой, 
Форхула (7) убфждаеть насъ въ томь, что операщи Ш съ произ- 
вольными характериетикамн перестановочны, т. е, 


(8) Вь, в, ов Вы, ,. Г.вт Вы, а, веб, роб 


Кром того формулы (5) и (6) убъждають насъ, что будеть: нифть › 
мото равенетво . 


(9) . Ра,, *..... аи) 


.. ам =0 


всяк разъ, когда элементь а; характерпохнки. одзлаетея больше воотвт- 
ственнаго показателя %;. ` 

Свойства, (8) н (9) операши ФД показываютъ, что всякую операцпо 
съ произвольной характериствкой 1, а, ...5» можно’ получить, если 
произвести елфдуюный рядъ простВйтихь опера: а, разъ операцио съ 


характеристикой 1,0, 0,...0; в, разъ операцию съ харахтериетикой 
9, 1,0, ...Оит. д. и накоцень а» разъ операцию съ харахтеристикой 
0,0, 0,...1. Что же кабаетея этихь проотёйшихь операщй, то.он® 


представляють не. что иное какъ простое дафференниронал!е. по одной 
изъ перемвнныхь. Въ самомь дЪлЁ, напримВръ, 


Ву охо, ... 


оля = 


= 
т, в., другими словами, опералия съ характеристикой 1; 0,0, '....0 есть 
яифференвирован по буквБ х:. ` 
$9. 
На основан" изложениаго можно для операдуи 2) унотреблять обыч- 
ные знаки Дифференщальнаго Иечисленя, а именно можно пибаль, 
` „Дет. „ая 


(2, 2ь,... 2%). 
Ч "а, 20а, ... Мат 


Формула (2) $ 6, ноторую можно будеть пореписать сяфлующимь 


образомъ 
А Неь.. Бе Де -) 


41) Дер аа ии) Ге) (вь)... Те 


Е, дала. и, 


вырыжаеть теорему Тауюга въ приложени къ цфлой фулищи. 


‘Формула МасГаигйтга. 


ди. 


- ели мы въ формулВ (1) $ 10 положимь 


2—0, %2=0,., 
Вл =, ... ==, 
то получииь формулу Мафалеига для цЪлой фувкий 


а, 


а" быдыье Нин) 


а, па, а 
ПоыМ ть ь а. и 


. . в, 
`` 2 2 
{1 Аль, 2) У Пере. 
Формула Мазмнйга даеть возможносль составить выражеще любого 


хоэффищелта дфлой ‘функщи черезъ`значешя частныхь  производныхь. 
Въ самомъ жыЬ, воли задания цфлая фувкщзя нифеть Видъ 


зи 


° 2.” 9, 
бету вы» 2) = АЕ, а... зы 


2 
хо ‘козффищенты ‘ел выражаются по формуль 


1 ауры...) . 


4, мы ИОН. ИЗ Ри, оли (0,0,...0). 


$12. 


Особенно важное значеше изоть теоремы Тауога и МаЯанти“ь 
в» случаВ одной перехВиной незавясниой. Въ этомь случаВ, сели обо 
значлиь черезь ‘2 степень ифлой функши 2), то получныхь саЪдующую 
формулу Тайога 


С + 


(2) До =АО я 


УР +, 


Теорема Ешег”а. 
$13. 
Примфиим теорему Тауюга къ нЪкоторой форм Ф(т1, :,... пн) 
степени #. Па основани однородности формы Ф будеть существоваль 


тождество 
Фаль, Ц, ... мы) = В Фол, 23, .. ви). 


Прилагая формулу ТауЮюРа, будемъ разоматривать выраженще 
(1 Фаны, ж-НЬ,.. м Ъ). 


Задимъь приращещямь значея 


=, 6 =,... ЫЕЫм; 


чогла выражене (1) нринимаеть видь 


Фа, Иж... а бы = (С д"Фа , 25, ,.. вн). 
Теорема Тауога. даеть, елфдовательно, 


еее»... (вы) быт ф 


2: Поез) 


1-- 066, 0)... ы) 


И@»). оба. рад" 


Раскладывая первую часть по степенямт # по формул бипома, при- 
равняемъ въ обфихь частяхъ коэффишонты при нЪхоторой опредфленной 
степени #. Получимъ 


пб) ть 
5 —_ рб ли 2 
2) ба йе.) у Пеле) 


Сумма въ послВлней формул распрострапяетел па всё цзлыя зиа- 
чешя показателен а, , ч;; ... в» положительныя нли равныя пулю, даю- 
ния въ сумм ^, 

Перепишемь формулу (2) въ болЪе улобномъ хля запомипаяйял зидф 
унноженемъ обЪихтъ частой ся на (1). Получимь 


6) | р 


(те 1). 6-е. доу 


— 13 — 


Позлфднее тождество предотавляеть восьма. важную теорему, ука- 
запиую въ первый разь Вегомь п чаето прилагаемую въ АлгебрЪ. 
Особенно важент случай Х=1, Въ этомъ елучаЪ будеть 


9$ 9ф 9Ф 
о Чад. + Яо. 


{#) Бал, №, .. 


этоть случай имфеть постоянное прымиен!е. 


Обращене цфлой фуннци въ безненечность. 


$14. 


Таземотримъ функцио вида 
{0 2) = рог" -- те и... ка ра, 


причемь будемъ ирехполагать самый общ случай, что коэффищенты 
Ю, №, ... РЁ», а также и независимая перемфнная 2 могуть принимать 
кавя угодно комилекеныя значешя. Рудемь во всемъ дальнфйтемъ мо- 
дуль комплекенаго числа 2 -- зу обозначаль зкакомъ |2|, причем 
12| =- Из-у Нетрудно видфть, что цфлая фунющя (1) для веякаго 
конечнаго значешя 2 имЪетъ коиечиое численное значению, 

Цоважемь теперь, что эта функшя обращается въ безкопечноеть при 
безконочно большомъ значенн 2. Болве точно можно формулировать ука- 
занцое свойство пфлой фурнай таль, Сколь бы большие и было задано 
полооютельное число С, введа можно будеть указать друзое полоэжен- 
зиельное число В такое, что будуть импипь место одновременио сльду- 
юшил черавенства ° 


{2) [> 8, 12) >> 6. 
Обозначимь для сокрашешя модули коэффищентовь 2, »... В» 
черозъ @,.@:,... @», & Черезъ р модуль перемнной козависимой 2. 


Тогда будемь имфть 
= 2, 2 В» 
| иг) пени НЕ 
откуда 


| 
оо. Е. 


Примзняя теорему о томъ, что модуль суммы ве больше суммы и 
пе меньше разности модулей слагасмыхь, можемь написать сзфлующуй 
радъ неравенствъ 


р 2 2, В 
аня + Не - НИ. .+ 


Нетрудно видвть, что при достаточно болыпомь значение р сумма 


[Е 
ет 


в 22 
8) м... 
р р 
можетъ быть сдфлана сколь угодно малою, тавь что, папримврь, при н3- 
которомь дбсталочно большом числВ р, уловлетворяющемь перазенотву 
{4) >в, 
148 и’ иБкоторое соотвфтотвеннымь образомь подобраниое достаточто 


а ” 
большое чнело, сумма: (3) будогь меньше 2; тогда получается перавон- 


ство 
| Я, р" а 
} + ^ -. о 
еу+я. +243 
а 
>5. 
Остается още подобратв р такимъ образомъ, чтобы было 
ри >С 
или . 
„ / Зо 
©) >И. 
И 


Нтакъ, если мы черезь Я обозначимь паибольшое изъ чноель р п 


/ —, то.мы замфчаемъ, что’ неравенетво р = |2] > А повлечехь, какъ 
5 


елЪдетне, неравенство 


Кар», 
что и требовалось доказать. 

ФТавъ какь при возрастати числа С будеть возрастать безпродЪльно 
завже число Я, то доказаниое свойство пфлой функан мояию кратко вы- 
разнть такъ: чилал фуниця обращиетея въ безнопечиость только при 
безновенио бодьшолмь энамеии переловиной пезивиенмой. | 


8 15. 


Существують фунющи транцедентныя, которых облаханотт, овойствомъ 
обралцаться въ безкопечность’ только пры безкопечно большомъ значеши 
независимаго ` порежзниато. ТФуь числу тавихь функшй принадложатъ, на? 
примръ; 


Эт, 6052, 6", 


Такого рода фунюшямь дать пазваше нзлыхь транснедентныть 
зыть золоморуфаныя. 


Непрерывность цфлой функц, 
$ 16. 


Покажемъ, что шфлая функщи есть фупюбя иепрерывная ири вся- 
хомъ значеши 2 пезависимато пврехфннаго. 
Дадимъ перемЪнному незавнонмому приращене 1, модуль котораго 


обозначимь черезъ $. Покажемъ, что модулю 6 можио дать столь малое 
значеше, чтобы имфло мЪфето неравенетво 


м Ч — Да. 


тдВ г произвольго взятое положетельное число. По формулв Тауюг”а пуЗехь 


Мю +та®+ 4. 


Выражене, стоящее въ скобкажь, веть нЪкоторый многочлень отъ 
двухъ переминыхь Йи 2. Вели мы-будемъ предполагать . модуль А меньше. 
1, то модуль этого многочлена будеть, очевидно, меньше ифкотораго но- 
зожитольнаго числа, которое можяо‘ указать тож: веЪ знажи- 
члеиф замнимь злакомт. --, Л замБнаыъ единицей, а перемвнную 2 за- 
мЪнимь ея модулем о’. Отсюда получаемт 


[ПЕ--) — {< ва. 


Счонть только удовлетворить’ иеравенетву 8 < г, ‘какъ и получится 
искомое леравенство (1). 


Непрерывность модуля цфлой функщи.. 
$11. 


Не-тольно сама цфлая функщя, но и ея модуль ивирерывно изми- 
плетея при пепрерывномь излоьнени 


— 16 — 
Вь самомъ дЪаЪ, написавь формулу ТоМога въ видь 
Пе — Па, 


мы замчаемь по предыдущему паратрафу, что модуль числа А при до- 
статочно маломъ модулЬ чиела А можетт, быть еволь угодно мадъ. Поду- 
чаемъ 


+= А 
и два олвдующихь иеравенетва 
И-М е + «Ааа, 
— ее 1-е +4 


т.е. при безконечно маломъ й разность |/2 -|- #)|-—1/2}| безконечно 
мала, и, елфдовательно, | (2)| измёняется непрерывно съ ‘измБиешемъ 2, 
т. ©, другвми словами, этоть модуль есть непрерывная. фулкяйя отъ двухь 
зещественныхь перемфнныхь 2 и у, входящихь въ составъ переминой 2. 


ГЛАВА И: 


Корни цьлой функщи отъ одной перемнной неза- 
виеимой: 


Теорема Сацс\у. 


41. 
Пусть дана цфлая фуквщя 
‚ @) Кг) == ро" + р... 2, 
хоэффищенты которой р, #:,...Р» суть произвольныя дЪйотвительныя 


или мнимыя чибла, & первый изъ нихъ рь отличень отъ нуля. Всякое чисзо 
‚я, которов, будучи подотавяено выфето 2 въ (1} обращаеть фунвиро /(2) 
въ нуль, называетел хорнель ураннешя /(2) == 0; это чибло, слфдоватольно, 
удоваетворяеть уеловно 

Де) =0. 


Для краткости будемь товорать, что « есть жорень фунициь {(2). 
Разохотримъ модуль цфлой фунщи И=). Этоть модуль будеть функцуя 
оть двухь поремфнныхь независнмыхь, вещественной и мнимой части числа 
г, фунвашя сохраняющея знакъ плюсъ при всевозможныхь вещественныхь 
зпаченихь этихь перенииыхъ. Очевидно, что эта фуньшя амзеть ниж- 
зою ‘границу, которая‘ не можеть быть отрицательнымь числом. Тажъ 
какь эта фунышя непрерывная, то ло извЪстной теоремв Увйегейгавв” и 
эта фувющя должна достигать своей низшей границы, т. е., другими сло- 
зами, эта низшая граница должна быть трайооиРомь разсмалриваемато 
модуля, или еще нначе нВкоторымъ частнымь значешемъ этого модуля, 
соотвфтотвующимь ифжоторому опредхенкому частному значению пере- 
мФиной 2. 


— 8 — 


Дяя доказательства существован корня цфлой функщи /(2) доета- 
точно показать, что пипипит модуля’ этой функщи холженъ быть разенъ 
нулю. Это мы докажемъ, довазавъ теорему Самеву о томъ, что шатиии 
мохуля не можеть быть больше нуля. 

Теорему Салейу мы формулируемъ тавъ. 

„Есль модуль численно знамемл Ка} заданной фунлйи, соотвлят- 
отвуюциио численному значенйю а перемьниео независимо =, больше 
нуля, по этоть модуль можно уменмиить прибавкой къ чиелу а итхо- 
заоразо числа #. 

Равемотримь самый обнйй случай, кода при значени а сама функ- 
Шя Д2) ке обращается въ нулв согласно формулироввЪ твореньу а рядъ 


проязводныхъ 
Ре), Р@), Ге) 
обращается въ нуль при #=а. о формул ТаИога имЪфемъ 


О Пен = о ГИ +9, 


та у _. Е" а) 7 Ре (а) 
а Ра Ты И а) № 


[2] 


Подберемь Я удовлетворяющимъ равенству 


о п" ®=-—М4. 


тд8 5 иБноторая положительная правильная дробь, величину которой 
можно взять сколь угодно мелою. Равенетво (1) можно переписать тажь 


. ыы № с 
Ков = Ко) — ел де "99-0 зу) + пел Г” О: 
отсюда р 


В ие < а— 91+ ул“ 191 


Такь каюь @ можно одьлать сколь угодно мелымъ при достаточно 
маломъ №, то можно будеть удовлетворить достаточно малымъ значенемь 


й неравенотву 
1911, 


& тогда на основыши равенства (2) будеть 


пез" -1И9Ь 


‚Ели 
[ту^" 191< 2171. 
Неравенство '(3) обращается въ сл5дующее р 
| Ка) <ар—8). 1) 1+3. |Ка)|, 
ли 


Ав) < Ка), 
что и требовалось доказать. 
Итажь, мы видимъ, что наименьшее ‘значен!в ‘модуля должно ‘рав- 
наться нулю, т. е. удал Фунюцая долоеца имтипь, по крайней зиуть, одинь 
коре. 


Разложене цфлой функщи на линейные множители. 
$2. 


Доказанная теорема Салеру о существоваши хорня цфлой функши 
вдочеть за собою, кавь слёхотью, возможность разложеня цфлой фуньши 
степени п на # линейныхь множителей. ` 

Въ самомъ дьлЬ, воли а будеть корнемь излой функщи 


Иа) = рум тет... Ни в», 


то, вакъ извЪетно изъ Элементарной Алгебры, дфлая фунюшя К2) будетъ 
дЪлитьсн на разноеть 2--а, тавъ что 


Кг =@— 9), 
тдв (2) будеть цфлая функшя и —.Ё отенени. Эта, функцёя въ свою оче- 
редь должна ирть нЪкоторый корень В, тавъ что 
в =@е—вго), 


таЪ @) будеть опять имфть корень тит. д. 
Такимъ образомъ, мы замфчаемъ, что фунвщю Д2) можно прежста- 
ВИТЬ ВЪ ТВЖОМЪ ВИДВ 


@) еее. 6—9, 


хдь А нЪкоторое постоянное число, а вторая чаеть заключаеть м линей- 
ныхъ множителей. Что касается постояннаго числа А, то нетрудно видфть, 
что оно равно старшему хоэффищенту го разоматриваемой функщи, тавъ 
что мы получаемь окопчалельно слёдующее разложене | 


2) Кг) == ре — ве — В (#—1)...(=--9. 


— 20 — 


Послфяняя формула показываетъ, что теорема, о существовая!н одного’ 
кория илой фупкци влечеть, хакь одздетью, существование ряда корней 


(8) а, В. т,.. 
этой фушкщи, причемъ число корней (8) должно равняться степени я 
фувици. 


Нетрудибе убфдиться, что болье ® разлиюиыее корней функция” пой 
степени илиыть че можетв. Предположимъ обратное; допуетимъ, что функ- 
щя /(2) зромв и корней {8) имфеть еще корень п отличный оть прежы- 
хущихь; тогда, полотавхяя его въ (2), получимъ 


Ко == рт) 1)... ® 9. 


Но вов множители 


ха, яв 


И: 


отличны оть нуля, сяЪфдовательно, холженъ равняться нулю ‘козффименть 
Ро; Но вели рр==0, то тавже и р, =0, ибо въ противномъ случа мы 
имЪли бы функщю п-—1 стелени, обращающуюся въ нуль при ® различ- 
ныхъ значеняхь 2; точно таже и ро =-0, однимь словомъ, воЪ коэффи- 
щенты ро, т, фе, ...№» равны кулю. ` 

`- Отеюда, получаетен теорема. 

„Есль цълая фунющя }(2) степени и обращаетея вз нуль при боль- 
зшемь чзъмь в чиомь значенай незавиецмюй перелиьнной #, 110 веть ел коэф- 
Ффианенты равны нулю, ть е., друзими ‘словами, фунюшя тоюдественио 
равна нулю. ‚ ° 


Поняте © нратныхь нернахъ. 
. $ 


Ореди чиселъ ряда (3) предыдущаго параграфа могуть существовать. 
эдинаковыя, такъ что разтожеще фунищи на линейные множители можеть 


имЪтЬ виДЪ - 
Кр е— В —6)..., 


ТА А, р, у, ... ПВЛЫЯ числа, Удовлетворяющя равенству 
АвУ+.. 


а числа 4,6, с,... суть различные между в0бою корни. Еели 2 =1. 
то корень а называется простыл корпемъ фуньщи /(2); если же Х.> 1 

то @ есть, таюь называемый, кратный корень, причемъ число Х носить 
назвае порядка или кратности этого корня, 


Выращене ноэффищентовъ фуннщи черезъ корни. 
$4. 


Предполагая старпый коэффищенть пзлой фуници равнымъ-едиянцз, 
можемь напнеоть 


) Ко=ефреаф.. р =@—9) ев). @-—а). 


"Корин &;, @),...@» мы будемъ предполагать какими угодно, или 
зсъ различными, или нфкоторые изъ этихь корней“ могуть быть равными 
между собою. Раскрывая въ правой части уравневя (1) скобки и сравни- 
вая съ перною частью, получимъь олёлующ рядъ равенетвъ 


в=—Ум, 
= У з 


{2) 3 — Уже, 


ть въ правой части написаны знажи сумыъ веевозможныхь сочетайй кор- 
ней по одному, ло два, по три, и т. 1. 

Мтавъ, мы видимъ, что коэффищенты функщи выражаются простыми 
пЪлыми ращональными фунвщями оть корней. Очевидно, что эти же ра- 
зенотва (2) опредьляють обратно корн ‘91, ва; оз, ...9„ черезъь к05ф- 
фишенты ру, 2, з, ...0ь, 30 Эта новая задача предетавляеть больния 
трудности й составляеть главный предметъ Алгобраическаго Анализа. ВелЪд- 
стае отсутетия простого авгорнема для получешя корней по заданнимь 
хоэффищентамъ ‘приходитеи ставить себь боле простыя задачи, напри- 
Връ, ° 

2-вл задама: вычнедить от данною степенью точности корни по з8- 
ханнымьъ чнеленлымъ значешамь коэффищевтовъ; 

ая задача: искать свойства, хорней, когда, увазант характерь коэ{- 
фищентовъ. 

Особенно важным представляетен слфдующ! часткый случай 2-ой 
задачи. Если коэффищентя бужуть функщями одной или ифеколькихь пе- 
ремфиныхь. незавиеимыхь, то корни, очевидно, будуть также функщями 
этихъь перемфиныхъ независимыхь. Является важяьшь изучить свойства 
этихь функшИ, когда коэффищенты суть заданныя опредфленнымь обра- 
.зомъ функции оть перемфиныхь независимыхъ. 


Непрерывность корней. 
$5. 


Каме бы вопросы въ Алгобралчеевомь Анализв ли затрагивалиеь, 
всюду ветрёчается необходимоеть-въ доказотельствв слБдующаго осков- 
ного свойства корней уравненя, 

Корни урасненал суть непрерывных фуниении сю козффизиентовъ, 

Буденъ разсматриваль уравнен!е вида 


{1} Па == ре... дани рн =0 


съ коэффищентомь единица при старшей степени. Коэффищенты р: › о, 
... 2» нвоторыя неремённыя числа комилеконыя или вещеетвенныя. Въ 
ханную минуту для насъ безразлично, будуть ли эти коэффищенты функщи 
оть кавиеь нибудь перемфнныхь независимыхь, или же числа мёняющЕ- 
яся кавимъ нибудь другимъ образомъ, Рааложимъ функцию Кг) на ли- 
нейные множители 


Кг 


Будемъ изифнять коэффищениы уравнешя (1) непрерывно, тадъ что 
приращенное знечеше 4(2} функи" можно предохавить такъ 


йа) = +1), 


(а) = ван! ви". 


==(2 а) 2-66)... 


тАз 


и РАБ в, =., ... суть безконечно. малыя приращешя коэффищентовъ. 


Проведемь изъ началь хоординать плоскости компленонаго пере- 
мБннаго кругь настолько больнюго радусь , чтобы веф корни ‘уравие- 
вн. а, 6, с, ... лежали внутри этого круга (ем. стр. 13). Около каждаго 
изъ корней опимемь вругъ яфжотораго радтуса; пусть ражусъ круга опи- 
саниато около @ будеть р, около 6 бужеть р’, около с будетъ ой и т, д. 
Радусы крусовъ р, 5’, РИ, ... возьмешь набтолько малыми, чтобы круги 
не пересфкались между собою и не пересъкались съ кругомь Я. Доота- 
точно, конечио, взять эти радуеы меньшими половины наименьшато изъ 
разстоянй между корнями. Обозначимь буквою 9 ту часть плоскости, ко- 
торая находител внутри круга В, но ви круговъ опнеанныхь озоло хор- 
ней; знаками же ^ 


4), ($), ),... 


обозначимь области внутри Бруговь описанныхь около корней, Будемъ 
теперь уменьшать до нуля в0ф радгувы р, , Р!,... 
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Теорема, которая будеть выражать пепрерывность корней, можеть 
быть формулирована тазъ. 
‚ Теорема. Околь-бы малыми ни были заданы радбувы р,’ ой, ..., 
ввода мозюно подобрать настолько малыя приращеия г, в;,... #094- 
фииионтовь фуииии |2), чтобы коршь прирозщениой функ |=) удов- 
детворяль сльдующимь двущь увломямы 1%—всь корми фуници (2) 
лежать онутри областей (р), (р’), (91), ... № 29 — вщутри облаети (в) 
лежите \ корией приращенной фуиоти, внутрь области, (р’) лежите р 
корней приращениой функц, внутри областы (р!) лежитв з кормой, и 
т. д. 

Для всяхой точьи г области 9 будемъ имфть 


. ар, [2—9 |2 >, ... 
значитъ. 


(2) КА ини .., 


Покажемь теперь, что это неравенство (2) для достаточно малых 
значенЙ в, =2, ... И можеть выфть мФота, если подъ 2 будемъ разу- 
мЪть корень приращеннаго уравнешя. Въ самомь дёлЪ, пусть а, будеть 
корень фунющи /1(2), такъ что 


Раз) 
но 
Ве) =Аа) + $8), 
слЪдовательно, 
Ка) Е (а) =0, 
то есть 
Да) =— 9). 


Но ‘величина $(а;} при достаточно малыхь = можеть имть сколь 
угодно малый модуль, сяфдовательно, при достаточно малыхъ величинахь 
в, =2,... будеть имфть м%ето 


Как рт... , 


и неравенство (2) характеризующее область 9 не удовлетворяется, тажъ 
что при достаточно малыхь ириращешяхь коэффищентовь корни прира- 
щенной фуньци`ие выходять изь областей (р), ($'), (1), ... Первая 
часть теоремы тажимъ образомъ доказама. 

Остается похазать, что, если а будеть имфть кратноеть №, то въ 
области (2) окажется кажъ разъ А корней приращеннаго уразненя. Пусть 
приращеняые корни располагаются такъ: въ облаети (9) находятся корни 
а! кратиобти №', а; кратности №», а, кратноети Аз, ит. д; въ облаоти (р') 
хорни $; кратности 1,65 кратности р., б: кратности уз и т. д; въ 0б- 


ласти (ри) корни с: кратности у;, ег кралноогн у›, и т. д. Тажь’ кажь сте- 
нень приращеннаго уравнешя оетается т же самая, то должно быть 


(8) а о 


Необходимо показать, что 
==... 
взр Раз --..- 
и -[.. 


Разбмотримъ одну изъ областей ‘около корней, паприм®ръ, область 
{2). Тогда, обовнамая, 


Ка) = — 2), 
В (а) == (2 — ара — аз — од)м... 92), 


тдЪ фуцкцю $2) и`$:(2) иуфють хорни въ другихь областях, мы: зам в- 
чавмь, что можно указать четыре положительныхь числа А, В, А., В,. 
независимыхь отъ перемфиныхь радусовъ р, р’, р, ..,; при которыхъ 
будуть имфть м$ето неравенства, 


я<4@)|< В, 
д <!) [< В, 


{#} 


для воъхь точевт, области (р). Въ са- 
момъ дл, при уменьшени ‘до нуля. 
радусовъ, р, р’, р",... мы можемъ 
предполагать, что веЪ эти радуеы 
отановятея и оотвются меньше нЪ- 
которато достаточно мелёго радгуса 
`Во; тогда, вели мы около вовхъ кор- 
ней @, $, г, ... первоначальной 
фунвщи опишемъ пруги раду, о, 
то изъ слёдующихь соображений но- 
лучимъ меныше прекфлы М и 4, 
Чер. 1. для. модулей |2) |`з | $1(2)|. Таль 
` хакъ 


92) = (а—Бнг— 6)... 


еее вн е--вуще-е)... 


то мы замбчаемь, что въ состазъ модулей 
192 Г и фе) 


входять выражешя |2—@|, гдВ 2 соотвфтетвуеть точкЪ въ области (9), 
А а воть одно изъ чисел 


$,6,...1, 6, с. бр: баз, 


Тань кажъ принадлежит въ одной изъ`другихт, областей ’, {2*,..., 
то мы получимь низийя границы модулей Аи Д,, ебли выБото всякаго 
множителя |#-—- #]- налншемъ налменьшее разетояне между точками двухъ 
хруговь радуса ру соотвФтотвующихь 2 и в. Подобнымь же образомъ, 
замфняя каждое изъ. выраженй |2-—«]} разстолемь двухъ наиболье 
ухаленныхь точень отнхь зруговъ, получимь въ произведени два чиола 
Ви В, бблышя модулей 1: в |4$;(2)|, такъ что выясняется возмож- 
нобть выбора четырехь чисель А, Д;, В, В. незавиоимыхь отъ пере- 
уфнныхь радлусовъ р, $, $", ...; при которыхь нерёвенства (4) имЪютъ 
м$ето для вефхь точекь области р. 

Если мы будемъ разематривать значешя перемнной 2 на вамомт, 
врут р, то будем имфть 

|2—@| = 


Аве —+@) 
А, +8), 


Изь равенства 


получаемъ неравенство 


или иначе” 
да а. (ед < |6). 2 — & №. | 2-— вы... 5129). 
При измбнен 2 во кругу р модули |2— |, |2-—@|,... Не пре- 


восхоцать шаметра 2р. Поэтому, принимая во внимаше неравенство (4), 
приходимь къ слвдующему неравенству 


АЗУР. НЫ. В, |9). 
Тазь канъ величина е(2} есть безвонечно малая, то, значить, можно 
подобрать приращешя е,, 2, ... коэффищентовь столь малыми, чтобы 


было 
< А, 


тд А’ нфкоторое положительное число произвольно взятое меньшее числа, 
А. Получаемъ по сокращеши неравенства на р^ 


(5) А АР... вы. .. 
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"Такъ кажь тожое неравенство холжно имфть мото при сколь угодно 
маломъ р, то, очевидно, ‘что показателт 


А+... 


надъ бунвою р во второй чнети (5) не можеть быть чноломъ положитель- 
нымъ; потому что тогдь вторая часть, будучи величиной безвонечно-малой 
не могла бы оставаться больше и%котораго опредфлениаго положитель- 
цао числь А-— 4’, Итакть, поазалель долженъ быть или нуль, или отри- 
цательное число, и мы получимт 


(8) АРА -А+ь +... 


Разеуждая совершенно подобнымъ образом, мы придемъ иъ анало- 
тичнымь неравенствалмь для обтальныхь корней 6, е, °... 


вы ы-ь +... 
тии +и +... 


(7) 


Но такь какъ обф функши (2) н #(2}, будучи степенн п, должны 
иыЪть каждая по я корней, то въ неравенетвахь (6) и (7) должна рав- 
нятьоя и вумма вакъ первыхь частей \, в, у,... такь и‘’сумиа вторыхъ 
частей. Отсюда вытеваеть невозможноеть существовашя зиажовь нера- 
венствъ въ формулахъ (6) и (7); таюъ что мы получаемт, окончательно 


ем... 


вы юм -Р... 


чЪмь`и доказывается вторая часть теоремы. 


Прибяинене нъ вулю нфенольнихь старшихь коэффищентовъ. 
$6. 


Казъь олЪдотые доказанной теоремы о непрерывности корией можно 
будеть доказать олъдующее свойство корней цълой ‘функиук. . 
Пусть въ функши 


ПС = рог" Налет... рае ЧР, 


В поелфднихь ‘Коэффищентовъ 


Фи, Ры-а, .-. Ра» 
ивирерывно ивиЪняясь, приближаются нъ нулю. Тогда функшя паша, пра- 
ближаетоя въ новой функщи 


а) = 2752), 
= рот | рт... Е ри. 
Новая фунюши /(2) зыфеть чиело нуль #— кралнымь корнем, 
остальные корни суть корни функши /2(2). Отеюда получаемъ теорему. 


Теорема. Дри приближенаь къ чулю Ё послъднить коэффилиентовъ 
фунищен Кг) приблизюсются юз нулю № корней этой функизи. 


тв 


1 
Зажфной 2 на 7 мы переводимъ уравненв 2) ==0 въ уравнеше 
Е) -в0, 


У котораго коозффишенты идугь въ обратномъ поряльб. Нулевымъ кор- 
нямъ перваго будуть соотвЪтетвовать безконечно большие корки другого. 
Мы позучимь теорему. у 

Теорема. Если в% чьлой фуницию Кг) приближаются къ нумо пер- 
вые Ь хоэффилиентов ро, Ру, Рз, ... ры, то Ё морней функция баз- 
предъьльно возрастоють тю абсолютной величинть. 

Таюъ, налримфръ, для квадралной функще 


а -- ее 


при уменышемн кооффищента @ до нуля одинь корень обращается въ 
бевнонечноеть, а другой приближается въ корню функци 


ине. 
Условя, при нотерыхь ‘корень а `имфетъ кратность $. 
87. 
Теорема ТауГог’а даеть возможность напиовть оббйй видъ остата 


оть двлешя функщи /(2} на (2 — а)*. 
Въ самомъ дёлЪ, непишемъ формулу Тау]ог’а въ такомъ видф 


Каан оо го. кет 


ТА. 


ГАЗа) (а, 


1 
[# 7 @) { ВЕ ЕТ Ха) + в Анне +. 


Тотда мы вндимъ, что оть дьлешя на (2—=а)* получаезтен частное 
@ п остатовъ 


па) 2-е 


реа 


Г ги) . 


Чтобы этоть остаток, быль тождественно равенъ нулю, необходямо 
и достаточио уловлетворить слёдующимь равенствамь 


(1) Ка) =0, [(а) =0., [*(а) =0, ... [®-\(а) = 


т: 


Равенотна, (1) предогазляють необходимыя условя для того, чтобы 
корень нифлъ кратность #. Для полученя достаточныхь убловНЬ необхо- 
димо потребовать, чтобы частное @ не’ длилось больше на, разность 2— а, 
т. е. другами словами, должно быть 


@ Разно. 


Итакъ, мы видимъ, что условя необходимыя и достаточных для того, 
члобы норень а имфль кралносль #, состоять изъ равенотвъ (1) и нера- 
венетва (2). 

Изъ полученныхь услов! легко замфтить, что, еслн а ‘веть корень 
функщи (2) кратности #, то онъ бухеть вкорнемъ первой производной 
кратности #—1, корнемъ второй производной кратности #2, ит. д; 
въ вамомь дЪлЬ, эти услойя 


Ра) = Ра =... == Ра) = 0, Ра) 0 


если обозначить 


. =9(2), 
`Хаютъ, 


5..9 а) = 0 


а -о, 


Аналогичныя условы ‘получимьъ для`второй производной ин т. х. 


Освобождене уравненй отъ нратныхь корней. 
$8. 
Обозналамъ корни уравненя =) =0 черезъ 


{8 1, 2, ... 1) у 
а соотвфтетвенныя ихь кратности черезъ 


Зы, 5... Пы-а, Вы, 


— 9 — 


тотда функшя /2) будеть имть видъ 


И) = руд — в) (е — ба)... (2 вт, 
тдБ 
(2) . то ть... ть =, 
степени функц. 
На основани предыхущахго $-& мы можемъ сказать, что производная 
[(=) будеть нмфть видъ 


Ка = (в ам умы... (учат 90), 


тдВ (2) цзлая фунющя, не имфющая ин одного изъ корней (1}. Обозна- 
чивъ, черезъ'{ степень функши $(2), получим 


пт 1—1... рт -фЬ1Ь 


откуда, принимая во внимане (2), получимъ 
1—1: 


Общямь нанбольшимь дфлителемь фувкщи (2) и ея производной 
[а будетъ, очевидно, многочленъ 


о ео. ео, 


Еоли вез числа , 
Я» Тау... ть 


равны едннинЪ, то общ: нанбольш! дфлитель приводится въ едикиць. 
Озсюль получаемъ такую тебрему. 

Теорема. Если веъ корни функции К=} простые, то эта фунжцея 
не чльеть общихе длълителей съ производной. 

Итакъ, мы видимЪ, что воф кратные коркк пфлой фунющши (2) суть 
въ то же время корня общаго нанболылато дёлителя (8) фуявци Дл) п 
ея производной {'(х). 

Если обицй ненбольный дьлитель (3) найден, то, раздфляя на него 
(=), получимь повую функщию 


А (а) = ие —а)# а)... (#— а) 
и новое. уравнеи!е 


(4) Я (а) =0 


такое, что его корни будуть совиадать съ корнямн (Г) заданнаго уравие- 
ня, но ввф эти корни хил новато уравнешя (4) будуть уже проегымн. 


— 30 — 


Итак, для нахожденя искомыхъ корней заланнаго уравнеюя /(2) =0 
достаточно рёшить уравнеше (4), которое уже ке иметь кратныхъ корней. 
Изъ курса Элементарной Алгебры извфетно, что общий наибольний двли- 
тель двухъ хногочненовь каходится при помощи поолфдовалельныхь д}- 
лен, то, ощФховательно, мы видимь, что освобождеще уравнешя отъ` 
нпралныхь зорней совершается при помощи рашональныхь дЪЙстй и вна- 
чить предетавляеть задачу характера элементарнато. 


$9. 
Обозначимъ черезъ Х, произведеше множителей вида 
2—а, 


соотвтетвующихь простымъ корнямъ а иЪкоторой цфлой функц; черезъ 
Х» произведеще множителей вида 


&—5, 


соотвётетвующихь двукратным корнямъ, взятымъ по одному только разу; 
и т. д. Тогда получимъ 


{= 


если примемь хоэффишенть при наивысшей степени х равнымь одинияь 
и обозначииъ черезь # наибольшую кратность корней даниаго уравненйя; 
Обозналимъ черезъ Р,, Р,,... Р; обще наибольние дфлители 


ХХахаха... Ха 


„Р; хля фупкци =) и ея производной {(х), 


№ „ БР, В Р‚, 
В. „ Р * Р;, 
р, " Ри „ Ри 


Зыраженя каждой изъ функц Р по $ 8 будуть 


Да) =х.ХаХл... ХА 
РЕ Х,Хр... ЖЕ-Ь 
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Раздьляя послфдовательно: функ Д2) на Р,, функщю Р, па Рь, 
.., функцию Рё: на Фь, и обозначая соотвфтоевенныя чеотиыя черезъ 
9:, 0ь, ...@»:, получимъ 


Отеюда мы видииъ, что функшя @, дфлитея на @›, фуньмя ©. на 
9, ит, д; производя это дВяене, получимъ 


9 - 6 0, „. 
9. =, | 51, 9 Х,. 
Вов фупици 
Х:, №, .`. № 


опредВляются танимь образомъ поередотвомь` алтебраимескойе дъьлени. 


Мы видимъ, что рышене уравнешя /(2)==0 оводитея яъ рено 
‘уразнеый 
Х, =0, Х.=0,... Х,=0, 


изъ которыхь кеждое ныфеть уже только’ простые корни. 


$10. 


Поясиимъ теоршо примфромъ. Пусть требуется освободить отъ нрал- 
ныхъ корней уравнене 


И) === 3 — бал Зе За 9 
Имфемь 
Ро == 628 4 151—182? — бе 3. 


Бухемъь дфлить на многочленъ 


-2=+1 


а) Ти зв би 6 


функцио =), умноживь ее предварительно на 2. 
Напомнимъ, что при нахождеши общего наибольнаго длителя можно 
во избъжане дробныхъ коэффищентовъ умножить на ? каждый изъ про- 


межуточныхь осталковъ, т. в. можно повести дЬйств!е ‘дёленл гажъ: 


256 -- 68 — 1858 — ба -- 65-41248 -- бай — бой — 2% 41 
226 -- 525 — 68— 2 --т 2 ЕТ ы о 
25— 628 — а4-р 55-4 
2485—1208 — 822 -- 105 --8 
248 54% — 62— 2%--1 
о Ба 6812 --7 


Дьлкмъ на полученный ооталонь функллю (5), умножльь прозвари- 
тельно послянюю па’ 5 и умножая на 5 промежуточный остатоть 


1055 -- 26ая — 3052-10545 ^ |524 | 128 42а 1 


102 -- аля - 48 — 2457 — 14590 |1 
д — 4—6 4-5 


52 — 205-304? | 205-95. 
Бе ая  пе т 
— За — За 30а 89 


Продолжая дфлене, получимъ 


ба 12а За — 12 — Та и—1 
БА 5-5? — 50 > 57 
78 1—1 —1 
148 722 —1%—7 
0 


Итак, , 
Р, = 8 --12—5—1; 
производная отъ Р, воть 
РЗ 2—1. 
Производя дЪлеше . 
349-327 — 35% — 3] 32 {25 —1 


Зи — &-Т 
т 9—8 


— 38 — 


получимь 
Р=ж-Е. 


ДалЪе, производя дфлене 


28 -- 38 — 623 — Зай -- 3% -- 2. | 28 


248 244 — 228 
7 я 3 


ая вая 
Шо 2-2 


0 

получим . 

98-22 —2—2; 
Бля ; 

и о 

а 9—1. 
получимъ . 

[57 —1. 


Отсюда, производя дфлеше 


аи 1 
ая 2 —и— 2] %--3 
0. 
получимъ 
Х. =е+ 2, Х, ет) Жи, 
2 


Получаемь, слфдовательно, 
КО 2) Пе 
и заданное уравене приводитсл въ тремъ слфлующимъ 
242=0, «—1=0, #4-1=0. 


Корни заданнаго уравиезня суть, слдовательно, —?, 1, —1, 


Знакъ цблой фуннщи при безнонечно большомъ значенм независимаго 
перемфннаго. 


фи. 


Обратимся къ разомотрькно цфлыхь фупюшЙ съ вещественными 


хоэффинентами. 
3 
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Докажемь слёдующую теорему. 
Теорема. При достаточно большиь по абсолютной велимимяь вещус- 
ственнокть значетлть перемтной пезависнмой х ззииеь чтьяой фуисциь 


Ка) = род" ри-1 +... в» 


соопадаеть во знатолмь зервазо ед члена. 
Въ самомъ хВяЪ, перепнсавъ функцию {{2\ въ вилЪ 


мы замфчаемь, что сумма зебхъ членовъ, кромф перваго, въ выражен, 
стоящемъ въ скобкахъ, можеть быть ожзлана сколь угодно малою при 
поеталочно большихь значешяхь х. Значить, знакь всей суммы будеть 
совпадать со знаком рот" при достаточно большихь значешяхъ 2; теорема 
тажимъ образомъ доказана. 
аъ этой теофомы въ связи съ доказалиою раньше непрерывноетью 
ыы (=) можно вывести яЪеколько важныхь общихъ занчанй. Изъ 
анализа безконечно малыхт. извЪетно, 
что всякая непрерывная фуиещя {{=) 
проходить вов промежуточныя значе- 
шя между хаждыми двумя. значенщями 
Ка) и И®). Отоюдь слфдуеть, что, если 
два значеня Ка) и КФ) разныхь зна- 
ковъ, то. между зпачежями ан 6 незави: 
Чер. 3. свмаго перемфинаго должно существо- 
валь значене @, при которомь фунющя /() обращается въ нуль, т. 6., 
другими словами, межлу числами в п $ долженъ существовать корень 
уравнешя /(<) ==0. На основаши сказаннахо прихолимъ къ слёдующимъ 
двумъ теоремамъ. 


ТТеорома. Г. Вояиое уравнеше [(2)==0 нечетной степени съ веще- 
ствениими коэффициентами должно ‘илиьть по крайней мтурть одииь ве- 
знественный кореш». 


Въ самомъ дьяВ, предполагая показатоль и старшато члена ночет- 
нымь, мы замбчаемь, что при достаточно большихь положительных ана- 
зещяхъ х знакь фунвши /(2} совпалаеть съ зналомъ коэффищента, ро, 
в при достаточно большихт отрицательтыхь значешяхт зчаюъ /(=) обрат- 
ный знаку воэффицента р. Будемъ обозначать черезъ /(-- оо) значене 
фунимни /(2) при безконечио большихь положнтельныхь значентхь, & 
черезь (— с2) зпачеше функщи 7(х) при безконечло большихъ по абео- 
мотной величин отрицалельныхь значешяуь независимаго перемннахо. 


— 35 — 


Тогда /(-- со) п К-— ©) будуть разныхь знаковъ, и, значить, должень 
вуществовать по крайней мЪрВ одинъ вещественный корень функщи Д(2). 
Знакл, его обратный знаку р». 


Теорема П. Если крайнее козфуляйемты ро № р» ильлой фуницеи 


четной степени имтоть разные знати, то эта фуния ‘иметь то 
прайней лърть одить полоокительиий и одимз отрицательный корень. 


Разематривая три значеня 


— °), #0},. К+ °), 


мы замчаемь, что въ данкомъ случа /(— со) и (-- <>) совпадвлоть по 
знаку съ коэффищентомъ до, & 7 (0) = р»; олховательно, уравнен:е /(2) =0 
должно ныфть по крайней мёрЬ по одному корню въ кождомь изъ про- 
межутковь (— 5,0) м (0, -[- ©). 


Поларная сопряжеяность мнимыхь корней. 
$12. 


Теорема. Еель цьлая фушея /(г) въ вещественными козфбфиииен- 
знами имтеть корень х =а'- В, то она долбна такове илньть и корень 
д=а— №. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть 


Геи =0; 
раздвляя функцию И&) на (#— <)? -- №, получимъ 
Ка) = Ца — в)" + 812) Е та-ря. 
Подставляя сюда х==«-- №, получимь 


т(&-- в + #=0, 
откуда . 
пе в =0, В =0. 


Такъ какь В не ==0, то т =и==0, и функшя Кл) длитея на 
(@#——@е—а+М); 


отеюда мы замфчаемь, что число «— В есть корень. функции И). 
Легко внявть, 70 кратность корня «— 8 будеть та же, чго и корня 
«--#, ибо равенства 


Па =0, Ра =0, ев =0,... 
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влекуть за собою равенства 
№0, Раф =0, Ра—) 


Изтакь, мнимые корни входять' въ уравнене попарно; изъ этого слф- 
дуеть, что уравноне нечетной степени должно имфть хоть одинъ веще-. 
етвенный корень, что мы уже видвзи изъ другихъ сообрыженйй. 


ГЛАВА Щ. 


0бъ алгебрамческихь Функщяхт. 


Основныя понят. 
$1. 
Амабраическимв уравнещемз называвтея воявое уравнен!е вида, 
0=0, 
тдЪ / веть пфлая фунюшя отъ ряда переуфнныхь д, И, 2, .-.и, 
$2. 


Еели выражеше функаи задано ирямо черезъ независимыя пере- 
мфнныя, то такая функщя называезся леною. Если же для полученя вы- 
раженя функции черезь кезависамыя неремБиныя нужно ушить одно или 
иБоколько уравненми, то въ такомъ случаз функщя пазывается зеленой. 
Такь, напримфръ, если фунюля о оть хвухь неремфиныхь 2 и у задана 
уравнещемъ 


.... 


жи 


то ь будеть, очевидно, неявной фунвцей. Эту неявную фуньщио мы обра- 
тимъ въ явную, если рёшимъ уравнене относительно ›. Получаенъ 


о=а=уй- у. 


$3. 


Если фунющя можеть уховлетворять алгебраическому уравнеино, 
связывалощезу ее съ перемфнными нозавнонмыми, то ола называется а4- 
зебуаической фунищей. Въ обратномъ случаБ она называетей эпрамоцен- 
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дентной, т. ©., другими словами, функшя называется транециидентиою, 
если пельзя подобрать инкакого алгебраичеекаго уравненя, хоторому эта 
фупеця уховлетворяеть. Тань, функщя 


Е 
есть алгебраическая, пбо опа уховаетворяель алгебрачееному уравненйо 


47 — Зи — У =0. 


Функщя и=-9 есль фунищя хранецендентнал, ибо не трудно по-, 
казать, что она не можеть удовлетворять никакому алтебранческому урав- 
пеню. у 


$4. 


Алгебранчестя функц подраздвляются на рацюнальных н иррашо- 
нальныя. Ращональной называется такая алтебранческая фупкщя, когорая 
удовлетворяетъ алгобраическому уравненйо первой степени. Есян же урав- 
кене самой низкой степени, которому удовлетворяотт, алгебраическая фуик- 
ця, степени выше первой, то функшю называють ирращональною. Согласно 
этому опредфлению всякая рашональная фунмуя ь должию удовлетворять 


‘уравненю вида 
9—Р=9, 


118 @ ин Р цфлыя фуикщи незазисимыхь перемфнныхъ. Можно воегда 
предполагать, что Р и @ суть многочлены, не имфюце общихь дфлите- 
лей, заключающихь незавивимыя перемфииыя, ибо, если бы такой двли- 
тель существоваль, то мы предварительно сократили бы на, него все урав- 
нене. Рьшая послфднее уравиеве огносвтельно о, нолучимъ 


Это показываеть, что рашональная функщя есть частное хвухъ цф- 
лыхъ фуныий. Въ частномъ слузаЪ, если @ не будеть содержать иеза- 
висимыхъ перемфиныхь; то это @ будетъь нфкоторое постоянное число А, 
тогда 


т. в; © иредотавляеть 60б0ю ифлую функцию и мы видимь, что цфлая 
функщя есть частный случай функциг ращенальной. 


$:5. 


Если уравноне, которому удовлетворяеть нррашональная функшя 
будет, второй, третьей и четвертой степени, то мы можемъ ето ршить 
я найти явное вырашене этой фунющи черезъ перемфнныя лезависимыя: 
Когда уравнене выше четвертой степенн, то задача приведоня нелвной 
фувыши въ явиую яфлается въ общемь ‘случаВ певозможною н можеть 
рЬталься“ только въ извфетныхь чаогныхь случаяхь. 

Разомотримь сначёль алтебранческое рВшеше уравненй 3-ей и 4-ой 
степени. 


Решене уравненй 3-ей степени. 


$6. 


Мы раземотримь способь Нидде’а. Сдвлаемъ два вепомотательныхь, 
замчаня. 

Уравнеше 3-й степенк можемъ разоматривахь безъ члена съ 
ибо во веякомъ уравнены я-ой степени можно уничтоонить члена 65 
х"-1, Покажемь это; пусть дано ‘уравяене . 


{1} аи... а-18 4 а 


одфлаевмъ подстановку 
ау, 


тдз а пока остается неопредёленнымъ, тогда получимъ въ лфвой части 
уравнения (1) 


(ура) аку 


или 


ие ва аду... 


Чтобы въ преобразованкомь уравцени пропаль членъ съ у"-!, хо- 
стагочко положить 


ли 


что всегда возможно. 
Другое замвчан!о состоить въ томъ, чго уравнене 


#8 — 
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иметь три корня 


что легко провфрить. 


$7. 
Возьмемь кубическое уравнене въ вадь 
. (© 28 фри 1=0. 


Сдвлаемъ подотановку 
ди у, 


тогха уравнене (1) приметь видъ 


29 Зо -- Зи 9 Гри) -9=0, 
пли, вынося и -Ро за скобку, 


из аз (и 5) (Зе -- р) + а=0. 


Тазъ камъ неизвфотныя величины м и ® подчинены только одному 
условйо, чтобы ихъ сумма была 2, то мы можемь связать ихъ еше вто- 
рымь произвольныхь услошемъ, напримЪрь, 


©) Зи ро, 
Тотда. уравнене приметь ВИДЬ о 
(3) ив -|- 53 --4=0. 


Уравкеня (2) х (3) р5шить легко, потому что они дають сумму п 
произведеше количестьъ %? и 53, именко 


8 =, 1008 = — 


откуда 


слЪдовательно, 


вито иИ- И 5/ И 1+. 


и мы получили формулу, носящую назване формулы СатЧал’, итальян- 
схото математика 16-го столфайл, претендовавшаго на прорятеть отноеи- 
тельно рёшеюя уравненя 8-ей степени. 


$ 8. 


Полученная формуле, Саг@ви’а, лаеть вов корни кубическаго уравнен!я. 
Въ самомъ дьлЬ, всякое чаело Е имветъ три значен!я кубическаго изъ этого 
числе корня, причемь изъ одного изъ нихь нолучаются два другахь черезъ 
Умножен8 На = и =. Уравнене (2) показываеть, что проеме вт ра- 


‚ диваловъ и=уй и = равно вещоственному чиблу — . Пусть 


. 3 а 
два тазихь значешя будуть ИВ н УЯ,; тогда получимь одинъ изъ кор- 
ней а; въ видь 


=Уя--уя. 


. : 3». > зо 
Остальныя значешя радикаловь ино будухь зИВ, у, зУЁ,, 


3, : 
=У2,. Чтобы ихъ произведеня были вещественны, необходимо выбраль 
двЪ сяфлуюцщия комбиналйи, даюцуя две остальныхь корня кубаческаго 
ураввещя 


$9. 
Изснфлуемъ, когда корни кубическаго уравнены будуть вещественны. 
ели 

ео 

чт5>0, 


то оба чивла В и В, будуть вещественны н различны, слЪжоветельно, 
каждое изъ НИХхЪ циветь по одному вещественному кубическому корню. 


3,5 и 
Обозначинь этн корни черезь Ия УВ,; слфдовательно, корень 


а=УП-У В, 
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будеть вещественный, & два другихъ, очевидно, мнимые, ибо 


(1) 


о з— = . 
тд = 1; такь кань УЕ ие =УЙ,, 10 инимые ‘члены пе могуть 
пропасть. Эти два корня, очевидно, вопряжениые. 

Есла 


три вещественные 


Наконець, если 


что возможно, очевидно, при р<30, получаемь веЪ три корил веществен- 


цые, хотя радикаль 
ИЯ 
у‘ 5 эт 


3, КА 
мнимый. Въ этомъ елучаь два радикала У и УЕ, суть минмые и 60- 
пряженные. Полагая 
з. 
УЯ=Аы, 
— 
УЕ, = — а, 


получимъ 


И 8... 
вовне 


== Ави. 


= А4-УЗ, 
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Случай трехь веществониыхь корней предотавляеть одну замфча-- 
тольлую обобенкоеть въ формулахь СыЧал’а. А именно, хотя вез три 
корня вещественны, по формулы Саз@ал’а предетавляють нхъ въ тажомь 
вндЪ, что тамъ фигурирують минмости, ябо корень квадратный, стоящий 
под кубических» корнемъ, мпимый. Если бы ма пожелали важкдый изъ. 
кубичосвихь корней УЕ и УЕ, `предетавить помъ видомъ ). -- №, т0 для 
опредфленя чисель ^ и р. мы получили бы кубичесвм уравнешя подоб- 
ныя заданному. Такъ, наприм%рь, для опредфлешя Х получимъ уравнено, 
имЪющее три вещественныхь корня, и, слФдовательно, выражен!е хля ^ 
будеть опять заключать мнимость. Этоть елучай мы назвызаемъ неприво- 
Эилиимь случаелю (вазия птедие 5). 


$ 10. 


Введошемъ тригонометричеекихь величинъ возможно привести фор- 
мулы Сагаал’а къ виду, удобному ля логариомированя, а также и въ 
иеприводимомь влучаВ можно получить озоичательную, формулу для трехъ. 


зеществениыхь корней. 
Ха йствительно, пря 


Уре юз о -- Из фито. 


По формул Мойте’а имфомт, 


реет ны 


2-й 


тв числу # надо давать значешя 0, 1,2. 
Получасмъ слфхующуя выражешя для трехъ корней уравиеяйт 
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Для опредфлея же физ (р воличниа существенно положительная) 
пиземъ выражея 
7 
'-И-#, 090 —; 


Дадимъ теперь длл случьл одного веществоннаго корня формулы, 
удобныя для логарвомировануя. 


$} 


1 случай. 
9, 
4+572>0,2<0 
Положимъ 
и ты 
тогда 


получииъ 


откуда 


1 случай. 


Тогда, полагая 


получимъ 


Я 


или, вотавизь вмфето 9 его значен1е 


308] >, 


п-УЗИ Ч я--ИЕИЯ 


Вводя новый уголь ? пе уравненю 


будемъ имЪъть 


получимъ выражена 


Ив= У? 96, УЕ=- И? со, 


и, сяфловательно, 


у оу %. 


Формулы для вычиеленя мнимых корней также получаются въ удоб- 
иомЪъ для лотариемировамя индЪ; въ самомъ хЬлВ, по формуламь (1)$9 
получаемь въ Г случав 


Уре, 


озее 2% 


а во П случа 6 


91; % 


и н вор 2 эр е0зес 9. 
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Ръшеше уравненй 4-ой степени. 
и. 


Мы визваи, что рВшеше вубнческаго уравнешя приводится ль рше- 
зо квадратнаго; подобнымъ же образомь мы покажем, что рышеще урав- 
некюя 4-ой степени приводится кь р№шенро уравнен1я‘ 3-ьей степени. 


Нридадимъ нашему изложенйо теометричеси!й характеръ. 'Возьмемь 
<амов общее уравнеше 4-ой стенени съ вещественными коэффишентамн 


{1 д-р ай -- в св --@=0. 


Полагая 
<) у= 


мы можемъ переписать уравнеше (1) въ тахомъ видё 
{3) у’ ахуе ду Е 4=0. 


М5л видам, что найти 2, удовлетво- 
ряющее уразнеио (1), вое равно, что найти 
абоцисеу точки вотрча параболя у== 2? съ 
лишей второго порядка, опредфляемой урав- 
ненень {3}. 

Четыре корня уравиешя 4-Й отененя 
(1) сузь абещиесы четырехь точеюъ Ми, Д/., 
М, М. .зетр6чи двухь лин (2) и (3). Раз- 
смотримъ пучомь лный 2-го порядка, про- 
ходящихь черезъ точки ветрёчн 1/;, ЛУ, 
№М., М, двухь задаиныхь лини (2) и (3). 
Уравнен{е такого пучка будеть 


(4) уе ау -- бу -- 8-Е @-- Му — 21) =0. 
Срехи лишй пучка (4) существует трн чистомы прямыхь 
(ММ,, Мм.), (МЫМ,; ММ) в (М, ДЫМ). 


Эти три системы мы получимъ, приралинвая пулю диекримниаить 
уравиешя второй степени (4). Это уравнете можно паписать тажъ 


И — № ау в + 0+ Ху 4=0. 


— 4 — 


Усломемь приводимости лин! (4) въ системЪ двухъ прямыхь будеть 


& 
—*, э › 
а 
1, 

1е А 

яз -5`, 


раскрывая этоть опредфлитель, получимь уравнене 8-ьей степени 


(5) 28-22 — 44 — че 7) — «(аа— 6) -в=0 


отноеительно ^. Мы уже видфли, что уравнеше З-ьей степени всегда им%- 
еть по крайней мЪрё охинь вещественный корень; назовемъ его 2; под- 
сотавляя его въ уравнене пучка (4) в рёшая относительно у, получимъ 
два линейпыхъ выраженя относительно х 


ужаж-ЕВ, 
у—аж-- В. 


(6) 


Четыре корня уравнешя (1) получаются, находя перобфчеше пара- 
болы у= 7? съ прямымы (6), т. е. ршая два квадратныхь уравненя 


@ 2 ——В=0, 


8) 27-—аш— 8, 


ВдЪоь, мы получаемъ четыре корнл, изъ которыхъ два даются урав- 
нешемъ (7), в два уравнешемь (8). 

Разомотримъ слдующе- влучан. 

1 оприйе 

в 4-48>0, 144, >0. 

Веф четыре корня хЬйотвительны, Зоя корни уравненья (7) могуть 
быть равны корнямъ уравненя (8), и тогда получимь зпело различцыхь 
корней меньшое четырехъ. 

1 случай: 

9 --48< 0, 44-48, >0. 

Два коркя уравиеня (7) мапмые сопряженные; два же другихь изъ 

уравненя (8) вощеетвенны. 


ТП лучей: 
. 01-49 <0, @--48 < 0. 


Вев четыре корня минные и попарно сопряженные. 


— 48 — 
$19 
Пояенимъ теорно примфромъ. Пусть задано уравневе 
(1) 2—0 ТР --в--6=0, 
Уравнеше (3) $ 11 будетъ 


уУ—ау--Туа-6=0; 
Уравнене пучка 
Ау — 2) ууу а-6=0. 


Подбираемъ Х такъ, чтобы послзднее уравнене хавало двЪ прямыя; 
раскрывая дискриминанть этого уравиеля, получимъ уравнеше 


(2 — 1444 24) =0. 
Достаточно взять одинъ корень, иапримбръ, 
^=0. 
Тогда уравнеше пучка будеть 
И —зу—9-=-46=0; 


рВшая его относительно у, получаемъ 


—_2 +7. У 10525 вт, @- 
И ты 


Го 


у - >”. 


Двь уравненя прямыхъ будуть 


т. 


у==-6в, у 
Два квадратныхь уравновя (7) и (8) $ 16 будуть въ данномъ случа: 
| ж=|, 2=2--6. 


Отсюда четыре искомыхъ корня заданнаго уравнешя (1) будутъ 


$13. 


Понажемъ еще одинъ простой епособъ рёшещя уравнешя 4-ой сте- 
пеин. Цуеть дано общее уравнеше 


(1) из се 4=0. 


— 49 — 
Введемъ въ разомотрьи!е тожкество 


. ы 
©) (= 92 ,) я-а = (м т 4) Нае-у, 


тдЬ у пова ндоторое неопредфленяое число. Прибавляя къ объимь ча- 
стямъ уравненя (Т) соотвётегвенно обЪ части тождества (2}, получиыь. 


2 
(“+ р я +) =57А+- ВО, 
тд 
а? 
Ат, 
В-=ау-е, 
б=и 5. 
Опредьлимь 4, В и С такь, чтобы трехчленъ, стоящий въ правой 
части (3), быль полнымъ кведраломъ; дая этого необходимо ‘уховлетво- 


рить равенству 
В—440=0, 


ан, другими словален, 


(ая (+1 3) о. 


Получилось ураввоше 3-ьей степени для опредфлеюня”у, которое 
есть, сльдовательно, резольвента, заданнаго уравнени. Это уравнене имЪ- 
еть по крайней мЪрЪ одикъ лЪйетвитолькый корень; обозначимь его черезъ 
Уз: опредвляя соотвЪтотвующуя у) значешя 4, Ву, Со, получимь 


а ы _ ми 
сени) судчиа, 
отнуда получаемь два уравненя 
ие и-вуЖ И, 
або ье-вуЖ 8 


для опредълешя 2; эти два уравнешя п дадуть. четыре корня заданнаго 
‘уравнения (1); 


Одинъ примфръ уравненгя, рёшаемаго въ 'радиналахъ. 
м. 


Хожя уравневя выше четвертой степени не хонускаютъ общато р}- 
шешя въ радикалахь, хфыъ не менфе существують мног!е случаи ураз- 
нен чаетнаго вида алгобранчески разръшимыхъ. Одинъ изъ таких слу- 
чаевъ мы здЪеь разомотримь. 

Возьмемь цфлую функцио 


(0) Тя == в08 п атбс08 %, 


тдё л цЬлое чиело. . 
Для вя вычиоленя примнимь формулу Модуте’а 


(с05 0 - р)" == 605 по Раб по. 


Раскрывая по биному Мемйот’а, получамъ 


605 п 6088 — соя" 5 +... == 


=#—1) 


== 6055 608 "в — 605%) +... 


Полагая 08% ==2, получимъ 


та —-1 а 
6088 @е05 и = а © 5 = #)-... 


Ташь, наприифръ, 


:608 2 076608 д == — 1 


Разсмотримъ уравнене 
(1) 6051 076608 ® = а, 
тдЬ а произвольная волвчвиа, 

Решить уравнеше {1}, это вёе равио, что наЯти 2 ==605щ, вели из- 
зфотенъ косинус вратнаго гла’ @-= 605%, - 

Имфемъ 


соя лю 4 т по = а УТ, 


(сов о ротой ва НИТ. а, 


сортов Е 


хзифняя знаке при &, получимъ 


у 
сво — то=У амур, 


откуда окончательно 


вен 


Общая творя алгебраическихь фунищи. 
$ 15. 


Невозможность ображненя въ`явную алгебраических, фупкшй, опре- 
лЪллемыхь уравкещями высшихъ отененей, пе пом тала. однако прогрессу 
теорш алгебраическихь фупкщй, прешяось только сухить о свойствахь 
злтебранческихь функц по тому алгебраическому уравненйо, которому 
опа, удовлетворяеть, совершенно независимо отъ того, умфемъ ли мы р}- 
шить это уравненю вли нЪтЪ. | . 

Перволачальнымь свонмф развитемь.теоря айгебраизоскихь функшй 
обязана теометри, ибо алгебраическое уравнеше вида Ё(2,у)==0, гдь 
(0, у) есть цБлая фунищя оть плоскихт, `декартовыхъ коорлинать я, у, 
‘опрелфляеть такъ называамую амебраимеекую дичйю на плоскости; а урав- 
наше Гу, ==0, тдБ И(е,у,2)--цёлая функцуя пространственныхе 
хоординать, опредвляеть алгебраическую повертноеть въ пространствв. 

Веякая науна при пазельномь своемъ состояния интересуется обык- 
шовенио. задачами болВе конкретными, ирячемь чаще всего задачами про- 
<то формулируемыми, . 

Когда пробтыя. задай оказываются уже РБшониыни и вогда мномя 

проето формулируемыя. задачи, но своевременно не рёшенныя, оказыва- 
отвя въ высшей отедели трудными, хогда, начинается процесс, состоящей 
въ углубленин въ теорНо ‘хля изучешя царствующихь таль законовъ. Это 
изучеше сопровождается надеждой при болфе. ясномъ представленйи`соб% 
этихъ завояовъ получить возможность рЬшель задачи, казавицися ране 
трудными. - 
Конечно, можно привфтетвовать направлен науки, ставящее еебЪ - 
влью рЬшать повые конкретные задачи п вопросы. Увеличене чпела вон- 
кротныхъ результатовь обогащаеть въ идойномъ отношени науку и д3- 
лаеть её болЪе способной къ рЬшенно новыхъ задачъ. 

Тажь именно было съ теорей алгобранчебкихь фозищий, | Въ началф 
она была теорей алгебрапческихь лин и поверхноетей. Геометрические 
образы ставили опредЪленныя аналитичесыя задачн. Можно сказать, что 


и вообще при ®- перемфнныхь' зезавнеимыхь алгобрапческая функция во- 
отвфтотвуегь нфкоторому геомотрическому образу _въ проотранега% в 1 
измБренНЬ конечно, нопосродотвенная геометрическая `интуищя ирекра- 
зцается уже посл трехъ измренй. 

`Тебрию алгебранчеекихь функшИ въ ея чшетомь видф можно очитать. 
восходящей еще къ Ме\бон”у. Мемфотгу. принадлежит 610606 изучать 
алгобранческую функиво при помощи вя разхоженя въ безконечные рады. 
Можно сказать, что этотъ опоеобъ проходить красною нитью черезь всю 
дальнЪйнтую исторшо науки хо послёдняго времени, Извфетенъ овсобелный 
премьъ, номогаюций разложение въ ряхы н носямфИ назвало иареллело- 
зрамаиь Мендот’а. 

Лальюёйшая истортя вауки дала хольхо одинъ сорьезный толчекъ въ 
этомъ направлен, а именио, введеше въ разомотрвию комплененыхь 
значе независнмымь перемфннымъ, тогда какь прежце подъ ваящемъ 
твометричебкихь зазачъ разематривались лишь вощоственньт числа. 


Введен чисоль комилекеныхь помогло приведенио въ поряхокъ 
теории функц азгебранческихь. 

Задачи вычнолиельнаго харантера, & также задачи доказательотва. 
фавличиыхь свойствь веществоиныхь алтебраическихь лишй и новерхно- 
стей замфняются задачами изучешя свойствъ алтебраическихь фуньшй. 
Въ 19-мь отольты былн два Фбетоятельства, давшая громадный толчекъ 
въ дЬлЬ развишя теори алгебрапческихь функ й, эти два обстоятельства 
суть: теорема АЪеРа и прогревсь теорйг чиселъ. 

АфеРо принадлежит зам чательная теорема интегральнаго исчиело- 
тя, въ которой учаетвують алгебраичесыя функщи. Теорема, АЪеГа дала 
путь къ большимъ новымъ догадкамъ. Выдаь создана теоря новыхъ трано- 
цендентныхь функц, воторымъ было приевоёно пазвале абелевыть. Алге-. 
брапчесыя фуцещи оказались таль т%ено связавными съ абелевыми, что: 
считалось почти обязательнымт. параллельное нхь изучен. Главное зна-. 
чеше абелевыхь функшИ состоигь въ обобщент теори эллиптическихъ. 
функ, представляющей славу математики 19-го столфт/я. 

Новый идейный толчекь въ твори алгебразческихь функций озно- 
снтея въ самому посл лнему времени и исходить изъ теори чиселъ: 


$16. 


Остановимся пфеколько подробнфе на вляни теори чиселъ. Поте- 
ственнымь явилось введен!е въ науку поняйя о числа амебраичеснихе. 
Алгебраической функцией называется корень уравненя 


(1) дот" Е вит | аз -.., На @--а, =0, 


— 58 — 


зъ которомь коэффищенты &, 2:, %,... а, суть цфлыя фунециь отъ 
независимыхь перемфнныхь, ` 

Алмебриичевкиме чиоломь пазываются корень уравнены (1), если 
хоэффищенты 40, у... в, буть зиьлья числа (взятыя со знакомь -- 
ли — патуральныя чибла). 

Белы число ие ужовлехворяеть ливакому уравнению (1) еъ пфлымп 
коэффищентами, то оно называется тфраноцендентнымь, 

Докавать, что постоятиое чиело есть транецендектное, гораздо труд- 
*Ъе, чфыъ ловазать транеценхентность функши. Лишь вр второй половикЪ 
19-го окольтя уделобь доказать зраноцендентиость чисель е (обиоваше 
Мере”овыхь логарисмовь) н я (отношене окружноетн къ’ даметру). 

Траноцевдентпойть числа т показала, съ`очевидностью невозможность 
звадратуры круга. . 

Изучеше алгобраичеснихь чисель даеть путь къ выяененно вопроса, 
© возможности побётроемя циркулехмгь и линейкой той или иругой залами, 
эъ чемъ можеть видфть пользу ихъ любитоль монкретныхь задачъ, 

Я же тичко внжу пользу. нзученя алгебранчесвихь чисель тлавныхь 
образомъ въ тёхь грандюзныхь обобщеняхь, которыя доотвжемы вЪ т90- 
рр чисель, и которыя были, начаты въ хнвгВ8 О амзб’а „Обои юЮдев 
атИтейсае“. 

Развиче теор!и алгебраическихь чиеель въ 10-мь стольии привело 
нь отврытию первостепенной  зажности, ‘въ открыто. новыхъ чисель, на- 
званныхь идеальными, или идеалалии. 

Явилось стремлен!о перенести блестяще результаты, достигнутые 
зъ теми алгебраическихь чисель на творпо функыйЙ алтебраяческихь. 
Эт0 течене только что началось благодаря изслфдовашямь Оедеюта’о п 
У еБега, двухъ первовласеныхь знатоковъ теори идеаловт. 


$ 17. 


- Изь воего сказаннаго уитатоль поНметь, что тебрш алгебралческахь 
‘фунюц есть обширная часть современной махематики, имфющая бога- 
ую литературу. Можно порекомендоваль, кан хорокий очеркъ этой: лите- 
ратуры, статью А. ВтИГа и М. Мосега подъ затлавемь „Ге ЕбмеЧале 
Чег Тлеоре бег адергайзерет Роге опет п ШЦезег ипб пенегег 2216“, по- 
мФщенную въ Ш том ФавтезЬез {её дег делбзорею Мабетаыкехг Уетели- 
зип. 1894. Въ этомъ очерк не затронуто иовое направлене Педекиа?’ь 
н \еого. Чтобы скорфе познавомитьея съ нимъ можно порекомендовать 
коиець третьяго тома „Гешфисв @ег АЛвефта“ УРерега п большое вочи- 
нете „Треоче бег ажерозенел Риокыопел епег Ума ен“ хоп К. Нен- 
86] цпё 6. Тапаврегв. ` 
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Отъ оближеня теори алгебранческихт чисель н фушный вывграма. 
овжв творя чисел, вбо разложеме фуякциЬ въ ряды назело НепзеРа. 
на открые текъ называемыхь р-адеческийе чиселъ, 

Несмотря на 10, что эти числа ветрБчены нФеколько холодно мате- 
маликами, я прохолжемо прилавать вмЪ значение, особенно посл нослВд- 
ней книги НепзеРа „баепеоне“ 1918, 

Теоря алгобранческихь чиселъ ие можегь входить, конечно, въ 1]ро- 
грамму моей КНИГИ, тЬмъ не мене я но считаю возуожнымь молчать о- 
ифкоторыхъ результатихь, отнобящехоя къ алгобрёическииь функияить. 


$18 
Ращюнальная функщи. 


Ограничимея разомотрейемь рашональныхь функц отъ одной ис- 
завневыой перемфиной 


тлф Г(а) и Р(2) ифлыя функщи. 

Мы ограничимея раземотрьшемтъ, слВдующихь двухъ основных. 
свойствъ ралцональныхь фунющй: 

10 разложене рашональныхь функ на простйнля хроби, 

20 разложеше раддональныхь фупкщ! въ, тавъ называемые, возерет-- 
зые ряды. 


Разлощене рацюнальныхь фуннщй на простфинИя дроби. 
$ 19. 
Относительно разложеня рашональныхь фувышй на простВйнуя до- 
статочно обратить внимане на слфдующую общую теорёму. 


Поли знаменатель Р(2) ребональной фуницли моет» быть тювд- 
ставлень въ вид 


= Фи а)...(98), 
Ф@), 9,19] 


щыльья фузыкийи, тпо будеть всезди существовать слпдующев злождество. 


20% 


[®) _ 912) (=). |: 2) 
РФ порт + 4 9+ 


4 (2) %(@) 
Е Пе + таня го 


чл (5) ыы. 


Ре Кадр +. 9 
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19% (3) есть нькоторая чьлая функцял, 4 въ чиеллипели 9, Ф,...® суть 
паеже цълыл фупецти, причеми степени фуиюий ч1(%), 93(%), ... Фи( т). 
чаев отепепи Ф(т), степени, фукцей $112); $5(%, ... 4.(29) ре степени 
функцаь 1), % т. д., пажонець, степень фуниий в; (2), ®3(%), ... рт) 
зивоюе стеиешни 95). 

Разлонене это совершается однимъ только сповобомъ и прехетавля-. 
`еть ивъ: себя 10, что ивзывають обыкновенко разложенемь рашональной 
фупеци на простЬйпя. дроби. 

Мы не будемь разематрявать теорему въ высказанномь общемъ видф, 
> отраничимёя наиболве важными въ праложешяхь случаями, когда всЪ 


функии 
$3), "(@),... 9) 


не выше второй степени, т. е. или 1-й, или 5-ой. Разсужлещя объ этихъ 
божфе простыхь случаяжь теоремы мы поведемъ‘тажимь образомъ, чтобы 
ИЗЪ ЭТИХ, разсужденй непосредственно: вытекала справедливость теоремы 
въ общемъь случа. 


8.20. 


Предположим, чт знаменатель И() ращональной хроби имфеть 


такой вихъ 
Е (в) =(@— Риз), 


причемь фунищя #2) не длится уже ‘ны х— а. Покожемъ, что въ 
этомъ случаВ существуеть тождество 


я Юл @_ 
© РУО 


гв А постоянное число, а (2) нЪкоторая дфлая функцуя, 
Въ самомь ХЕ, разомотримъ разность 
К) А _ ЮАР 


Ра ва" ва") 


Повыщжемь, 4го нозффищелть А можно будеть подобрать такимъ 
образом, чтобы чиолитель /(#) — 42%) дЬлидея на 2 —а. Для этого 
замтимъ, что, если нфвоторая пЪлая функшя дфлитея на #—@, то она 
должна обращаться въ нуль при подеталовкВ х=а, и мы получаелгь 


{2) 1(а) — АРцау—@. 


Нетружно убЪфдитьсл, что не разиы нулю /(а) н (а). Въ самомъ 
ДЬЛЬ, не можеть равняться нулю Ё,(@), ибо мы предположили, что фуни- 
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щя №2) це длится на 2 а; совершенно нодобнымь образом мы дол- 
эжны считать отличнымъ отъ нуля Ка), нбо прехположехю, что /(2) дВ- 
литея на х — а выЪло бы слЪдетыемъ, что заданная ралмональная дробь 
сокрыцается на х— а, а, понятно, мы ныфемь право предполагать задан- 
ную дробь несохратимой. ` 

Итакь, уравневе (2) даеть для коэффищента А слЬдуютцее: отлич- 
ное оть нуля и безконечноен значеше ° у 


а). 
® 4-0 
при котором цълал функшя 
& 7) — АРК 
будеть излиться нацвло на 2— а; тогда можно будетъ написать 
К) — АРи) == (в ар), 


тдф зпакомъ (7) обозначено частное оть дфлешя фунещи. (4) ная — а. 
Отеюда раздЪляя на Е) и получамъ тождество (1). 
Наприм%ръ, яеъ дроби ° 
22-3 
(1-82) 


можно будеть выдфлитЬ часть. вида 
Е 
а 


причемъ останется выражен!е зида 


ЕО. 
Мы замфчаем», что въ данномъ случа 
Кд) = 3, 21) 


Требуется подобрать А тавимь образом, чтобы выражене 


я—2%—9. 


(5) 8 — 4(2* —2%— 2) 
длилось но &-+1=1-— (—1). Подотавляя въ (5) =—1, получинъ 
4 =4. 


Посль подетановкя А ==4 въ выражеше (5} получимь функцию 


ЗП, 


Влянуюся нашло па ® +1 


— 8-8 [#41 


——ш [ПИ 
= Иети 
ал 
-=- 
“так что 
а) ==. 


Итиюь, получаем тождество 


+3 4 сви 
Сие 


$ 21. 


На основани соображенй предыдущаго параграфа мы замфчаемтъ, 
что получаетел олфдующее разложене рахлональной фуякик предыдущато 
параграфа, 

Шо А А Ан, 9(@) 
О потеет! Те ТРО, 


Разлалая функопо (1) на ланейные множители, получемъ 
пы 0’.. @—>, 


‘откуда, примфняя т ме разоуждешя, получимъ слвлующее окончательное 
разложене функши 


#2} а Ат 
ОС аа +. СНЕЕ+ 
В, 
ыЬ+ 


Тр 
Неее т НЕТ +, 


предотавляющее изъ себя частчий случай общей хеоремы $ 19, & именно 
чотъ случай, когда 


Фе) =х—а, Ф)=х—6,... Чат, 


— 58: = 
$ 22. 


Хотя воображения $ 20 лоогаточны дли вычиоленя возжь коэффи- 
щенхорь 
А, А1,... В, В,,... ББ, Тау... 


по мы укажемъ еще одинъ` оповобъ вычиоленя этихъ ковффищентову, 
очень удобный на практик. Мы пазовемф этоть сповобъ способом дт- 
ленёя. 

Подотавниь въ формулу (1) $ 4 новую перемзниую 2; опредфляе- 
мую равенетвомь 


==а-р2; 
тогда получаемь 
Ио э. А 
Р@а--в ны .- + 


Но ‘на основаши равенства 
а) — (в а)" Р() 
ад -мРе+ а, 


нолучаемь 

ол ковательно, 

(1) е-+9= МА дые +... Анта) + аа +2). 
Послёднее тождество показываетъ, что полиномъ 

(2) ААА... Ал" 


можеть быть найдейъ алгебраическимь дфлешемь полинома /(а -|- 2) на 
полиномь 2 (а--2), причемь остаткомьъ отъ такого дёленя должно быть. 
выражене 

2"(а-- г). 


. Словобъ `получешя подинома (2} при помощи алгебраичеекато и- 
леня настолько прость, что его достаточно пояснить на одномъ примфр%- 
Пусть дана ратональная дробь 


@+ 1: 
Полагая х--1=2 или х = 2, ПОЛУЧИМ 


Да = 3 =(-— 1-2 3 =4— 222 


Роя а (1) 11а. 


— 59. — 


Будем дить теперь выражено 4— 22-28 иь выражеще 1— 42--- 22, 
причежь-оба выраженя булбмь предполагать расположенными по возра- 
ствощимь отепенямь буквы 2; тогда нанбольшя степени остатковъ бу- 
дуть возрастать. Въ самомъ дл, 


+2 


142—562 +. 1428 
5822 — 1428 
522 — 2129 
^^ 1988 58я 


Итавь, мы вилимь, что въ нашемъ случа полиномъ 4--А,2- Аз? -|.... 
ееть не что пиое какъ 
4142-5322, 


& обталокь 2с(а-|- =) веть 
29(198 — 582), 


т, значить, 3(&-- 2) = 198 — 53а и 
(2) == 196 — 58(2 -- 1) = 1465 — 53%. 
Изтакъ, получаемъ разложеше 
а. 
+ 


$ 28. 


58, 146-582. 


14 
ЕЕ арта 


Особахо вниманьт заелуживаетъ случай, когла во корни знамена- 
теля (=) простые, т. в, когха т==1, и==1,.., р==1, и мы имфемт 


@) Ро) -@--9@е-—9...@—9. 
Формула разложеня приннмасть эёдъ 
ав 
[6 Г ПЕ. 


Пусть етопень знаменателя (2) будеть п. Введемь въ раземотрв- 
ме пфлыя функщи я —1 степеви 


Е в; К® — ть, ... 2) — ва. 


#—в о =! 


60 — 


Тогда умпожая но (=) равепотво (2); получимъ 
8) Ге) = 1) Ро) +9), 


тдф =) ость цълая фупийя ие выше я—1, потому что оя выражене 
есть 


АЁ(=) + ВР) +... БР). 


Равенетво (3) показываеть, что цфлая фунищя П(2) воть частнос 
оть хЪлешя (2) на Р(х), а 9х) сеть остатокь отъ этого дфлещя и мы 
получаем 

92) _ А В 
4) РЫ $ 


Обратныъ внимане па формулу (1). Это веть формула, предложен- 
ная Габталие'емъ для теор интерполировалйя п потому называетел чи 
зперполлюониой формулой Гадгалее”а.. 

Гавтелее локазаль хорош епособъ вычислешя коэффищентовь А, 
В,... Г. Въ вамомъ дВлЪ, умножая обЪ части равенотва, (4) на х— а, ' 
мы получимь 

9 
е-5е- 


.) 
).. 5 


подотавля 2 =а, получаемъ 


Неон, 


(=) 
Загл о.га-2ъ=“, 


Подобнымь же образомъ 


80) в 9 _ 
6—9.’ ав 


Покажемь още другой словобъ вычислемя коэффищентовъ, разла- 
тая знаменателя функ по формулф ТаЙоть. Получаемъ. 


= ое ов 


Тавь какъ а есть одинъ изъ корией знаменателя, то будеть изЬть 
эмЪзото равенетво 
ЕКа=о, 
и мы получаемь 


= (а) + "и 2... 


нли иначе 


2 


№ (2) == Ра) + 5 Ра)... 


Подставляя въ послфдиое тождество хы=а, получимъ 
^ Ре) = Ра). 
`Похобвымь образомь получим 
(5) = РБ), ... #6) =2%\, 
и мы получаем р | 


5) _ 9) В.С 
ие) Ро)’ РФ’ СРО. 


Такымъ образомь` формулу Гасталае”%® можно перепиёать танъ 


92) 9) 1 
Вы) Д.Р та" 


тдв У распространяется на’ веЪ корпи « знаменателя #2). 


$ 24. 


Выведенное въ $ 21 разложеше разональной дроби ца простфйпия 
предотавияетъ па практикЪ кеудобетво, состоящее въ томъ, что пЪхото- 
рые изъ корней знаменателя могутъ оказаться мкамыми. Чтобы избЪжать 
зведотя мнимости, покажемъ другой споеобъ разложешя дробей на про- 
стБйция. Мы видфли уже, что минмые кори цфлыхъ фунышй съ веще- 
ехвепными коэффишентами вхолять попарно, причемь волкому корню 
«- в соотвфтетвуеть корень «— #, н сама функщя дЪлится на ивад- 
ралнов выражене винда 


ев. 


Повтому, вели мы желаем ограничиться раземотрёщемь чиеоль во- 
ществепныхь, то можно знаменателя (2) разложить на линейныхт и 
квадратиыхъ множителей олБдующимъ образомъ 


(= (а-- ата Фи... (а даб ра-На)"(о--ки--в)"... (йа иР, 


ТВ вс чиела 
в, 6,... 6,4, и, 8,.. В Ш 


вещественных, а трехзлены 


а -- ро -ра, жена, ,.. ты 


по имфють вещественныхь корней. 
Пусть 
Из) = (2 +- ра +- 9)" Е). 


Докожемъ слфхующее предложено: 
Предполнтая, что фуниия Р/(2), ие илиьеть общияь- корней съ трех 
членоль у 


ьз- 1, 


можно веада подоброть два чиела Ри @ и чълую фупению ©(х), чтобы 
было 

2 В 

А ся -рречат т йа д" * 


Дая доказательства выеказанной теоремы воспользуемоял слфдующемъ 
тождествомъ ` 
. 12) (РЕ ФЕ(®) 
=) _ _ Р2-9 _К- (РР парта _ 
Е) реа" (ре --а"РЦя) (а р" АРЦь)' 


изъ котораго мы получаемъ для покомой фупкщи <(=) выражене 


а) =) = К) — О 
у ха 

ПослЪднее выражеше булеть дроблымъ при веевозможныхь числеи 
ныхь значетяхь Ри © за исключешемъ охной системы чнеленныхт, вна. 
‚лен, которую мы сейзаст полузимъ. Итокъ, поставимь се6%’ задачек 
подобрать чиела -Р и О такимь образомъ, чтобы выражеше (1) было функ 
щей цфлой. Для облегченя залачн равдьлимь предварительно функли 
>) и Р(=) на. квадратиое выражен 


= -- ре; 
пусть частныя, полученный отъ.лёлешя будуть $(2} н ®(2), а остатки 


че -РВ и ах 8, 


тажъ что 


(2) 


И) = 2) ря а = +В, 
ЕК) = (в) (ай + рт -- 9 2-8. 
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На осиованфи. посяфянихь `фавенохвь зыраженге- (1) можно предета- 
ВИТЬ Такъ 
= } и): РВ Фе це 5) 
«од д — (Ра ФРИ 


Нроизводя ‘дЬлене, получимъ 


— Ри + @ — 2 - ФЕВ | ея 
ий РР: По 
(«— РВ — ОТ Риз ВФ --Рю . ` 


чтобы двлеше совершалось нашло, ‘т. ©, чтобы фунющя (2), вакь мы 
желаемгь, была цфлой, необходимо и добтаточно, чтобы остаток оть по- 
олфхняго дфлошя тождественко равпялся нулю, п мы позучаемт слёдую- 
щихъ. лва уравиеня 


Ре пр-те, 
Ра В 


для опредълешя Ри @. Покажемъ, что систему (3) веегда можно рф- 
шить относительно Р и.@; для этой пли достаточно показать, 9то опре- 
дфиитоль : 


(3) 


в 
ты 
0 


отличень отъ нуля. Въ вамомъ дЪлЪ, такъ какь пфлая фупьшя (=), 
по предположению, не дфлитея на 2? + р? 4 4, 10, знечать, обтатокть 
12--8 не можеть тождественно равняться нулю, т. е. не могуть обра- 
щаться въ нуль два чнохь ти 6. ^^ 

18. у=9. 

Тотда 8 не должно равйятьоя. нулю, & тВыъ:самымъ окджется отлич- 
нымъ оть пуд и выражено . ` 
8 — тр Е 1Р4-. 
20. 1 не’ =0. 

Если мы допуегимъ, что будетъ 


(4) 8 — бра 


то придемъ кБ ипротиворбчио съ лошавленяыми въ теорем условыями; въ 
вамомь дЪхВ, равенетво (4} можеть быть леренисано тавъ 


(оне 


—- 64 -- 


5 
п, сяфдовательно, число — - оказывается корнемтъ трехчлона 2 -рох-а, 
т 


из 5 
а тогда, подотавляя во второе изъ уравнойй (2) х= — —, молучпьь 
т 


СС 


въ правой части получается тождеетвенно пуль, и, значить, (2) пыфеть 


5 
обийй корень —- = въ трехчяеяомь 2? -|- рт-- 4, что противорВчить пред- 
т 


положению. 

Нтакъ, система (3) допуснаеть опредленкое рёшенше относительно 
нензвзотныхь Ри в; тажъ что устанавливается возможноеть однимЪъ только. 
сповобомъ выхёлить изъ дроби 

=) 
ры Оч 
проетёйшую дробь 


иричемъ остается дробь 


22) 


ое "И, 


ГА $(2) цзлая фунещу. 
'Раземотримъ численный примёръ: 


_ 3841 _ РО. 9%) 
те п- тк 0-0. 


Согласно теорн надо подобрать Ри @ такимь образомъ, чтобы 
Заз (РР 9) —1) 
длилось иащфло ча 22--1. Пронзведемъ на самомь дл хёлеше 


— Ра ++ Р-Н 
323 82 3=_Р 
РНЕ 9- 3041 

Ри ое ОВ 

(2—9 З5+е-+Р+1 


Приразнивая пулю коэффищенты остатьз, получить два уравненя 
Р-—9—3=0, 
2+9-1=0, 
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откуда 
РЕ, @=--2. 
Отеюда 
$(2) = 32 -— Р= #1, 


и мы получаемь окончательно слЪдующое разложене 


За 1 =—2 | 3—1 
(ИЕ а- р Ое-о 


на простЬйиия дроби. 
$ 55. 


Указанное въ предыхущемъ параграфЪ приведен дробей къ про- 
отьйшей дроби приводить къ сяфдующему окончательному виду разложе- 
я дроби на простВйпия. 

Теорема. Вели 
рае (йе)... (вери. (ами В)... (2—1, 


2но 


РР 8 , Рз-- 9, |  Рые--@и—а | 


1 По 
О рии ара "Тре 
В+ 5 _ В й с Ве 8» 
Нея Ну. 1 ет + 
- еек ке нь я + 
ШУ Тх- У, с ре Тр 
Кез беры риа + Рятыфа + 
А», - 
+ Е р + 


В В: В, 1 
+ о + её НТ Е + 
еее + 
й Ь Тыл 
 е + вл ++ ар 


тАЪ П(=) ебть щьхая часть, заключающаяся въ ращональной дроби. 


® 
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Связь ращональныхь фуннщй съ возвратными рядами. 
$26. 


Скалкемь ифоколько словъ о разложони фупкшй въ ряды по отене- 
нямъ х. Предположемь, что иметея слВлующее равложеше ращональной 
функц, 


(1) Ооо. ами... 


Для возможноети этого разаожешя необходимо во`первыхь, чтобы 
рашональнал дробь не обращалась въ со при #=0, а чтобы было 


20) _ 
Яо“ 


ЕДВ а ифкоторое опредфленное число; во вторыхъ разложеше (1) будету, 
имЬть всегда мото для тавихь значений 2, модули которыхь не превоо- 
ходятъ ифкотораго опрехфлениаго числа. 

Умножая тождество (1}.па знамепателя 


Вх) == ре | рии... ры + р», 
получимъ 


©) Ко = д Ай... Ат... 


Нетрудно убфднться, что при тж 2 и хозффищенть А» будеть опре- 
дфлаться по формухВ 


Аи — бин -- би-афь-ь-Н , > - Ч бы. 


Тавъ какъ въ тождествь (2) въ первой части иаходитея иёлая функ- 
щя Ат), а во второй части безконечный рядъ, то, значить, во$ коэффи- 
щенты безконечнахо ряда, начиная съ извфотнаго мета, должны тоя- 
дественно равияться иузо. Итанъ, пачиная съ нфкотораго числа 7 и хля 
вовхъ ббльшихь т 


8) бы - аи грин 2. бы „о +0. 


Таже рады, между коэффишептами которыхъ, начитья съ извЪетнаго 
мВота, имфеть мото соотиошен вида (3), пазывалотея возвратными или 
ревуррентными, и мы приходимъь къ теорем, 


Теорема. Релмональныя функции раскладываются въ возвратание улды, 
+ обратно, вся: 
фуннию. 


возвратный рядъ импетоь свое суммой разнональную 


— в 


$27. 
Пояенимь сказанное примбромъ. Разомотримъ рядъ 

1+ 2 в05 а -{- 22 00830 +... аеовта-р... 
Нетрудно убЪдитьоя, что этоть фялъ возврагный, потому что 


603 па -- воз (п. — 2)а == 2 05 (п — 1) 03а. 


Итаюь, если обозначимь 
а, 


503 па, 


то между коэффищентами заданнато ряда получаемь слвдующее возврал- 
ое соотнотиене 


в, -|- ак == 24,6054, 
или иначе 


9, — За, 1 605 -- а,» = 


Чтобы найти сумму заданнаго ряда, мы будемъ, сяЪдуя изложенной 
теор, умножать напть рядъ на полиномъ 


. 21 — Зи 0за 1. 
Получаемъ 


1-2 608а 2 соз3а--... 
1— 26054 + =? 


Итадть, получаемь окончательно 


1,-—— 2 05а 


т - ==1-- 260$ а - 27 608 2а -- 2 058% |... 
1 — 26а {2 у у 


Параллелограмъь Меж\от’а. 
$ 28. 


Желая указать иремы разложеня алгебраическихь функц въ ряды, 


Мемиов пришель въ рышенно одной особенной задачи о паибольшихь и 
изименьшихь велячинахъ, 


Пусть алгебраическое уразненю, опредфялющее у, какъ функцию 
оть х, будетъ текого вида 


{1) Азат, | дзотьуть | доу... 


тдЬ первая часть представляеть собою вумму конечнаго числа, слагаемых. 
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Построимъ въ плоскости прямоугольныхь координать точки, коорди- 
хатами которыхь являются показотели при я и у въ одночленахь, г. е. 
точки (ин, 71), (ть, и,), (тз,пз),... Показатели ин и я; мы ‘предиола- 
таемъ, очетидео, дёлыми положительными чнелами или нулями. 

Пуеть у разложень въ рядъ по возрастающим ь отененямь 


(2) уе За... 
Перепишемь равенство (2) въ такомь видф 


(8) у= чи, 
ТАБ 
= 8— +... 
Очезилно, что 


т ЭР = 9 
==0 


Подетавляя выражено (3) въ уравнене (1), получаемъ 


в, ша, тая, 


(4) д’ а 6. 


Если число а указано такныъ образомъ, что въ рядз линейных 
выражели! 
(5) ‘пы ата, ть Рана, тать, 


стоящихь въ показателяхъ, одно изъ этихъ выраженй, напримвръ, Рая, 


оказывается меньше вебхъ оетальныхь, то по сокращени уравнешя (4), 
эи-ати 
па м Ч мы получимъ 


(6) А Ка Ка .. 


тд А., №», ... суть положительные показатели. Тогца, подводя 2 къ нулю, ° 
получаемъ . 


м 
АЯ = 


9(=0 


п разложене (2) невозможно, ибо коэффищенть при первом, лен ра. 
вевъ нулю. Для того, чтобы разложене (2} стало возмолиымь, пеобхо- 
димо, чтобы по крайией мфрф два взъ линейныхь выражен! {5} сдвла- 
лись одинаковыми и меныпими вефхъ оетальныхь. Тыхь, напримфръ, еели 
будуть одинаковы и меньше вофхъ озтальныхь два первыхъ изъ числа, 


пра, ра, 
= 


выражен! (5), то, сокращая на я = › получимь 


к, , 
А д К К... =0. 


— в — 
Подводя х кБ нулю, получаемъ 


Ан АО 


2—1 А, 
ИИ — 4. 
у 2 
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и тогда, если ини, то 


Итакъ, мы пришли къ задач лахождешя тажого значешя а, при 
которомъ два изъ выражен 


(т) эта а, та ан,, па -ней,,. 


дЬлелотся равными между собой и ие ббльшими остальныхъ, 
Такт, кавъ выразжон!й (1) вопечное чиело, то задачу можно решить, 
очевидно, пробами. Можно взять изъ (1) два выроженя 


{2) а я п, ата, 
приравнять ихъ, т. е. положить 


. и а = ты вп, 
хткуда получится 


ь т 
м подетавить такое зпачен во вез выражения (1). Если при этомъ хЪй- 
отвительно выражешя (2) окажутея не большими возхъ остальныхт, то 
‚значене (3) для а будегь одиимъ изъ покомыхъ. 

Мечиюот: даль иростоо геометрическое правило, позволяющее . и3бЪ- 
жать излишняго числа пробъ и прямо находить нокомыя зиаченя е. Га- 
зтапее представиль правило Мез{от’а въ аналитической форы$. Сообщихъ 
здесь правило Мемуоп’а. 

Раземотримь картину вофхъ точекъ (т; 1), соотьЪтотвующихь 
показатехямь различныхь члоновъ заданнаго алгебранческато уравненя. 
„Лотко убВянться, что вели пары выражен (2) даеть выражеше (3) жля 
а, рёшающее задачу, то тогда прямая, соединяющая точки ДИ; и М, тавъ 
расположена, что остальныя точка ложатъ выше ея. Разсмотримь прямую 
линИо 


4) 2 --ау—В. 


Очевикно, что а будеть тангенсомь угла, который прямая образуетъ 
<ъ 0еыо у-овъ, а В будеть абецисеа точки, въ которой прямая пересЪ- 


— т - 


наеть ось 2-овъ, Толла, ‘очевидно, что зи; ая; даеть зыражене В для 
прямой, имющей выдъ ф въ даннымь утловымъ козффищентомъ « и 
проходящей черезъ точку №. Олздо- 
х вательно, задача, рёшается при помощи 
т у такого направяешя «, при котором. 
два выражентя для В, соотвФтетвуюлия 
двумъ точкамь №; п Мь, одинаковы п 
не больше остальныхь; & отеюда вы- 
текаеть слвдующее геометрическое по- 
строеше. 

Проводим (черт, 1) такой много-- 
угольный котуръ, вершинами нотораго: 
были бы нфкоторыя изъ точемъь №М., 
чтобы во% остальных точки М; заклю- 
чалиеь внутри этого колтура нли лежали па немъ самомь. Тогха 1% изъ 
сторонъ контура, отозкающихь на обфихъ осяхь положительные отрзки, 
относительно которыхъ коятуръ и начало координатъ расположены по раз- 
ныя стороны, даютъ рёщенёя выставленой задачи, 


` Чер. 4. 


$ 30. 


Пояснимь эту теоро па примЪр. Требуется разложить. по возра- 
стающимъ степенямь 2 функипо у, опредъляемую уразнешемъ 


у (0 ж-у — Зху=0. 


Получаемь три точки (черт. 5). Точка 
1 осоотвфтотвуеть члену =2*, точка 2 
члену уз, ‘точка $ члену — Зху. Для 
опрехЪлевя показателя <, съ’котораго- 
начпется разложейе 


{2} у= я 


у 
могуть служить двЪ сторопы (1; 8) и 
(2, 3). 

Линейныя выраженя (1) предыдущаго $-а для заннало случая будуть: 


Чер. 5. 


<) 3, За, а 1. 


Сторона (1, 3) давть 8 =а-- 1, т.е. а=2, и дБйетвнтельно, вт. 
этомь случа выраженя (8) принимають чнолонныя значешя 3, 6, 3, 
тажъ что выраженя для точекъ (1) н (3) оказываются разными между 


Ши 


60б0ю к моньшими, чВмЪ число 6 для точки (2). Подотавляя выражение 
(2) въ уравнению (1), получимъ 


23 -- 9038 — 3х9 =0, 


откуда, сокрацая. на 22, 


1-38 — З9И 0. 


Подводя = иъ прехВлу 0, найкемь 


1 
Ча. 


39 
Значить, разложене у будетъ имЪть видь 
1 
@ У... 


Показатели В и коэффищенты %,... опредвляются при помощи под- 
остановки радь (4) въ уравнен!е (1) и подбора этихь показателей и коэф- 
фищелтовь для уничтожещя возхъ членовъ, чтобы уравнене (1) хБйствн- 
тельно удовяетворялось, 

Вторая сторона (3, 2} даеть равенство 


За=а41, 
откуда 


и тогдь прядется откипуть первый чденъ и рёштиь уравнене 


а — Зау-= 


откуда . 
й 


8, уу. 2; 


злачить, разложеше будеть 


ть 
(5) уу В+... 

Кривая линя, опредфляемая уравнешемъ (1), иметь въ начал ко-` 
ординать узловую точку, вь которой пересфкалотся двф вЪтви. Вблизи 
начала координатъ чибленныя значення ординаты у при безконечно малыхь. 
значевяхь х.на одной изъ этихъ вЪтвей зычисляются при помощи ряда, 
(4), & на другой при помощи ряда (5). 


Теорема Езеп{фейта, 


$31. 


Предположим, ччо ряхъ 


(1) вре Нат |-... 


съ рацональрыи коэффищентами 9,4, в», ... удовлетворлеть алге- 
брапческому уравнено 

(2) Ех, у) =0 

съ чьльми коэффищентами. 

Езепуен?у принадлежать интересное замфчане, что можно подо- 
брать такое цБлое число #, что оть замЪны 2 на #2 вов коэффищенты 
ряда (1) дВлаются числами дзлыми. 

Мы дадим хоказательство, принадлежащее ЦелоНегу 1), ограмичива- 
яоь случаемъ, когда рядъ (1) разомалривается вблизи неособенной точки 
лини (2). 

ИзмЪнимь у на а›-- у, чтобы получить новое уравнеше, которое 
уховлетворяется значешями #=0, у=0. Раскладывая это новое урав- 
нен!е по стененямь у, получимь Р-+- Ру-- Ру? {+...=0, тв Р, Ь,, 


В,, ... полняомы отъ %, изъ которыхъ первый обращается въ нуль при 
РЕ... 
Р=и-Р В+... 
Рей... 


Если точка х==0, у==0 не особенная, то 9; отлично отъ нуля. 
Число 9: цлое, ибо мы предполагаемъ цЪфлыми вс коэффищенты урав- 
нешя (2). Положимъ теперь ==0:%, у=-уши. Можно будеть сократить, 
множитель 91? въ уравнени между новыми перемиными и и. Это урав- 
нене имфетъ слфдующий видъ 


не... ЕЯ Ни--.. и 
[6 +Ни--....... Те 
ель. ==0, 


&,с:,...Н,Н,, ... числа цВлыя, 


1) Соитв 4в М. Нешие. Руобеззё реобаль 1е 2-е Зетевёге 1881—82 86126 Рае 
М. Апфоуег. 
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Напишемь это соотношене такл, 


„Янь... @+ Ни... 


ТЕЧ... т ЧН. 


=... 


или, выполняя дзлешя, т. е. замфняя разчональныя дроби рядами 


ИАА... ВВ...) 


ДЪлая въ послфднемь уравнени подотановиу 


и те... 
‘получаемь 


8 =А 
= А Е Вий 
т АИ | ЗВуию | Вий... 


Послфлния равенства показывають, что теорема, Езеневе?а оправед- 
‚лива, ибо во числа А, А’, А".... В, В',... буть числа цзлыя. 
Такъ, напримФръ, уравнеяйе у"==(1—)-”, тд и и т числа нату- 


фальныя, удовлетворяется, какъ извфотно, биноМальнымь рядомъ 


®) = У ить +") 


ве 
... ви у 


Ивмфйяя у на Ту, получимъ 


пу "(п — 1) 


т-.. с Ор +... 


Мы видныъ, 910 лиело 9: въ данномъ схучыВ есть и, & потому коэф- 
фищенты ряда (3) должиы одЪлаться чнолами цфлыми, если. похотавить 
вмБето х зеличину 77 п далфе положить у=="и. Мы ориходимъ въ за- 
ключенио, что будеть излымъ чиоло 


эт(т -- п) .- 
18 


И] и. 


Зажь слЪдотне теоремы ЕИзеляфей?а получается замфчанте, что функ- 
щи и 9(1-- 2) не могуть удовлетворять алгебраическому уравненю 


еъ рашональцыми коэффищентами. Въ самомъ хл, ряды 


д? п 

ЕЕ 

2,2 
ме з #1 


иуБють въ знаменателяхь коэффишентовь безчисленное мкожеотво раз- 


личныхь простыхь чисель и потому не могуть быть приведены къ радамъ 
съ цБлыми коэффишентами. 


(0 


ГЛАВА 
0бъ опредфлителяхъ, 
$1. 


Нусть заданы 2 уразнешя 1-ой степени съ 2-мя пеизвФегными 


и Ну=е, 


ав Ну =. 


Черезъ рёшеше атихь уравпенй относительно х н у получаомь 


610 — 66 
2—1 61 
416 — взб1 
@1сз — аб 
уе 
@165 — 406; 


ат 
ао - 
ве -- у + 
то, рВшая эти уравиешн отпоентельто 3 нензвфогныхь <, у, 2, получим. 
выражен 
у @: 063 — зе» -- 42036, — @2Влез + азблеь — азбое: 
ебу — албзе» - взбзе, — пабев -[- пабе -— 5фае 
е _—_ 6926: — вл@зба - @з@зе, — па 03 -- вне — бвбоба 
ы 9 — бе, оубьбь Е аъбыс, — бзбьбь Е въбнев — азы: 


9104: — а. фзаь -- аб, — аб: @, -- аз @: -— азбо@т . 
@1 быв, — албзеь + азфьб, — @зббз -- @збиса — Чабзс1 


— 76 — 


Еелк мы ввехемъ олзлуюция обозначешя 


а, 6 
(8) а: — вв, ==> в | 
а, 
ю 
|8; 1, 61 
{4) албьеь — вбьса -- ада. — азбоз Е азблез —- @збое: == 1 ав, ба, @2., 
@, в, ва 


то получимь выраженя, ноторыя носяутъ назване опредъмилёлей или де- 
зперминатииовъ. 

Употребляя обозначен опредЪлителей, можпо будеть перенвевть 
формулы (1} въ такомь вид 


Эа ИЛ 
| | 


Подобнымъ жо образомъ формулы (2) иримуть вихь 


че, 
а бое] 


93 65 63: 
1 в ° 


1 е Таз с 


в 8: 65 а В 1 


Цри помощи опредВлителей упрощаются выкладки рфшезя уразне- 
Е 1-Й олешени оъ нЪЗоколькими нензвзетиьтми. 
` Эти упрощешщя основалы на важныхь свойствахь опредфлителей, къ 
перечисленно зоторыхь мы ны поройдемъ. 


Раздфлеше перемфщенй на два класса. 


$2. 


Будемъ раземанривать поремфщеня ® предметовъ, которые обозиа- 
чныъ числами 1, 2,3,,., 


Изввотно, что число различныхь перомф щен я предметовь равно 


1.2.3... п=нв! =). 


Ш 4 — 


Тажъ, напрамЪръ, получаетсл 24=1.2.3,4 различныхь перем ще- 
м 4 предметовъ (1, 2.3, 4) 


1284 2134 3124 4123 

1248 3143 3142 4132 

1824 2314 3214 4218 

1842 2341 324} 4231 

1423 2418 3412 4312 

1488 34381 3421 4321. 
Перемьщен1о 


ъъ которомъ чиела, указывающия предметы, расположены въ натуральнонъ. 
порядкЬ возрастал, называется злавныл, 

Переходь отъ главнаго перемфщешя въ какому либо произвольному 
совершается при помощи онерацьт, состоящей въ перестановк элемен- 
товъ. Такая перестановка элемектовъ перемфщены, обыкковенно, назы- 
зается яодстиновкой этихъ элементовъ (бибвыиот). 


ПростЬйшей подстановкой является перестановка, 2 элементовъ, тажъ. 
папримЪ ре, подозановна, пероволящая перомфщене 12345 въ 82145 воть 
не что иное, накъ перестановка 3 элементовъ. Перестановку 2 элементовъ. 
будемъ называть мранетозицей. 

Попажемь, чго всякую подстановку можно разематриваль, какъ сово- 
ъупность изеколькихь транспозии/й. Въ еамомъ`дфл&, напримфръ, нодота- 
новка, перёводящая главное перемфщенше 12345 въ 43521 можеть быть 
получена, какъ совокуяность слфдующехъ транслозии! : производнагь транс- 
позицно, которая ставить на мЁото 1-аго элемента 1 элементь 4; значить, 
надо переставить элементы 14; получаемъ 


42315. 


Далье, падо на 2-0е мфето поставить элемент 8; значить, падо пере- 


ставить элементы 23. Получаемь 
43215. 


Надо поставить на, 3-ье мЪето элементь 5, олфловательно, прихетол 
переставить элементы 25; получаем 


43512. 


— 28 — 


Остастея произвести послВдниюю транснозицио элемоятовъ. 12. Полу-. 


часмъ окончательно 
48521. 


Развуждая подобно тому, какъ зто мы дЬладли. па только что ириве- 
денномъ примфрф, мы можемт, осуществить поякую иохстановву при по- 
мони ряда зрансповицй. р 

Разобъемь вов (1) перемфщенй на 2 класса, причемъ к первому 
классу мы отиесомь ве т перомфщешя, которыя получалются изъ глав- 
наео при помощи четнаго числа трамепозиий, и во второму клаесу отне- 
<емъ т перемфщеня, которыя получалотся послЗ нечетнаго числа траио- 
позиций. 

Само главнов перомБщене мы отнесемъ къ 1-ому классу, потому что 
можно считать, что оно ироисходить изъ самого себя при помощи 0 числа 
‘транепозици!. Чноло же 0 можно отнести къ чнолу четныхь. 


$4 
Поважемь простой епособъ узиазаль, мъ какому блассу приналло- 
жить перемфщене. Для этой цьлн вводемь возое поняв „безпорядонь“. 
Мы будемъ говорить, что 2 элемента перемфщешя образують порядокт, 
вези большЙ элемекть стоить направо оть меньшаго, и безпорлдонз, вели 
больший элементь стонть наяфво отъ меньшаго. 
Главное перемфщеше 


° це нифеть безпорядковъ, тогда камъ въ порембщеши 
45313, 
<уществують олБдующйе безпорядкя 


(8,1) 4,1 65,0 
(3,2) (4,2) (5,2) 
{4,3} (5,3). 
Итакъ, перем щен е 
45318 
заключаеть 8 безпорядковт,. 

Теорема, Перемтиценае тууннадлежкиияь и первому илавсу, вел оно 
заключаеть четиое число (иль 0} безпорядиовь, ц то второму, если за- 
аючаеть печетиюе чиоло безторпдкове. 

Тажь, папримфръ, перемен! 

45812 


принадлежить въ первому классу, потому что око заключаеть 8 безио- 
рядковъ. 

Для доназалельства этой теоремы достаточно убЪдиться, что всякая 
транепозищя, изм8няеть число безнорядковъ на ночетное число. 

Отсюда будетъ слфдовать, что оть произведеня надъ главнымъ пере- 
мфщеяемъ нечетнаго чиела транспозий произойхеть въ результат не- 
четное число безпорадковъ; лослЬ же четнахо чнсла транспозицй, число 
безпорядковъ окажется четным. 

Пусть разоматриваетея перомфщезне вида 


{1) давоС. 


Въ этомь перемщеня $ васъ указаны 2 элемента а в $; осбталь- 
ные же не указаны въ отдёльноети, а лишь обозначена буфвой А с0во- 
купиость элементовъ, стоящихь олфва оть элемента а; буквой В обозна- 
чены элементы, стояне между аи, и. нажонецъ, буквой О обозначены 
элементы, отояще направо отъ $. 

Посмотримъ, каюъ измЪнитгоя число безпорялковъь перемфщен! (1), 
эсли мы переставимь @ и $, тт. е, напишемъ 


(®) АЪВаС. 


Безпорядин, которые заключаются въ группахь А, Ви С, 00та- 
нутоя безъ перемьны; елЪдовательно, надо разомагривать безпорядви, за- 
ключвющеся въ слфдующихь нарахь элементовь: въ пар (а,5) в въ вё- 
рахь, происходящихь оть сопостазлевя каждаго изъ элементовъ &, 6 съ 
другими элементами. 

Что касается пары (@,5), то можеть быть 2 случаа: если въ пере- 
мЬщенш (1) эта пара (а,0) предетавляла порядокъ, то она будеть прех- 
‘отавляхь безпорядовь въ перомфщены (2), и, обрално, безпорядокь этой 
пары, если онъ пыль мото въ перенфщеши {1), протахеть въ перемф- 
щеши (2), & потому, получается при разсмотрёня пары (&,6) или появ- 
„лене одного безпоряцка, или исчезновен!е одного безпорядка. Въ обоихъ 
«лучеяхь получается измфнен!е числа, безнорядвовъ на нечетное число. 

Для окончательнаго доказательства теоремы остается доказать, что 
въ парахь, сопоставляющихь одинъ изъ элементовь &, $ съ элементами 
группь А, В, С, проноходить четное чиело измфнешй безпорядковъ. 

Пусть & один изъ оэлементовъ системы А, 8 — одинъ изъ элементов 
«истемы В и т— охинъ изъ элементовъ системы С. 

Въ двухъ парахъ (“, а) в (<, 6) не происходыть измфнешя чиеда 
безпорядковъ, потому это ирн транспозищи оба элемента а и $ остаются 
налраво оть элемента о, такъ что порядокъ оотается посль транопозиви 
таже порядкомь, а безпорядокъ — безпорядиомъ. 
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Совершенно похобнымь образомь не происходить измфненя безпо- 
рядновъ въ парахъ (а, 1) и (6, 1}, ибо элементы а и 6 остаются при тран- 
епознщи налфво оть элемента у. 

Посмотримъ, какъ измЪнитоя число безиорядковъ зъ сиолемв 3 вле- 
ментовь (285} пря транопозищи элементовъ а8. 

Разсмотримъ 4 возможныхъ случая: 


28 [7 
1 пор. пор. = |. безпор. `безпор. 
п пор- безпор. пор. безпор. 
ш безпор. пор. безпор.  порях. 
ЛУ безпор. — безиор. поряд. порял. 


потому Что трамсповищя элементовъ а и 6 обращает въ групи (а8Ъ) по- 
рядокъ въ безпорядокъ и обрално. 

Итань, мы замфчаемъ, что въ случаяхь Пи Ш въ систем 986 не 
происходить измфненя чнола безпорядковъ, въ случа зе [ число без- 
зюрядковъ увеличивается на 3, и, наконець, въ случаЪ ГУ число безпо- 
рялковъ уменьшается на %. Въ общемъ можно сказать, что число безпо- 
рядковъ въ грушив (285) отъ трансповищи измфняется па четное число. 

СлЪдовательно, можно считать доказаннымъ, что всякая транспозия 
измЪняеть число безпоряхковъ на число нечетное, и, значитъ, подлежав- 
зиая доказательству теорема охказываетея справедливой. 


$5. 


Теорема. Вз хамдомь злассь заключаетел по одинаковому чиблу пе- 
‘ремъщенай, 
Пусть разсмалринелотся перемвщешя ® элементовъ, и пусть Я пред- 
ставляет изъ себя совокупность перем щенИй 1-а^о класса, & $ — вово- 
у купность перемфщешй 2-ото власеь. СдВлаемъ во вофхъь налисанныхь ле- 
ремфщешяхь обоихъ клабоовъ транепозинно 2 опредфлеяно выбранных 
” злементовъ. Тогда можно утверждать, что, посиЪ таной транспозяцщи, в06- 
произведутся ве перемфщеня, тонько оки будуть напиеаны въ лругомъ. 
порядкВ. Въ самомь дЁЬлЬ, транепозищя ие можеть обратать 2 различ- 
ныхь перембщеня въ одно и то же, ибо тогда обратная трамепознцёя изъ. 
одного перемфщеня давала бы 2 разныхь, что невозможно; злачить во 
(и) разлизныхь перемфщен обращемотся посл транслозищи 2 энемен- 
товъ въ тв же самыя различных перемъщеня. Но, съ другой оторопы, 
если мы обратимь знимаше на то обстоятельство, что транопозищя пере- 
зодить перомфщезя одиого иласе» въ поремфщеня другого класса, то, 
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значить, совохуцноеть вофхъ неремфщешй ((, 3) перейдеть посл траие- 
позащи въ ту о самую полиую совонунтость перемщенй только зъ томь 
случьф, велн въ обояхъ ‘класеахь Зи 3 будеть по одинаковому числу 
пером щен; тогда посл траноповащи кладеъ Х переходить полносхью 
зЪ клосоъ 3, и обратно. 


Опредфлители. 
$5. 


Пусгь заданы на плобкоетн и? чиселт, написанных» ‘слдующимъ об- 
разомъ: 


20 а аФ... а 

а. а ®..  а.® 
(1) 29 29 .® ..: в, 

219 ва 03... и. 


Заданныя числа расположены на плоскости въ ® горизонтальныхь и 
 вертикальныхь рядахъ, причемь въ каждомь чнелВ 


ак 


верхи значект # (андекоъ) показываеть, что число находится въ 1-0й го- 
ризонтали (считая сверху), & нижнНЕ значекъ # указываеть, что число на- 
хохдитея въ #:0й холонн®‘ (очитая слЪва). 

Картина, образованная налисалными указалпьюгь образом 2 числази, 
называется чиоловою явадратэой малирицею порядке т. 

Мы будемъ ‘разоматриваль такую цзлую функишю оть’ элементовъ 
матрицы (1) `. ” 
Е . . — баФа®о® бы 
® (- о’аферар ... ор, 
тд знань еуммы ЗУ: раепространяется на воевозможныя первмбщеня 

да... 


инжнихъ -значковь; И же предотавляеть число безпорядковь въ перемЪ- 
щенн й в... . ” 

Очезндио, что въ цфлой фуньщи (2) чнело заеновъ будеть П(п), 
причемъ ‘эти члены будуть со знакомъ -|-, воли перем щен будеть при- 
надиежать къ 1-ому класеу, и 0 знажомъ - -, вели перемвщеше будеть 
принадлежаль ко 2-ому класеу. 


Суммь` (2) называется опредилиллелемь маприаия (1) м обозначается 
обыкновенно знаком 


2 ый’... а, | 


в а 


во а. 


$7. 
Раземотримь дия примра случай и ==3, тогдь матрица иметь вижь 
ао адо ао 
29 в.® ва 
а 08 08. 
По даниому въ предыдущемъ лараграфВ опредвленНо, получимъ 
2.0? а ат 
п. ч у 
а 239 в, |= Ус-харати», 


вы 
| ак аз® аз | 


Давая пижнимъ значкамь воевозможныя перемъщевя 3 эломентовъ 
(123), которыхъь можеть быть 1.2,3==6, получим члены 


в потер; оао, оао, 


аозба о. обои,  озазбы. 


“Такь кажъ чнсло безпоряхковъ въ ишжинхь значнахъь членовъ (3) 
выражается послВловатольно полами 


0;1;1;2;2;3, 
слЪфдователыю, искомый опрелфаитель пашей матрицы третьяго порядка 
будеть попиовагь так: 
ан — оба, — арб ца | азии 6 
_ + аа 98) — пан. 


Сравнивая съ формулой (4) $ 1, мы замфчаемь полное совнадене, 
овли только инлийе значка отмчаль различными буквами, а вере значки 
перепеети внизъ. ЛаиримФрь 
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Аругими словами, сели для эломентовъ 1-0й колонны инеаль букву а, 
дял элемонтовъ 2-ой колонны писать букву & и кля элемонтовъ 3-ь0Й 
ъолоины — с. Горизонтаян экс отличать иижиими значками, 


$8. 


Очевндио, что въ каждом членЪ опредфлителя 
(1) У — Пти ... 9 
множителей можно переставить тавомь образомъ, чтобы иписе эналиют 
Зы... 


оказалиеь расположенными въ натуральномъ порлдь возраставя; тогда 
произойдуть бозпорядкн въ верхнихъ нидексахь; при этомъ можно уб%- 
дитьея, что тотъ же самый опродЪлатель можио напиеать и въ тажой формВ 


{2) У{— по ... а), 


тд сумма У! распрострелмтотея на 30% различлыя перемфщешя верхияхъ 


ЗИачковъ . 
а... а. 


11’ есть чиело безпорядковъ “въ верхнихь значкахь. 


Для хого, чтобы убфдиться, что выраженя (1) и (2) тождбетвенны, 
достаточно показать, что, если мы изъ члепа 


опа» 1. в 
ны 9% 


суммы (1) получавмь поремфщешемъ множлтоелей соотвЪтетвующий членъ 
аа... а 
<уммы (2), то оба перомфщешя 
16... 


и 
В... В, 


принадложать къ одному и тому же клаесу. Для того, чтобы убЪдиться 
въ оказанномъ, достаточно. принять въ соображеше, что приводоне въ 
порядохь инжнихь индоксовъ можеть быть достигнуто при помощн кфко- 
тораго чнола транопозищи множителев, ирпчемь, это число транспозиций 
будетъ четиое, если пероивщеше 


$3) ар. 
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было 1-аго класса, и нечетное, если 2-ото класеа; но, тажъ кают пра пере- 
ставовкВ миожителой каждый множитель влечеть за собою оба значка 
(и верхи! и пижн ), то транспознщямь множителей будуть соотв тетво- 
заль транепозищн верхинхъ значков. Первоначальное перем щеше въ 
сумы (1) верхнихь значковъ бозпорядковъ не имЪло; очевидно, что окон- 
чательное разм щене 


(4) №... вы 


верхнихь значковъ будеть 1-ато класса, есни число траспозишй множвато- 
лей было четнов, и 2-ого класса, вели это число транепозищй было но- 
четное. | 

Итакь, мы видимъ, что перемщеня (3) п (4) принадлежать къ 
одному ‘классу. 


$9, 


Нетрухпо видЪфть, что можеть быть намиеана бохВе общая формула, 
‚ выражающая составт опредвлителя, а именно 


Же т 
[0 Ус онаОавь ... а, 


вЪ которой мнозжатели ис расположены въ порядоктъь ни по пожиимт, пи, 
ло верхиимь значкамъ. Въ этой формулВ 7 обозпачаеть число безпоряя- 
ковъ въ рядф пюжинхь значковъ, & К — чиоло безпорядковъ въ ряд. 
зерхнихь значковъ. Доказательетво этой посябдней формулы остается оди- 
наковымъ съ приведеннымъ эъ иродыдущемь параграф. 


$10. 


Теорема. Величина опродтьлителя ‚в мзнлется, соли зоризонталие 
зазтьнить колоннами, и обратно. 

Въ самомь дЬлф, замБпь воризонталей колоннами сводится къ за- 
нЪиВ верхнихь значковь пожными п обратно. Между тВмъ, формула (1} 
предыдущаго параграфа шоказываеть, ‘что отъ такой замфиы верхнихь 
значковъ нижними чиела Гл К мымтотся ролями, и, слЗдовательно, раз- 
вматриваеный членъ войдоть въ общую сумму съ тёмъ же знокомъ. Зла- 
чить, новое значел]е суммы остается тождественно равиымъ лервона- 
чальтому. | у 


$ И. 


Теорема. Ото перестановки двухь зоризотталей (колониъ) везимииа 
опредтъьлилтеля мюмлета свой знало. 

Справедливость тсоремы вытекаоть изъ того соображени, что перс- 
- бтаповка, 2 горизоиталой соотвВтетвуегь перестановкВ 2 никнихь зназковъ. 
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Въ $ 4 мы вныдЬли, что порестановка 2 элементовъ перембщешя изыЪ- 
пасть класеъ этого поремфщешя, а тогда ‘каждый члень опредвлителя 
изыфиить свой знакъ, и, олВдовательно, измявиь знакъ п вось опредф- 
итель. 


$ 12. 


Опредуьлютель зпождественио равен 0, вели оно чмлъетв двъ одила- 
чеовыя зоризонталиь, (колониы), . 

Пусть А соль величниа опрехвлителя, имЪющаго двв одинаковыя го- 
ризонтали. При перестановеВ этихъ горизонталой должио происходить, съ 
одной стороны, изхЗнеяе знака опрехфлителя (ем.`предых. паралр.), съ 
другой стороны, опрехвлитоль, очевидно, остается т6мъ же, ибо об го- 
ризонтели одинаковы; и-мы получаем 


А=—=—А. 
Откуда 2А==0 или А=0, что п требовалось доказать. 
$18. 


Разложеще опредьлилтели по элеметнальь зоризовтали (колонны). 
На основашн сказалиато. о составлеши опредфлителя, мы замфчеемъ, 
что каждый элемеить опредвлителя можеть входить въ различвыхь его 
членахь только въ 1-0й степени, ибо иначе значка этого элемента, повтд- 
рилнсь бы изеколько разъ въ одномъ членф опредфлитеня, что невозможно, 
потому что, какъ верхше, тажь п нижн!ю значьн должны представлять пе- 
ромфщеня безъ повтореяй. 
Посмотримь, въ навимь поэффишентомъь входить въ опродфиитель 
ифвоторый элементъ 
а®. 
Пачнейъ еъ разсмотрышя лЪваго верхияго элемента 
а. 


Нетрудио видЪть, что, воли мы этоть злеменуь а:@) возьмемъ за 
свобку н предположамъ, что`въ членахъ опредфлителя ниже зпачви пра- 
ведсны въ порядокъ, то замвчаемъ, что въ екобкахь окажется выражеше 


У(-- таза.) ... а», 
ТА 
ьь... 6 


предотавляють изъ ебля различныя перемфщешя (я — 1) значковъ 


23...18, 
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а П” будеть предотавлять число безпорядновь въ поремщени 
ьь...4. 


Нтакъ, мы видимъ, что коэффищентомь у а: оказывастея опредЪ- 
лнтель 
25 8... а | 
: ] 


2» 2.8... а,® 


получающийся изъ разоматриваемаго основного опредЪлиьтеля черезъ вы- 
черкнван!с 1-0Н горизонтали и 1-ой колонны. 

Обращаемся теперь хъ разсмотрЪнНо козффищента, на который умно- 
жается общ элементь а’ опредфлителя 


| а® 
| 
: а 


(1) 14. ®.. а... а®|. 


| 
| в® 


Иервносемт #-ую горизонталь на мфето 1-ой горизонтали безъ явыЁ- 
цензя ззанмнато расположешщя остальныхь горизонталей. Этого може бу- 
деть достигиухь таб: сначала перемЪщаемь горизонтали # —Т и В; за- 
тзмъ &-ую перемфщаемь даже съ мвога #1 на мото #—2 н про- 
должаемъ такое перемфщене #-0й горизонтали со олВлующими верхними 
ло тВхъ порь, лока #-ая горизонталь пе займеть ворхиое мото вт, опре- 
дфлителВ. Тотза опредЪлитель будеть им ть такой видъ 


| а ам 4 ая 
а 00. ав... а 
а® а а» а ® 


2.25 й-в ... ао... а,@-9 


ао аз аёРо ,,. а.е+ь 
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ели теперь подобнымь же образомъ, ие нарушал порядка осталь- 
пыхъ колоннт, мы перенесемъ фую колонну па 1-00 мЪето, то получаем 


0 р 


‘а а вю Ее 
: ; т В 
‚ао а в... ао а, 
| 
© 
Ра а 9 м а... 


ГЕ) ОКОВ и: г 


Г ай- — — @-0 0 | 
| ай-Ь о 8- бет а: 
с аеео аеНо ео... ао а . 


Таль какъ переходь оть опредЪлитоля (1) къ опредЪлателю (2) в0- 
вершается при помощи (#— 1) пореетанововь 2 горизонталей, слЪхова- 
тельно опрежълитель (2) отличается оть опредёлителя (1) множителемь 
{— 1)". Подобнымь же образомъ, при ‘иереходЪ оть опродфлителя (2) 
жь опредьлителю (3), мы получаемъ множитель (— 1)—1; значить, окон- 
чалельный переходъ оть опредфлителя (1) къ опредЪлителю (3) соверша- 
этся при помощи умноженя на (— ТН. 

Итакъ, мы замбчаемь по виду опродфлителя (3), что хоэффищенть 
при а/® въ этомъ опредълителв будеть опредълителемъ, который полу- 
чаетея нэъ опродфлителя (3) вычериивашемь 1-ой горизонтали и 1-0й ко- 
лоним. 

Слфдовательно, окончательно мы замфчаемъ, что коэффищенть. при 
а® въ первоначальномъ опредзлитель (1) будеть выражаться 


[а ай... а 


@) (Пен ае-ь дань... аб айДЬ ... або 


НО ЕЕ 


ОНО ао... ат бант? ... 


Это выражове (4) мы будемъ называль аляебраическиме дополнем- 
емь олементь п{® и будомъ обовналать 448. 

Опредвлитель въ выраженш (4) иронеходнть отъ вычоркивая изъ 
первопачальнаго опродфлителя (1} 50й колонны и $-0й горизонтали, оетав- 
ляя взаимное равположене элементовъ другихь горизонталей и колониъ 
тБмь о вамымт. 

Тожого рода опредфлители, которые получаются изъ первоначальнаго 
вычеркизашемь колониъ н торизонтаяей, новлтъ. назван! лазоровз перво- 
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начальнаго опредЪлителя. Итазь, алгебранческое дополиене всякаго элс- 
мента опрехзлителя есть взятый съ тЬмъ пли другныъ зиакомь маноръ, 
получаюнийея оть лычеркивашя той горизонтали и той колонны, ив, перо- 
сБчеши которыхъ разсматризаемый элементь находится. 


$ 14. 


Напишемь первоначальный опредЪлитель въ вихВ 


=\'(— Г] Мафа® [о 
&=У чае 


н будемь въ пемъ брать 38 скобин въ различныхъ его членахъ элементы 
ав 8. 


которой 1-ой горизонтали; тогда, очевидио, что, на основашн оказаннаго 
об алгебранческомь дополнеми одоментовъ, мы получимъ формулу 


{1) Аа ФА -- ФА --... ФА, Ф. 


Эта формула продетавляеть весьма вамиов разложоше опродфлителя 
16 злементамь 1-ой горизонтали. 

Если мы подотавихь выВето [ой горизонтали кажую-нибуль другую, 
#-тю горизонталь, то получаемъ опредЪлитель, у котораго двЪ Ф-ыхъ то- 
ризоптали; п, слфдовательно, опредвлитоль обратится въ 0, т. е. другими 
словами, мы получаемь новую, весьма важную, формулу 


(2) О = ® -|- мед --...-- ФА, 


Очевидно, что можно получить аналогичныя равложеня по элемеи- 
тахь колонлы, т. с. 


(3) Ана Рад... рад 
(4) 0= Ако -- аиЗА 


... Ак. 


Ршен!е системы п уравненй 1-й степени съ и неизвестными, 


$ 15. 
Пусть задана система. 
о, -- ай, 4... аа --...-- ах, = И 
ах, об, --... а -Ь... + а, = 98 
@) , 


аа а... 
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ТАБ ве чноль а п 6 заданы. Требуется рЪшить эту систему п урав- 
ненй относительно п исизветныхъ 


1 2... Я. 


Понажемь, кают пайти нензьВетное 2. Для этой цъли мы умпожнмь 
уравнен?е (1) по порядку нё числа 


А АР. :, а 
м сложныъ. Гогда получныь 


[а ФА а... Ра -|- 


Е зо |. оФА |... -- а А] -- 
5 [ата -- оф —- а] 4 
[а ЗА -|- „ФА „На, А] = 

= 00440 А --... НАМ. 


На основыйн тождоствъ (3) н (4) продылущаго параграфа мы завев- 
чаемь, что обралцаются въ 0 всЪ скобки дЪвой части уравнен!я, кромБ 
охпой, которая умножается на 2, п которая равпа А, т. е. опрехфлителю. 
собхавлениому изъ коэффищентовъ а; и мы получаемъ 


@) Аж: бодр вод. ‚МД, 


Правая часть предетавляетъ‘изъ себя опрехБлитель, который полу- 
чавтся изъ опродЪлителя А замфной 1-ой кололны 
а 


а 


ходонной правыхъ чаетей 
| 
$3 


зъ уравнешяхь (1). 
Ясли опредфлитель А не равенъ 0, то изъ уравнешя {2) получаотся 
вполнВ опредъделное чнелениое значеше для эх; и тыхь кажл, зпачевъ 1 
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мы взяли произвольно, то, елбдовалельно, у наоъ получаются опредлеи- 
ныя числешныя значешя для веъхь пеизвъетныхь 
Жо ... у 


Раземотримт, теперь случай 


тогда, воли выражеше, столщее въ правой части уравношя (2) иё равно 
0, то уравнеме (2) нельзя рЬшить отновительно 24, пли, какъ илогда го- 
ворять, получается для 2; безконечное значене, что иногда обозначеють 
=. . 
Собственно говоря, въ этомъ случа енотема завмочаоть противо- 
рёче, нотому что по уравнению {2) получается ` 


= Моде ФД ..., 
что невозможно. 

Если правая часть уравиеня (2} также равняется 0, то молучаетел 
неопредфленное рфшене: уравиене (2) уловяетворяетея при велких чи-. 
слепныхъ значешяхь ле. 

Итокъ, можно высказать олБдующую теорему: 

Условемъ, леобходимымь ин достаточнымь для существовашя онре- 
дЬленнаго ръшеля уравиекй вида (1), лвлястся неравенство нулю опре-- 
дЪаителя \, составленнаго изъ коэффишентовь при пеизвВотныхь. 

Если опредфаитель А разенъ 0, то въ этомъ случа система можеть 
представлять нли исопредЪленпоеть, пли же она можеть веотн къ противо- 
ръчио (безконечныя рЪшеня), 

Случай противорЪчя вотрЪтится тотда, вели получается безкопечное 
злая е 10’ крайней иЪрь для одной нензвфотной. 


8 16. 


Разсмотримъ теперь елучай, когда правыя части уравнеюй (1).$ 15 
равны 0; нолучамотея ташъ называемым одиородиыя уравнены 


ая... 
(1) ее нина . 
абы +... в == 0. 
Произведя выкладки предыхущаго пораерафа, мы придемь въ урав- 
пеню 
(2) Ан = 0, 
ибо во 5% =0, 
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Нтакъ, мы приходимь къ слВдующей онотемЪ уравненй 
(8) Ах: =0, Аль == 0,... А, ==0. 
сли опредфяитель А не равень пулю, то изъ урависяйй (3) получаем. 


ж=0, 1.=0... 0 


, 


т. в. равиы нулю вов пеизвьстныя. Если же А ==0, то значеныт иензвЪ- 
отныхъ произволыты. 

Отсюда получаемь теорему: Если однородных уравиешл 1-0 сте- 
ешь (1) допусниоть отлимныя от нуяя значени ‘ивизвтетивыят, зто 
долокена, обязсинельно, равитптьея пулю опредьяитель, составленный изу 
коэффилиентовь. 


$17. 

Изь того оботоятельства, что можно опредфлитель равлонещемь по: 
элементамъ горизонтали (колонны) предотавить въ вид линейпой функц 
оть элементовь этой горизонтали, слВдуютъ тажя свойства, опредзлителей. 

1. Оть умноженя на изкоторое число # веЪхъ элементовъ ифкото- 


рой горизонтали (колонны) опредфалнтель получает этого множителя, иа- 
прим ръ 


| а) Ва» а; ! Га; а @з | 
1 

ГВ |1, ыЬ 
Рё бе в; | 26 @ 6 


2. оли во члены возой либо горизонтали (колонны) предетавляютт. 
суммы тр слагаемыхь, то весь олредвантоль можно разематривать, какъ 
сумму и опредълителей. | 

Въ самом дЪлЪ, осли 


а 
А= я ад, 
+ и 


а о... 9%, 
хо 


А У що -- ... о д= Ханое -|- УВ АнР-- ... ++ Уз®дие. 
к ® - & * 
Другныи словами, заданный опредВльтель предотавилея суммой опре- 


даителей 
я 1 
Учи Ак, Уволю, ... Уд, 
В т ® 
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готорые получамотся оть замзны элементовъ ар8 #-0й колонны числами 
се, 9... 9’ 
ПапримЪръ 1) 


2) ы 
| аа а, а, а ® 


ай а а, а, в, 


а) -- в —- п, а, а 


о а 9: |5 а а] а а ат 
[а5о ара? аб | {| в ао аз 158 а ву 


40 ауФ 39| | а) а а® | Га аа пую 


$1 


При вызислени опредВлителой иметь важное значеше слЪлующее 
свойство опредфлителя: можпо бозъ измфнешя вехичины опредфлителя 
прибавить къ элементамъ иЪкоторой горизонтали (колонны) соотвЪтствен- 
ные элементы другой горизонтали (колоны), умноженяые па пронзволь- 
наго множителя #. Въ самомъ ДЪяЪ, опред литель 


Гл, аа -- Каз, @з 
Я, в. 
а, а А: , в 


можеть быть предетавленъ въ видЪ суммы опредвантелей 


М: ы с Жо. @з | ^ 
|6. р ы в 6 в: 
ср вр! 1, Же в 


Вь поельдией суммЪ 2-ой оиредвлигель равенъ пулю, ибо онт, ра- 


вонь 


а: а: @3' 
вы. 


рб: 8 


3) Вь этом примрь яорхивми значками обоаначены колонны, что, помечио, 
также возможно одфлать 


—% — 


Мтавт, мы получаемъ равепетво 


| и а! ‘а Ни в 

} 

ыы ыыы, ь, 
| 6.65 161 @2-- 6 6 


выражающее справедливость высказанной теоремы... 
$19. 


Р\шнть уразноте относительно 2 


Та @2 -@3 
вы ь 
Те в 
Въ самомъ дьл 
#1, аз, аз -|-0 21, а, @) в, ,аг, 0] 
ыы, НО Вы 6,6] 
1» 62, 8 ба, 61 ,б1,] 
или ` 
в ба & 
зв. 22 8 
В, 44 |+ =(— 1 
1 %2 
161 22 63 
Откуда окончательно 
а @2 в 
ыыы 
в 6 631. 
оным 
| а а | 
} 
В | 
В | [2 


Умномене опредфлителей. 
$ 20. 
Будемъ разематривать слАдуощее линейное преобразован! 
2 == а! -|- аж... аъ" 
@) 2 == аи! -- аукь -... аи 


И Пи 


мо 
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замфияющес перемития цезависииья 


2... Хы 
новыми 


эта 


ели мы обозначимь черезь А матрицу, образованную изъ коэффи- 
центовъ преобразования (1), то для соврадошя иноьма, можно обозначить 
преобразован (1) такою символическою формулою: 


{2} #=А(т). 
Перейлемь оть пережвиныхь 
2! 2 


въ повымь третьшгь 


аи," 


при помощи новаго дипейнаго преобразован я 
ара аи ай... Ра" 
до’ И ТН... Еж," 


<) 


„ о 
О бо... Ни", 


которое можно символически ничисать 


(4) 


= 8"). 


Еели мы въ правых частяхь равепотвъ (1) подетавигь выфето 
ях’... т ихъ выражиелия (3), то у пасъ получитея иповое линейнос 
преобравовыце, персводящее‘ первоначальных пережфнлыя 217; ... 2: ЗЪ 
ВЫ". ви". 


Пусть это преобразовыйе бухеть 
дас + бий... а" 
а = с" - а"... о," 


45) 


де" ди „4 обаж,", 


которое обозначимь енмволически 


(8) =”). 


Очевидио, что иреобразовале (5) осзь резулькать двухь преобразо- 
валий (1) п (3), причемъ сначала произведено преобразовмце (1), а по- 
томъ преобразоваше (3). Можем паписать, слдовательно, па осповыни 
{2) и 4) 
(т) 


АВ(. 


Формула (7) написана таким образомь, чтобы подчеркнуть 10 06- 
отоятельство, что преобразовалйе (6) съ мазрицей С получаетея оть по- 
слфковалельнаго производства двухъ преобразованИ: сначаза преобразо- 
ве съ матрицей А, а потомъ преобразован! съ матрицей В. 


Мы будемъ нисать символическое равенство 
(8) С=4А.В 


Е говорить, что модриша С пронеходить оть умноженя мазроцы 4 на ма- 
трицу В. 

Посмотримъ, кодуь составляются элементы матрицы С по элементах 
матризъ Ан В. Нетрудно убЪдиться, что мы приходнмь къ формуль 


{9) с — ао -- об -- абы -...-В абы. 


Итакь, мы замЪчаемь, что каждый элементь в{® матрищы С, пред- 
составляющий изъ себя пропзведеше матринь А и В, образуется ло фор- 
мулЬ (9) пзъ эдеменчовъ Д-ой горизонтали 1-ато мпожителя А и элемен- 
товь 2-ой колонны 2-ого мпожителя В. 

Нетрудно на проотыхъ примЪрахь замфтить, что, если мы будем 
2 матрицы очиталть равными только въ случа ихь полной тождественности, 
то умножеще матрищь есть онерашя ис пересгамовочная, т. е. вообще го- 
воря А.В ие равно В.А. 


$21. 


Теорема. Опредълитель матриць С==А.В равен произведеню 
опредлилтедей метринь Ав В. 


Если мы условимол обозначать зпакомъ | А| опредфлитель матрицы 
А, то теорема выразится разенствомъ 


СЕН. 
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Въ самомъ дЬлз, мы имземъ 


а. -- а. а ®-..., аа 
| с, -- 296 1-2 -_.. а фио а +... 


40 
‚аа | а 


() 1б= 


® 
а 0 -|- 48 -- 49 -|- 


Очевидно, что опредфлитель правой части равенства, (1) распадается 
ца сумму воевозможныхь тавахь опредълителей 


ов, аь, 6... оо, р... 
(д а@ъ @ь (& . | аб а® 
®| ея С ‚ @ в.) авы, @») бы». ь©) а, ря . 
еее уе ьннь я 
Гаы во а ее : ата 


Это же выражеве (2) будеть равно 0, вели среди чнсель №... № 
будуть одинаковых. 


Итажь, опредлатель (1), который мы вычисляемь, будеть суммой вы- 
раженйй (2), распространенныхь не таыя цфлыя значешя 


вы... &, 


которыя предетавляють собою различныя перемфщешя безь повторение 


пфлыхь чисель 128... п, елфдовательно, получаемь формулу 
1 0 и 
2, бы 


] 
ее... в, О 
| 


Нетрудно вилфть, что если мы въ посяъдиемь уравнеши въ правой 
его чаети приводемь въ порядокъ нижне значки подъ знакомъ опредфли- 
теля, то получимъ окоичательно 


ОА (в... 5,69, 
тд5 показатель 7 обозномееть чнело безцорядковъ въ’ перемфщени 


Вр... &. 
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Мы получасмь, слЗловатольно, формулу 
191=1 441.181, 
что и требовалось доказать. 
$ 22. 


Доказанная въ предыдущемь параграф» теорема даетт, возможность 
предетавить произведеше двухъ опредфлителей одного и того же порядка 
въ видВ новато опрехЪлителя того же поряяна: Матриць произведеня на- 
ходитоя выше указаипымъ правиломъ умкожены матрипъ. 


$ 23. 


Хотя правило умножешя матриць пе обладаеть перестановочнымь 
закономъ, но правило умноженя опредълителей уже такимъ закономъ об- 
ладаеть, и мы получаемь для двухъ матрииь АВ в ВА охияъ и тоть же 
опредфлитель 

141.81. 


$ 24. 

Таль кахъ опредфлитель не мЗняетсл оть замфны горизоиталей 5о- 
лоняами, то вмфото того, чтобы умножать горизонтали 1-ого множителя 
на колонны 2-ото, можно было бы поступить обратно, умкожать колокны 
1-ото множителя на горизонтали 2-0го или. же, наконец, перемножать 
горизонтали обоихь множителей или же колонны обоихь миожителей. 
Такъ, напринЪрь, 


2: @& @ |= аз а 


[ыъьвьь |= 


Га 63 051 [11 18 йа 


Гарая -- дзаь -- ава; дав: -|- Ва +- азВз; аита | быт» Е аз 
—| бр ва -- быв; 6.8, - ВВ + б5Вь; бл -- Ба - Вы | = 
Г бла; -- баба -- баз; 2.Фл -- в.Вз -- е3Вз ; сии 6 -- вв: 


в -- баз -- блаз; а: -|- ЭВ» -- © вз; аль - бе -- але | 


аа, -|- баз + са; анВа - бывз - сьйву дот - быта + 61а | 
р 
| дн -Е Зло -- ораз вв, В, Е ебу ат Е Вы + до! 


ит. д. 


— 8 — 
$25. 


Распространимъ теперь правило перемножешя ивадратныхь матрищь 
на случай матриць не квалралныхь, предполагая этн матрицы чодобиылие 
въ томь смысл, что у ныхъ одинажовое число кажьъ торивонталей, тажъ 
и полон». 

Отозузнмъ оть установленнаго нами въ $ 20 кля квахратныхь маи- 
риць правила умноженя, состоящаго въ умноженщин элементов торизон- 
тали перваго (лЪволо) множителя па элементы нолониы второго. 

Будемъ производить перемножеятя матришь при помощи перемнаже- 
ная горизопталей. 

Раземотримъ сначала случай перемноженя по горизонтахямъ матриць, 
чиело колонн которыхь меньше числа, горизонталей. 

Вовьмемъ, напримръ, 


О К 
и вв 
ее т, т! 


Перемпожая по горизонталямъ, получныь матрицу 


„вора ав-рав ата: | 
а ВЫ МЫ | . 
} а Га ой ат! 


Нетрудно видфть, что опредфлитель послёдней матрицы равонъ #уляю; 
ибо атотъ опредфлитель можеть быть переписаяъ таль 
ва-- а --0.0 ара 0.0 аул: 0.01 
бе -- Ва. -- 0.0 684-08: --0.0 МЫ -0.0 |, 


в а -- 0.0 с8-- «В 0.0 се 0.9; 


| 
| 
| 
} 


откуда мы видимъ, что онъ равенъ произведено тежахъ 2-хъ опредфли- 
телей 


ео мот 
ты о, ВОт, 
са 0! ттт 0 


изъ которыхъ вандый равенъ нулю. 
При помощи аналогячныхь разсужден можно будёть доказать та- 
кую общую теорему: 
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Оть перемиоменя по зоризонталямь двуль подобиыть мантрии, 
чело колоннь которы мениие чщела зоризонтилей, помущается хвад- 
„фоплнал лкитуща, опредълители которой равень нумо. 


$ 26. 


Разомотрихь тепорь случай поремноженя по горизоиталямъ 2-хь 
матриць, у которыхь чиело колониь больше числа, горизонталей 


| т 


[а фе 
р [2 | т | 


14 Фр 


Посл умножещя получаемъ матрицу 


[и 08 Ней в -ЫВ ел 
[аа -- 8-е дуба -- ВВ - сит 


Эта матрица иметь опредфлитель, который на основав соображе- 


зй, иодобныхь приведении въ $ 21, представится въ вид суммы про- 
изведенй такихь опредфлизтелей 


я 


.| 
19 
и мы приходимъ въ такой общей теорем: 

Ошз меремнооюеня то зоризонталямь двуте подобеыхь молтрим, 
чисжо колонна которые боллие числа зоризонталей, получается квад- 

’ратная мапуища, опредулитель которой равень суммт произведений вее- 
возмоденихь опредтьлителой одной матрицы а соотеттетвенные отредль- 
дитель друлой. 

Бъ этой теоремВ опредфлители имфотъ порядовъ, равный чиелу 
торизонталёй перемножаемьгкь матрицу. 


$27, 


Покажемъ приложеше послёдней творемы къ выводу замфчательнаго 
тождества, указаннато Етееом®. 
Возвыснмь по горизонталямЪъ въ ивадратъ матрицу 


афеа| 
ыы &| 


} 


т, е., другами словами, перемножизгь зв тождественныя матрицы. Получим 
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по теорем предыдущаго $-а формулу 
ра Р--#-- @ аа че аа] _ 


(1) аи РВ: о -- 94, ве Не-а | 
== (6) (ав) | (ав) + де) Ф -- (644), 

тдЪ (6) °Ъ а —@, (@61) == ас, — ве и т. д. 
а! 


Нетрудно видфть (ем. $ 18), что существуетъ тождество 

| а В 

(2) | ан — ва в © 
аа, —4 4 @& 


=0. 


Раскладывая тождество (2) по элементамъ первой колонны, получьмъ- 


(а — ва), — 4,6) -- (ве, — са), — 4) | (ва, — да ие 6) = 0. 
Перспитемъ это тождество такт: 
(8) (фа) - (ав уфа) ++ @@ ле) =. 
Порепишемь равонство (1} слфдующимь образомъ 
еее) бы а 
= бо (ве) + а + Фо (вЫ + (80, 


прикладывая въ правой части послВлняго равенства удвоенное тождество 
{3), получимь 


(+ 2) ие -- 812) — (ав + 0 -- в, - 44 = 
= [(а8,) + (94) -| [(ве1) + (64,)* + [(@а,) -- @е) 
Это тождество можно окончательно переписать таль 
ие (ареал = 
== (па, 66, ве, ++ 44.) (6, — а, -- ав — 4} -- 
++ (ав: — вы +, — Вал (49, ва ее. 


Эта тождество Ещеге выражаеть такую теорему. 

Если перемнооваютсв два выралеийл, изъ поторыль каведое весть. 
сумма четырехть квадратов», то и произведене веть сумма четыре: 
жвадратовь. 
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Эта теорема прикфняется между прочимъ нри доказательствв тео- 
ремы теор чвзель, что всякое ц®лое чиело есть сумма четырехь квад- 
ратовъ, напр. 81 = 88 -[- 32 -- 3 +32. 


$ 28. 
Равемотрииъ дв® уравнешя съ тремя неизвВотными 


ах Е у + =0 


ах А Ну-Е аг=0. 


4) 


Непосредотвенное вычислеше показываетъ, что можно преобразовать 
заданную систему (1) вь такую пропорцио 


Итак, уравненёя (1) удовлехворяются значещяни 
фе, — 61, са — авг, ав, — фа, 


неизвЪелныхт 2, у, г. 
Указанное свойство системы (1) обобщается на случай » —1 одно- 
родныхт, уравнешй съ и нензвФотными 


а Е ро  ф..ль’ =0 
@ ак Роз ды =0 


выл дир виз 6... 9-0 =0. 


Нетрудно убЪлиться, что эти уравневя разносильны такой пропорцие 


{3) 


т. в, другими словами, онотема, (2) удовлетворяется, если мы положимъ 
выЪето 21, 22, ... 2» воотвЪтегвенные опредзлители, стояние въ анаме- 
налеляхъ (3). МослВ подстановки уразненшя (2) обращаются, очевидно, 
въ тождества, ибо лЪвыя ихь части отановятея опредфлителями съ двумя 
ориналовыми горизоневияии, 
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Линейныя формы. 
$ 29. 


Будемь разоматривать т фунвщИ первой степени оть и нензвЪет- 
лыхъ 


{1) 21, 2, 23... ва, 

& именно фукеши вида 
2; = ва; -- аа |... а, — В, 
ХХ. = ааа -- а ь --.-. -- а, 5, 


Нжь — В». 


Мы булемъ называть линейныя фуннщи (2) чевависимыми между 
собою, если можно подобраль тая чиоленныя значешя пезависимыхь 
перем нныхь (1), чтобы функщи Х;, Х,,... Х„ получали ряжъ произ- 
вольно назначенныхь численныхь значеиШ, т, в. чтобы было 


8) Жи, Хы, ... Хеннан, 


ТАБ чиела 1, 2, ...9» совершенно произвольных. 


Если же равенства (3) перестануть удовлетворяться нри нЪкоторомъ. 
выбор чисель 91, 92,... @и, то мы будемъ говорить, что фуниши Х.,° 
Х,,... Хы зависциы между собою. 


$ 80. 


Раземотримь случай т==и. Тогда, вопросъ о незавионыоети фунишй 
Х,, Х,,... Х»ь приводитея къ вопросу рышешя слВдующей системы ® 
уравиенй 


Ха аи, --... бя, — В, 


@) Хо — а: - ах, +... | ва, — В, 


Хь == в.а -- аб, ... - аа, — в, 


въ я неизвзетными 21, 2, ... Жи. 
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Раземотриме опредфлитель 


142, в®,... и 


2:0, в, ... 


ак, а, , 
5 таже взаниный опредЪлитель 
|446, Ак, ... А 


@) Ан ИИ. Аз®, ... 4 


Ао, до, ... Ат! 
Обозначимъ . , 
=. -|- А... выд. 


Очевидно, что А, ‚сть ничто иное, камь опредълитель, который по- 
лучастся оть замны 1-0й холонны опредЪлителя А колонной коэффищен- 
ховъ В, ба, ... в. - 

Умножая уравнешя (1) послЪдовательно на миноры 1-ой колония 
взаимнаго опредблителя и складывая, получамъ 


{4) = Х, 40 ХО... Х, 4; 


совершенно подобнымъ образомъ, умножая на друшя нохонны опредфли- 
телл, получимъ рядъ равёиствъ 


Аз — Аз = ХА ®-|- ХА... -|- ХА, 


Равенотва (4) и (5) показывають, что для независимости разематри- 
заемыхь п функш необходимо н достаточио, чтобы опредфлитель А быль 
отличенъ оть нуля, нотому что только въ ЭтомЪ случа мы получим 
опредъленныя эначещя неизвЪетныхь 21, ›.,... и,, если произвольно 
заданы численныя значешя функшй Х,, Х.,... 


Въ частномь случа, когда положимь 


{6) Х.=0, Х ... №80, 
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10 получаемь, очевидно, основную задалу о решены и уравневмй 1-ой 
степени съ ® неизвфетными, и получается, охфдовательно, теорема: 

Система уравиенай (6} илльвта опредълениое узышенйо только оъ томе 
случаь, кода опредълитель А не равень чуло, и тода по уравнейлль 
(#) и (5) получается решеце этой виотемы вз такомь видлть 


А А, 
д, В, ан. 
$3. 


Чтобы дополнить анализъ, надо было бы раземотрать случай А =0, 
но будеть короче, если мы этоть случай будемъ разематривать, кавъ 
частный случай болье общихъ. соображен!й, къ которымъ мы теперь пе- 
рейдемъ. 


`Рангъ системы линейныхь функций. 
$ 82. 


Бернемел теперь къ самому общему случаю, разобранному въ $ 29, 
когда чноло функ и не равно числу поремфниыхь я. 
Составамъ теперь прямоутольную фигуру 


20, ое... а 
20, а®, ... а 
<) (2) (8) 
Г. 


изь козффащентовь этихъ функшй при неизвзотныхь `тавимь образомъ, 
чтобы по торизонталямь находились зоэффащёнты одной и той же функдйг, 
а по колоннамъ коэффищентм при одномь и томъ же нензвъетномъ. 
Будемь называть полученную тавимь образбмъ фигуру мазприцею 
хоэффищентовь заланной снотемы функй, оли мы ухажемь а изкото- 
рыхь горязонталей матрицы, & также о вертикалей ея, то изъ а? элемен- 
товъ, находящихся на первсзчеши выбранныхь горизонталей еъ зыбраи- 
ными верхикалями, можно будоть составить опредЪхитель; если мы этоть 
опредфлитель таюь состазвыъ, что элементы какой нибудь горизонтали 
матрины образуютъ горизонталь въ опредфлител®, и также злементы ввр- 
ликали матрицы образуютъ вертиваль въ опредфлитель, то будемъ гово- 
рить, что полученный тавимь образомь опредфлитель взлиз изъ матрицы. 
Очевидно, что, вели «=0, то-опредВлитель, взятый изъ матрицы, будетч, 
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плУиЪ инымъ, кажь однимъ изъ ея элементов. Конечно, самое большое 
злачене порядка а опредЪлителя, ввятаго изъ малрицы, не можеть пре- 
зобходить ианменьшаго изъ чноель т и м. 

Назовем рамож матрици намбольшй .порядомъ отличнато оть нуля 
опредВлителя, взятаго изъ матрицы. 

Пояенимь паше опредфлене примфрамы: | 

2-ый прилиурь. Боф элементы матрицы равны нулю. Очевидно, что 
вь этомъ случаВ будуть равняться пулю ве опредфлители, взятые изъ 
матрицы. Можно скавать, что въ этомь случыв рангь матрипы равенъ нулю. 
Обыкновенно матрипы ранга, равнаго нулю не разематриваются. 

2-й прилтрз. Похожемь примфруъ матрицы ранга, равиаго единиц®. 
Бовьмемъ матрицу 


ааа; оава, ... ва 
, авг, 25В2. ... вы 
о @3в, азВь, .-- авы 


кашдый элементь которой состойть изъ двухъь множителой, причемъ пер- 
вые мпожители одннаковы по горизоиталямъ, а вторые миожители одвяа- 
ковы по вертикалямь. Бели на одниъ изъ входящихь въ раземотрЬше 
множителей не равенъ пулю, то не будетъ’ равняться нулю ии одикь ибъ 
элементовь матрицы, т. е., другими словами, вс опрельлители перваго 
порядка данной малрицы отличны отъ нуля. Нетрудно убфдиться, что вез 
<опрельлатели, звятые пзъ данной матрицы, начиная со эторого порядка, 
будуть равны нулю. Напримвръ, опрехлители 


Годфьь абы, о | 

ава, вова, азВз | = база | В, Ва, Ва] = 

| ывх› азбь, аз | |, №, В | 
а | аа В, №! Шо. 
ааа, об | СТВ, Ва] 


Итавтъ, мы видим, что рангъ заданной матрацы есть 1-ый. 

Нетрудно показать, что самый оба видь матривы 1-го ранга есть 
вышенаниеанный (1). 

34 прилиурь. РазомотрЪнный въ $ 30 случай неравенства, нулю опре- 
двлителя А, составленнаго изъ всей квадратной матрицы съ ® колоннами 
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и 6Ъ = горизонталями, убЪфждаеть насъ, что матрица этого опредвлителя. 
пуфеть рангь п. 


$ 38, 


Цокажемь теперь увломя, необходнмыя и достаточныя дая совы}- 
стимостн р уравненй] съ и неизвфотными. Разомотримъ опять снстему (2} 
зинейныхь функц 6 29. 

Соотавимъ матрицу коэффишентовъ при неизввегныхь дия этахъ функ- 
18. Пусть рангъь этой магрицы будеть ›. Вудемь чибло р называть ран- 
10л5 систелии. Тогда очевидно, что существуеть ло крайней мБрВ одинъ. 
опредвлитель порядка р, ‘взятый изъ матрицы, который ие будеть рав- 
наться нулю; во же опредвлители змешихъ порядков будуть разаы 
пулю. Есди будеть несколько неравныхъ нулю опредфлителей порядка, р, 
тогда мы возьмемъ одинъ изъ нихъ. Будемъ называть главиыме этоть нв- 
равный нулю опредълитель порядиа р матрицы раята’р. Не нарушая обще 
пости вопроса, мы можемь считать, что глазный опредфлитехь будетъ 


, 
рог, а, ... а® 
а @) 
‚_ |650, `а20, ... ав 
=) , 
еее и 
а, а®, ... ав 


потому что всегда можемъ переставить, какъ фунвни, такъ и перембиимя- 
Составимь теперь слёхующ опрехфлитель р-|- 1 порядка 


|”, и ,... а, В | 
ре # - 6 
бро, бр”, ... ЧР, бр 
КН 2) {3 
ри, бра»... Ра» бы 


Очевидно, что такахь опредвлителей можно будеть составить ж— р, 
давая числу о знечешя 1,2,3,... т— р. Будемы навывать тадие опре- 
двлителы характериетическими, Холи бы случиловь, что р— т, то мы 
сважемъ, что хароктеристическй опредьлитель равель нулю. 

Обсяовная теорема. Беобходимьь и достаточанымь услолемь вовлиь- 
спимости т уравнений первой степени съ № чоизетылииными лоляетол 2а- 
венство пулю осъть зарактеристическихе опредтълияйеей. Если раниз си- 
стемы равень числу пеизвьотноьть, по получается длиь системе рьше- 
в0 веъть друпить случаляь получаетоя безчислениое мтожеетво рт- 


ен. 
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Въ вамомъ дВаф, разомотрьмь опредфлитель 


са, ве, ... а, Х. 
Го, аа, ... вые, Жь | 
о ; | 
{2} | И 
‚ ве, ... ат, Х, 
3 Ф Хх 
Яра» бра, ‹.. би, Хи! 


такъ БОБ важдый элементь послЪдией кблопны веть сумма НЪокольвихь. 
членовъ, то разложимъ этотъ опредзлитель на вумму опрехфлитолей; по- 
лучалотоя опредЪфлители слВдующихь двухъ видовъ: 


140, <, ... а, бе, | 
| 
еее | 
6) ао, а 9 а 
Сб › Яр, ... 9’, арб, | 
0 2® бо! 
@рфа, бра, о ра» бр, 
и 
|6 ‚МР, — 
еее лень. р 
(4) } =—8+.. 
4 {р 
брфх с. бра» бра, 


Что казается опредВлителей (3), то.веЪ оли равны нулю, бо въ них 
можно вынести изъ подъ знака опредфялателя х, и тогда у насъ выйдеть 
при г<р опредфлитель еъ двумя одикаковыми колоннами, в при “>: 
получаетел опредфлитель порядка р--1, взятый изъ матрицы, & там 
опредвлители вс8 равны нулю, потому что рангь матрицы ееть р; значить, 
получаекгь равенетво 


102, ,...а® ,Х, 1 


5) г. ра Г =. = ба. 
: бы в„® -® , Х, | 
(И [ г ту.’ 
[4% Фриз о бра Мы 


Такъ какъ главный опредфлитель 8 отличень отъ пуля, 10.по хео- 
ромь $ 80 можно рЪшить енстему 


(6) 350, Х, = 


отяосительно р пеизвзетпыхь 


{7) ” #1, 2:,.. 
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п выразить эти неизьфотныл при помощи линейныхь выражен! черезъ 
остальныя перемфиныя 


(8) Ярно: Фи» 


которыя остаются воворшенно пронавольнымн. Дадимьъ этимъ поелдинмь 
кахия ипбущь проязвольный частный значения, напримфръ, 


и; 


(9) ть аа, .- 


тогдь черезъ рышеше уравневшй (5) относительно неизвфетныхь (7} по- 
лучамъ соотьфтетвуюния значеня 


{10) 2, 21, . 


Итажь, совокупность значенй (9) и (10) обращаетъ уравненя (6) въ 
тождества. Подотавимь зиаменя (9) и (10) въ фупкиио 


Аз 


пусть эта фупьщя получить зналеше Х’,... Еели мы подотавнмь т6 же 
вамыя чиоленныя значенщя (9) м (10) въ уразлеже (5), то это уравнеше 
можеть быть перезисано такъ 


(1) Ве бл. 


Такъ какъ опредфаитель 8 не =0, то, если мы хотимъ, чтобы веЪ 
уравненя 


Х,=0, Х=0,...Х,=0,... Хи=0 


были совмЪотны, то должно имфть мото равенство 


Хх. 


при веякомъ значеши &, потому что значеня перемфнныхь, удовлетворя- 
юлия первымь р уравношямь, должны также и другимь удовлетворять. 
Мы выдныь, что необходимымь и достаточнымь условемъ равенства нулю 


вохъ Х’»+. яззнется равенство нулю веёхъ харажтернотическихь опре- 
дфлителей: 


бра. 


Вторая часть теоремы слЪдуеть изъ того, что, вслн р=и, 10 тогда 
вов перемВиныя зожлючелтся въ системв (7) н не существуеть уже про- 
извольныхь поремЪиныхь (8), такъ что‘рвшене получаелея вполи опре- 
дЪленное, 
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Пояенныъ теорпо предыдущаго паралрафа на, простёйшихь примврахъ. 
1-ыф примтрз. Дана система 


вх у = 


0 
ит уе. 


.1°. Рантъ матрицы, составленной изъ коэффищентовъ при неизвъет- 
зыхь, веть 2, значить, пе равень нулю опредВлитель 


16,68] 
а, ы 
19, 9: 


мы получаемъ опредфленное рЪшеле системы (1) 


а 
# — 6 


ва, -- ас: 
а — в ^ 


27, Рангь матрацы равенъ 1; пусть главный опредфлитель будетъ а, 
закъЪ что. 


а не 


Тогль характериотичесяй опредвлитель будеть 


а) если & не =0, то уравнешя (1) нововмЗотны, 
8) ебли 8=0, то второе уравнеше есть ехфдотые лерваго, и ‘мы 
получаемь 


у=у:, 


тдЪ у: число совершенно произвольное. 
8-0й прэтьрь. Пусть дана система: 


аз +уее==а, 
(2) ав Руа =4, 
ох ВУ-Р ее = 4. 
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1°. Рангь малрицы коэффииуептовь первой части есть 8, т. е. нера- 
зенъь пулю опредфлитель 


го получаетея опредВленное рёшеше системы 


А+ 4+ 64. 
У 


‚— 90-86: @0, 
аа чья, 


2%. Рантъ матрицы ееть 9. Пусть главный опредЪлитель будеть 


тогда для совуотносги системы изобходимо раземотрВть харалтериотиче- 

св опрехфлитоль 
. а, 6, а | 

а, в, &|=40+ 0.0, +46. 


149, бы, Ча 


= 


@) $ ив=0; въ снетемб противорь\ в, 

8} 8=0; тогда система совмфетна,: но третье уравпене есть олЁд- 
стве первыхь двухъ; ря этн первыя два уравиешя отновительно хи 
у, получимъ 


у са — вв, -а4, — Ч 
аб 
=а, 


тдВ г, совершенно произвольное чнело.. 


и —Щ 


35. Рангь матрицы есть 1. Главный опредфлитель в ие =0. Тогда 
надо раземотрфть два харантеристическихь опредфлителя 


, | . 
а ы=|1 а И 


а з 
а, 


&) воли по прайной Вр одинъ изъ двухъ хараштеристичеснихь 
опредъиелей 81 и 5 не равеяъ нулю, 10 въ систем противорьче, 

В) воли 5—0, 5,—=0, то система говмфотка, но второе и третье ° 
уравиеня равиовильны первому, такъ что мы получаемъ слЪхующее рф- 
шее системы 


21, 


ТАБ урн 2, совершенно пронзвольныя числа. 


$ 35. 


Обрыцаемоя теперь къ вопросу о независимоети линейныхь функ- 
ЗН въ томъ случа, когда чиело Функц пе равняется числу перемфи- 
ныхъ независшатыхь. Будемъ называть ровзоме овотемы зажанныхь диней- 
ныхъ функщй рангь матрицы, составленной изъ коэффишентовъ при не- 
извфотныхь въ этой систем. Докажемъ теорему. 

Жоли рать системы функций 


Х., Х,,... Хн 


фавень числу р, то независимыми изз этиль функций будуть только р. 
Тазомотримъ сначала случай, когда рангь р равенъ числу и функц. 


Тавь камь разсужденя будуть “В же, что и въ общемъ случав, то 
мы раземотримъ случай трехъ фунвдёЙ съ пятью перемфнными независниыми 


Х = м-р аи--а--Г, 
{0 Х,= ее у оз аи + ей НВ, | 
Х = вт у г -- фи ей -- 


Если рангь этой системы есть 8, то есть равент. чнолу фунищй, то 
можно считать, что ис равенъ нуле главный опредфлитель 
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|а,Ъ, 6 
[в . 
142; Ва, @ | 


значить, моник бухеть систему (1) р®шихь относительно трехъ перемфн: 
ныхь независимых и, у и 2, причомъ выраженйя для этихъ перемВи- 
ныхь будуть зажночать, кромЪ коэффищентовъ, еще перенфиныя незави- 
виМЫЯ 

и, Ё, 


Х, Х., Хь. 


Тань кажь уъшене системы (1) зависВло только оть неравенства, 
мулю главнаго опредфлителя, 2 не отъ чабтныхь знамешй буквъ (2), 10, 
значить, первмицымь Х, Х,, Хь можно даль чиеленныя значеня шо 
произволу, н, значить, наши функц: во независниь между собою. Тво- 
рема потверждается, ибо, дёНотвательно, оказывается, что чнело’ пезави- 
симыхь функц разно рангу системы. 

Равемотримь теперь случай, когда рапгъ системы на единицу меныле 
числа функц. Пусть задана енетема чотырехъ функц: 3-го ранга 


Х = ем е-рГ, 


в) Х, =ва-Р усе -- цией р, 
Хоа уе - Фи-- е&-ь, 
Ха = а -- Вау ве | и + ей +- 1. 
Пусть главный опредфлитель булетъ ` 
1@,6,е 
а, ы:@!. 
в, 5, | 
Раземотримъ еще харажтеристическй опредфхитель 
а, б,в, г | 
® вия, РАВ, 


ба, ба, 62, 12 


тдё №, есть инчто иное, камь главный опредвдитель. 
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Умножимь уравненл системы (8} послфдовательно па числа Е, Ё., 
№, Ру, тогдь получимъ посл сложеня 


6) ХР- ХР, + ЛЬ, ФР, 


потому что охь замвны въ опредвлитенв (4) моояфдиеН колонны Г, й, 
Ё, В различинми колоннами коэффищентовъ при неизвфотныхь будуть 
получаться нули, тоюь вазь матрица есть 8-го ранга. 

Ршая равенотво (5} относнтельно фунющи Х›, получныь 


2 РР. В г. 
Хх =я_рх И - 
т. в. имвемъ й 
(6) _ ЖьнаХ ВХ, УХ, 


тд а, В, 1, е суть опредфленныя чнела. Равенство (6) покозывает$, что 
заданныя функц ие незанисимы между собою, ибо, ебли задедимъ по 
произволу значешя Х, Х;, Хо, 10 знвяеше четвертой функщи Х, но 
будеть уже произвольнымъ, & будеть опредфлятьея по уравнению (6). Что 
касается трехъ функий Х, Х,, Х», то овЪ независимы, потому что ‘ихь 
рангь.3 равенъ числу функай. Итавъ, можно очитать высказаняую тео- 
рему впоанЪ доказанною. | 

Разомотримъ численный примфръ: 


Х=-вфукаени 3, 
Х= ау 


Очевядно, что эти фуньщи ие иезависимы, потому что легко убЪ- 
ДИТЬЕЯ, что 
. Ах Ш1. 


$ 86. 


Доважемь още теорему: 
Есль заданиыя лимейныя форлгы 


№,, Хь,... Хы 


отз т независимьмя перелныннияе не нозависильь, то существуета тож- 
девтво 


(1) М-Н Мь Н.Н Хь=0. 


— 14 — 


Въ самомъ дВлЪ, раскрывая тождество (1) н приравнивая нулю ко- 
эффищмеиты лпры веъхь иеонзвфетныхь, получаемъ совиВетную снотему 
уравненй первой огепенн отиосительно №, Л»,... №, изъ которой полу- 
чатся отличныя оть нуля значещя этихъ понзвЪетныхъ. 

Изъ веего выше изложеннаго елЪдуеть, что, вели задана система за-- 
виенмыхь линейныхь функнй, то всегда можно выразить эти линейныя 
фузжкщи линейнымь образомъ черезъ незавиенмыя. 


Тверема Гар!асе’а. 
$37. 


Пусь плов число 8 меньше и. Резомотримъ вс члены опредфлителя 
а®|, въ которыхъ входить множитель 


А 
{1) да... а.®, 


представзиющий произведее о верхнихъ элементовъ главной дагонали. 
Эти члены получатся пзъ тлавлаго члепа 
аа... „ата ... @.®, 

если, оставлял безъ измфнешя верхюю пндексы, мы будемъ тавъ мфнять 
ниже, что ‘первые о индексы 1, 2,... с остапухея безъ перемЪны, & 
м$няютел лишь остальные «--1, °-|-2,... т, при этомъ, конечно, члену 
всяк разъ приписывается соотвфтотвениый зналеъ. 

На основан опредфлешя понимя объ опрехфлителф разематривае- 
мая совокупность чяеновъ можеть быть представлена въ такомъ вид% 


+ оебоено Е 
або. а, ы 


Ь 
{2) ва... а. | еее. | 
т а® 9 
: о ба с 6. бы” | 


Въ посяфдней формулБ опредьлитель получаетел изъ опродфлетеля 
А вычеркнвашемъ первыхъ (верхнихъ) о горивонталей и первыхь (лЬвыхъ) 
с волоннъ. . И 

Будемъ называль такимъ образомъ полученный опредвлитель анию- 
‚ром порядка з и будемъ обозначать 


АП: 9 
18.11 


Въ послфднемъ знаю ннле индексы ноказываютъ нумера выкину- 
тыхь колопиь, & верхше-нумера вывинутьгхъ горизонталей. 
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Вообще говоря, мы обозначим симвояомъ 


Аб, ..№5) 


ни... 


эинорь порядка, <, получаемый изъ опредфлителя А оть вычеркивая ко- 

лоннъ, имвощихь нумера #1 ,...%», и горизонталой оъ нумерами #:, в», ... Вы, 

и умпоженый на (—1) 842, гв # ==. № +... Ле +... 
Покажемъ, что- коэффищентомь при 


ава. ав 


№). 


а 

Пусь я<ь<...<ь, Вы <...«: Перенесемь Ё-ую 
торизонталь на ворхъ, оставляя обтальныя торизонсали въ ихь первона- 
чальномъ порядьф, т. в, еели одна изъ обтальныхь горизонталей была 
выше какой мибудь ‘друтой до перенесен1я, то она должна остаться лежа- 
щей выше и поел перенесеня. Тажое перенесеше будеть вовершаться 
при помощи.ряха, тракоцозищи торизонталей: мы переносимь #1-ую, гори- 
зокталь опачель па #—1)- ое. мото, затёмъ . на (и —?)- 06 и тазъ ла- 
лфе, надонещь на первое. (верхнее) мфото. Отъ такого перенесевн весь 
эпродфлитель умпожается на (—Т)н-№ Буджемъ теперь переносить на 
верхь Фгую горизонталь, причемъ олфлаехь ое окончательно второю съ 
верху. Опрежвлитель полу ожвитель (— 1), ‘нбо придетея произвести 
%, —2 тронопозиций горизопталей, тёкъ навъ рой торизбитали (перене- 
сенной па верхъ) нфть на прежнем мЪотЪ. 

Италеь, ‘перенесено хоризбнталей съ нуморами №, &,... № на 
зорхь безъ нарушешя. взанмнаго. расположеня друтихь горнзонталей, 
причемъ эти верхшя горизонталя будуть слЪдовать одна подъ дрУРою въ 
‘поряди возрастания значковъ #1, №,...й., будеть сопровождалься умеб- 
жешемтъ зсого опредзлителя ив мнонитель 


будеть какъ разъ выражеше д 
а 


— — — _ @+9 
о еь-+. + ко. 


Совершенно подобъыиь же обравомь одвинемъ излЪво колонны бъ 
нумерамн #, №. ... &, не нарушая ихъ взалунаго раепохоженя, & тавже, 
не парушая взаиицаго расположен остальцыхь колопиь, тогда, опрехф- 

ти 
1) з. 


зитель умножитея на (. 
ПослЪ одновременнато сдвига горизонтаней наверхъ и холониъ на- 
во опредёлитель умножится на 


1-Е (9-1 _ 1 АЕ 


(- 1 (-5Т, 
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#00 одно изъ двухъ чноель‘ сн э-- 1 Четное, & элемеиты абы За. 00) 
‘сдфлаотея верхинми въ главной дфагонали. Тогда, правиная во внимане 
формулу (1), получимъ. выражея!е 


№) 


(20% (кз) АС, 
(8) ада... аЗаНЫ 


для совокупности вефхь члеловъ опредфлителя А, имфющихь множителя 
ао... а, 
а ы ыы 


Обозначимь черезъ Вы.) миноръ, образованный изъ `элемен- 


товъ, стоящихь на пересфчент горизонталей, ицВющихъ нумера #, №, ... № 
Е ЕОЛОНЕЪ, ИМфЮщЩихь пумера #1, &%,..:%. 
Получаемь формулу 


ь У а... ав, 


причемъ сумиа расйространяется или на `воЪ перембщевя верхянхь ин- 
дексовъ, если нижн!ю находятся въ естественномъь порядкф звозрастаня, 
или наобороть на воБ неремёщеюя нижнихь индексовь безъ измВненя 
верхнихъ. 

На осповаши формулы (3) мы зихимъ, что въ оставь опродфлителя. 
А войдеть полностью такое произведене 


Миноры В0--) и А@-) цовять назваше допбанительныяь. 
ры 2... 1, 


$ 38. 


Докажемъ теперь формулу. 


(о а=У в 


т, 


выражающую теорему Гарасе’а. Въ ‘этой формул суминрован!е произво- 
дитвл тажъ: яли‘чиоль #1, Ё,,... В, обтавляются опредилениыми и сумма 
респростраиялетея на всевозмоюныя вочетелия , >, ... ра индекоовъ 1, 
2,...п 10 с индексовъ въ каждомь, или же чнола И, №, . 
ются безъ персифны, х м5ияются индексы №, №, ..- В. 


1, обта- 
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Прежде воего мы звмфчаемь, что въ минорь в заюмочается 


1.2... в==51| членовъ, & ръ минор 48. .} будетъ 1. 2... (и— в] = 
`=(и—°)! членовъ, Отеюда слфдуеть, что въ каждомъ член суммы (1), 
предетавляющемь произведоне двухь миноровъ, будеть всего <! (и— 5)! 
членовъ. Сумма (Г) ие имфетъ подобныхь членовъ, олфдовательно, во веей 
правой' чети (1) общее число члевовъ будеть с! (в — 3)! 0,5", тяЪ Оз’ веть 
чиело сочеташй ‘изъ и элементов по э. ` 

Принимая же во внималйе, чго ^ 


51 (1—3) 107. 


Г, 


получимъ во элементы опредвлителя А, зажь что формуль (Т) окавыва- 
ется справедливой. 

Въ случа <= [ получаешь вынеденную пами раныме формулу раз- 
ложевя опредвлителя 4 по злементавгь горизонталя или колонны 


160 В®=а® = У ВА — Хава ? 
о Оби ВИ 


0 взанмномъ опредфлителЪ. 
$ 30. 


Сосгавимь для опредфлителя 


та... ао 

АИ...... .. 

| И 

а... в 

`новый опредфлитель 

р |4... Ао: 

| лин ‚ 

А 4,69 | 


элементы котораго Аи“ суть влгебрапчесмя дополнешя соотвфтотвенныхь 
элементовь а! первоначальнаго опродфлителя. Опредфлитель % называ- 
отея взаимнымъ относительно опредфлитеня А. 

Умновиь заданный опредвльтель 4 ка его взаниный $[, тогда па 


основыши формуль (1), (2), (3) и (4) 8 14 получим 
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откудь 
= 4". 
Взолкиный опредмипель равен (1 — 1)-0й` степени задениито опре- 
дьмипеля. 


$ 40. 


Дохажемъ теперь такое свойство взанмнаго опредфлителя: 

Во взвимномь опредфьмытемь З велюй миноръ порядка 1 — о равен 
алобраическому дополнению соотаътетвующею ему мишора 45 первена- 
‘чальмомь опредъьлитель, умнозженному на А“. 

Разснотримь минорь 


| А... А] 
| 


составленный пзъ © верхняхъ торизонталей и з лЬвыхъь колониъ взанм- 
нато опрехфлителя %. 

Добавлешемь разныхь единиц магональныхь элементовъь мы по- 
лучимь 


т ... 4.0 А „А.Ф! 


} 

| 

49...49 49, ... 4, «| 
а-ю ло во | 
0..0 0 = | 
...... .| 

|0 обо. | 


о . | 
| д...0 0... 0 
9-10 00...40 ...0 |; 

ан... а. а 
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откуда окончательно 


| 2 642) О 
абноеенР... а 
|... | 
обе, | 


и теорема доказана для случая злавтиио минора, 4. (составленцато изъ верх- 
пихь и лвыхь рядовъ). 

Чтобы довазать теорему въ общемю случа, достаточно передвинуть 
торизонтали и колоины вверхъ и влЪво, какь это было скблано въ 8 37. 


$ 41. 


Кажъ частный случай теоремы предыдущаго 8-а, можеть быть на- 


писан» формула 
дд — ды) == 44, 
а 2 ь Ч: 


4 
$, то имбетея пропорщя 5 


Если А 


то есть элементы 


одной горизонтали (колонны) пропорщональны соотвфтотвеннымъ элемен- 
тамъ другой. 


Симметрическ!е опредЪлители. 
$ 42. 


Назовемъ сопряженнымь съ элементомъ а/® олементъ а», индексы 
котораго пересгаилены. Подобяымъ образомъ миноръ 


№) 


(ы, 
Вий 
мы будемь называть сотрясение съ мяноромъ 
Вей #). 
В, .. вы 
Опредфлитель, въ которомь каждый элементъ равенъ своему сопря- 
, р: 
жонному, 28 == 00, называется симметрическимь. Опредфзитель называ- 
етоя жосымь сниметрическиме, волн козждые два сопряженныхь элемента 
равны между собой по абеолютной величии, но противоположны по зназу, 
а —= — в; а, сафховахельно, въ частности вв элементы главной то- 
ризонтали равны нулю: а ==0, 
Сопряжецные миноры симметрическаго опредъяитеая разны между 
6060й; отсюда слЗдустъ, что взаимный опредвлатель оимметрическаго есть 
также онмметричесвй. 


$ 43. 


Покажемь теперь, что косые сциметричесие отпредтьмители чечет- 
назо порлдна, чпожедественно равин пулю. 

Еели мы въ одномь изъ тажихь косыхь опродфлителей А замВиимь 
торизонтали вертикалями и обратно, то такая замфиа будетъ равносильна 
умноженно на — 1 длобхь элементовъ опредфлителя; другими словами, еъ 
одной стороны опредЪлитель не измпитея, съ другой стороны онъ умно- 
жится на {— 1)", и мы получим А =(— 1)*А, но ® есть чноло иечетное, 
значить А = 


$44. 


Поважемь, что хосой симметрилест 
будеть полным квадратом. 


$ опредъьлитель чепииио порлдка 


Налером 5 ръ, 
о -а-ь —@ 
о у аа. 
ве ох 
яго 


Для п =? справедливость теоремы очовидиа, 
о —“ з 
1. 
|4 0 


Докажемь спрозедливость теоремы для п, осяи предположить ея спра- 
Ведливоеть для ®— 2. 
Имфемъ, очевихно, 


Аа — Уильяахо, 


тд а; сеть алгебраическое дополнеше элемента а? въ опредфлитель 
А,®. На осковани свойства эломентовъ коеого опредвлителя нмъемь 


(1) А= Унитаз . 


Но миноръ 4,” воть тайже косой симметричесвй нечетнаго порядка, 
п— 1. На основанн формулы $ 41 получабмъ 


@на;; — алйу 


(2) 


Но, очевидно, что алгебраичеешя дополнещя сопряженныхь эдемен- 
товь косого вимметрическаго опредфлителя нечетнато порядка, равиы между 


Ш 


<0бой, т. в. п; =ал. Формула (2} даеть 


ой мал шли вуза. 


Значить, по формулЪ (1) ‘похучаонь 


ау). . 


{3} А У (абущамуву: 
5 


Мнноры аз буть косые опредблителн порядка и — 2, олдовательно, 
согласно предположению справедливости теоремы для ® —3 величины а: 


суть полпые введраты, а, олфдовалельно, радикали Уйн являются выра- 
ешями ращональными; такимь образомъ мы видимъ, что по формул (3) 
оказывается полнымь квадратомъ также и опредфлителя А порядка я, и 
теорема доказана. 


Премы вычисленя опредфлителей, 
6 45. 


Покажемъ на рядЪ примфровъ способы вычислея опредфлителей. 
1. Опредфлитель Узядвьтол4е`а, у 


тии Топ-2 
а" 1"... 


Располагая опредвлитель 7) по элементамъ первой строки, получимь 


о) Р= Я а... вы + Мы, 
тв ` * 
Зо, Зы... За, 96-, 
суть функщи отъ 9, в: ... вы, причемъ 
| ва"... 41| 


аз"? о"... 031 


ый 8 сыт | 


Предполагая въ Ш воличину а, кахъ перемфиную независимую, & 
ВЕЛИЧИНЫ 0:03... кашЪ заданпыя числа, ‚замфтим, что фунющя (1) 
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будеть имфть и—1 корней в, 9;...0., 100, подставляя эти чиела 
зифото а:, получаемъ двф одинаковыя строки, слбдовательно, Р=0. 
Итажь 
В = (а, — в) (и — 93)... (а: — 4). 
Подобнымъ же образомъ, располатая опредфлитель 9 по элемен- 
тамъ первой строки, паходпыъ, что 


Зо — Во(аз — аз) (8 — 94)... (ав-— в») 


ит. д. Отсюда получземь окончательно слВдующее выражен е для опре- 
дфлителя Р 


Р= (а, — (а — аз)... (и а») 


ПП. Иззывьются уиркужяинами опредЪлители, различныя горизонтали 
которыхь получаются при помощи круговой подстановки, произведенной 
надъ элементами первой горизонтали. . 

Чтобы вычислить значене циркулянта 

Раба. ..аы | 


бб бь на | 


| абы. 
Умножимъ его на опредфлитель 


ааа? . ани 


д—| Тао, 


У Танай... 43-1 


ТАБ в192...а„ буть в0% корни двучленнаго уравнешя д"—1=0. 
Полагая для совращеня 


Из) = виа а... + виа"! 


получимъ 


Кл) айвы ев) ваты) 


ло выдфлени мпожителей /(е1), а») ...Г(@») остается опредфлатель А, 


и мы получаемъ 
. В = Кез) еа) ... бы). 
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Напринфрь, случай »=4 даеть =) ==4--55-Ё са? 4; корни 
уравнешя 2*—1 суь 1, — 1,4, — $$ =У— 1), ДО ==а-о Не-а, 


Пе: —а, але 0—9, ГС =а—- 0—8, 
сяфховательно, 
аъеа 
Я афе 
даб 
феда 


= (ое -+-9)а— фе —9)[@—в 6—4). 


Ш. При вычиолени опредЪлителен третьяго порядка полезно нмфть 
зь виду пранило баггиб”а, 


ер. 6. 


Надо перемножить между собою элементы, отоянуе на вершинах 
двухь треугольниковь лфвой фигуры, & тавже надо перемножить элементы 
тлавной жагонали, такнагь образомъ помучатея три члена опредёлителя, 
передъ которыми придется поставить знакъ --; аналогичнымь образомъ 
получимь члены съ—изъ правой фигуры 

| и @3 ау 

5 | 2: + абс, -- азии — оф, — абс — бабье». 

61 6263 | 

ТУ. Пра вычиелеюи опредфлителей съ заданными элементами самымъ. 
пражтическимь способомъ является одфлель элементы одиой изъ горизон- 
таней (нолоннъ) за исключенемъ одного равнымя нулю, тогда, порядокъ опре- 
дьлитоля понижаетоя. ” 

Напримврь, требуетея вычислить опредфянтель 


М5 тв 
194.37 
158 01 
[4 17 
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Прибавляемь въ злементамь второй горезонтали утроенные элементы 
первой, ® изъ элементовь четвертой горизонтали вычитаемъ элементы 
первой, тогда мы ‘подучаель 


4 513 
| На 

5 вот 
| а до 


1 


Раскладывая этоть опредфлитоль по эхоментамъ третьей колонны, 


получим , 


бы в 
1.51 в в 11-0, 
арта! 


то есть порядокъь олредёлителя, поллежащаго вычисленцо, пониженъ на 
едилицу. 

%. Къ навболве труднымь вопросаать, отиосящимея въ опредфли- 
телямъ, принадлелинь вопросъ объ условяхъ, когда опрежвлителя сохра- 
няють евой знакъ. Я приведу зхЪсь одинъ примвръ!) тажого рода изел$- 


дозан1я. 
123 
2242 


(#0 
- © ` 


Требуется доказать, что будуть положительными опредфлители 
1000... Омь, 


Пусть ну =1, ть = 


100... о | 
ТН = тоны Г 0... био | Тм == ть 


ПН .. И Г’ 


при: < Е. | 
Расиладывая по первой горизонтали, получимъ 
ь 
ти 
дБ 
ты ,1,0, о | 
т.т, 1,.. 0 | 
а... Вы 
о .-:..- 1 
т; пи "т 


*) О. бгалуе. Фиг Тиеомю „дог о рызейеи РипоКИолол. Унна. Изв. Жовъ, 1909. 
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Попставляя-въ формулы (2) вмфото & значешя 1,2,...1, ТАВ 
15, получимь 
ры 79, --(— Бу 


<) Ри ши 
ТИ 
Раскрывая ш, мы получим 


рая —шеат: +... (ТУ Чиииуа + (— Пити-а + (ПН 


или 


ты риа Рина... РС ОР + С. 
Умножая равенства, (3) на 


1 т, № 


. ‚..- 
пы-Г тн’ Мне 


и складывая, получим. 


Разности въ скобкахъ правой ‘части положательвы, ибо величина. 


в 
т 


возраетаеть съ возрастамомь #.’ Отеюда будеть положнтелень опредфля- 
тель 7 при +=, сели ошь положителенъ при #<.{; ко положитель- 
ность 7®, У провъряется непосредственио; слЪдовательно, теорема 
хоказайа 


Исчислене матрицъ, 
$ 46. 


Совокупность 2? чисель, раеположенныехь въ слЪдующей квадратной 
схохфг 
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образують талуь называемую квадратную матрииу порлика и. Сауву 1) 
иервый обратиль винмане ма то обстоятельство, что матрицу можно раз- 
сматривать каж одно жомидекеное чнело. Мознно. усхановать лраввла, ело- 
зкошя и умноженя матриць, откуда появител новая алгебра дйствЁЙ надъ 
матрицами. 

Вудемъ равематривать вою совокунноеть 1" комплоконыхь чиеель 
обыкновенной элгобры, кромф этихь чвсель будем разоматриваль. сво 
моженыя матрицы порядка #, элементами которыхъ являются числа ТУ. 
Эта матрацы вмфстВ съ числами ТУ образуютъ новую совокудность пред- 
метовъ 1/, въ составъ хоторой вхоцщитъ совокунпоеть 7 каже часть. Для 
сокращения рчи будемъ называть числа №7 велючинале скалпрными, а 
матрицы величинами полмленеными. 

Вудемъ обозначать мазрицы большими готичесними бузвани 


бат. 
Опредтьлене равенства двухз матрице. Даь матрицы 
аи В = [бы 


называются равными, воли казюдый изъ п? олементовь матриииь 3 равень 


соотвьтотвениому элементу матрицы №, по веть {== , вели 


ый 


Опредъьлеше нуля. Матрице % называвтел пулемь тозда и только 
зногда, кода всю ел элементы равны нумо, т. в, {= 0, вели 


ое 


Отредълене вложеенн матрице. По соотвфтотвекнымь алементамъ 
а и бь двухъ произвольно взятыхъ матраць Ги № соогавляемь эломенть 


Зи = ав-- ба 
повой матрицы ©. Эту матрицу 6 назывоютъь суммой Зи 3 и пашуть 


е=ив. 


Такныъ образомь мы приходить въ ол] 
жешя матрицщь: 


‘ующему окредВленио сло- 


°) Сау]ву, СоП. май. рарегз 2, 475, 


Подь сумлюй двуть мотуриць разумтетоя чпакал, новая, элемен 
которой суть сумлия соотетитетвениыть элементовь слазаемыхь матриц. 

Правило вычихашя малриць понучается какъ слВдетье изъ опредф- 
лемл сложешя. 

Разностью двухь матрице будеть тпакая чювая, элементы тоторой 
суть разности соотвтиетвенныеь олементовь обтихь задали. 

Илакь, мы рндимь, что малрицы предотавляютв отноентельно сло- 
женя абелеву группу, ибо изъ опредфлешя сложешя ввиекаеть суще- 
ствовме какь перестановочиатго 


+= -9, 
тавь и сочетательнаго 
Я» -е=У-в-+о 
захоновъ. 
`Едивицей группы является матрица, равная нулю. 
`Обратныйгь элементом труппы для каждой матрицы У являетея 
матраца, элементы хоторой получаются отъ умноменя на-—1 эвементовъ 
- матрицы 9. 
Прнотупая къ умноженио матриць, разсмотримъ сяачала умножение 
матрицы на скалярлую величину и поставимъ тахое опредфлене: 
Опредьлеше. Подъ чроизведенемнь В. или ЭГ. моаприщы 9 ча 
скаялриую величину & разумтъетсея матрица, козюдый элементе которой 
происходить оть умноюешя на ® соотвътетвующело элемента матрицы 9. 
Умножеше на скалярную величину удовлетворяеть захонамь пере- 
‘сталовочному, и распредЬжительному 


ие. 
1-28 = КГ -+- 3) 


мати, 


тдВ Ён ? сколярныя величины. 
Мы будемь употреблять обовначеще 


—1=(-1%. 


$ 48. 


Переходим теперь къ опредфленио умноженя двухь матрице, при- 
чемъ возьмемъ правило умножешя изъ теор опредВльтелой, 

Опредъьлеше умнооженя. Подз ‘произведенемь ЗВ двухз матрице Ш 
46 $ разулюетел танал новая матрице, у которой элементь ($, 7), стоя- 
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3 на пересьчениь -ой горизонтали 5 }-ой колонной, получается ‘черезь 
узеножене казвдело олементиь 1-ой зоризовтали У ва состотитетвениый 
олемеють }-08 колониы % и слодеене полученияхь отдъльныяе троизвв-` 
ден. | 

Тавъ, наприыфрь, олементь ($, /) въ произведешн 3.58 будеть 


(1) ау ау... ыы. 


Подобнымъь же образомъ тотъ же элементь (#, 1) произведешя %% будетъ 
{2) балу - Фаау Р.Е бывьу. 


Тазъ казь въ общемъ случа® числа (1) н (2) иводинаковы, 10 мы 
получаемь творему: ° , 

Узинозюене мелприцв есть дъботиее, вообще говоря, неперестановочное, 
в. е. 


ЖВ-ЕВЯ. 


Хотя умножене малриць обладаеть законами сочетательнымъ и рае- 
предфантельнымъ 


(#18) = 96805) 
98 ©) = +96, 


но сововупноеть № окалярныхь величинь и матрийь не будеть полем. 
Отличнымъ оть свойствь поля является неперестановочность умножешщя. 
Еще болВе важное отлиз1е оть полн предотавляеть то обстоятельство, что 
произведее нфеколькихь матриць можеть равнятьсл нулю, тогда павъ 
ни одинъ изъ множителей не равенъ пулю. Въ этомь мы можевь убЪдиться. 
на олфрующемъ простомъ примврЪ. 


сало о °| | 0050 | 
Ио ото |= 000 | = 


| 


й 
ал аа 0 | | Ва | 000: 


Получаем теорему: 

Произведенее деуть матриць мозветз равняться умо, позда оба мно- 
эсилиедл отличны отть нуля. 

Мы будемъ матрицу = а%| называать особенною, есди ровень 
мулю опредфлитель | @и|, составленный язъ ея элементовъ. 

Для нессобениьхь матрищь получаемь теорему: 

Опредълитель произведеня двуль матиць равен произведено отре- 
Эъдителей мноаентелей. 
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Матрицу % мы будемь называть дьлителемь нуля, вслн можно по- 
подобрать такую отличную оть нуля малрицу В, что будеть или 8 =0 
или 84 =0. 

Нетрудно довазать теорему: 

Дьлиптелемь нуля можеть бъйпь только особенная матрица, 


$ 49. 
Въ теорн онредфлителей горизонтали н колонны могли быть зам 


нявмы одял другими. Пра матринахъ происходить другое. ДвЪ матрицы 


| | ‚ 
|| бе бр. бы | ба бы... бы | 


9 — в @ ... бе | , 12 @53 ...- @ 


| быр Чыо 2’ Ян | бин бон о. ть | 


обладаютщя свойствохиь, что горизонтали одной совпадають ‘съ колоннами 
другой называются сопряюенными. Сопряжеккыя матрицы имфють одина- 
ковыхь опредфлителей, но вами, вообще. говоря, еравюы между собой. 

Если (=; то есть, ебли матрице % равна своей сопряженной 9, 
то она должна быть симметричною, т. е. 


к ==ан. 
Замфиян колонны горизонталями и обратно, хы получиыъ равенство 


(48—89, 
выражающее теорему. 
Оопрложениая величии произведеня матриць равна произведеню 
вопряоениьхь величинь множителей, причемь изо надо перемновеать въ 
обратнола порядить. 


$ 50. 
Элементарные дёлители. 


Мы дадимъ теперь поняше о ‘теор, основанной бууезвегомъ, 
Н. Зпый”омь в особенно УУеетагая’омь, Эта творя иметь значеше въ 
Алгебрв и была предметомъ изучешя родь выдающихся математиковъ: 
Ктопескега, Игоре’ и другахъ. 

Мы будемъ разематриваль ^— матрицы, у которыхъ воз элементы: 
суть ифлыя функщи оть перемБнной незавиенмой ^. 

Введемъ поняме о тамъ называемыхь одемемпарныхь треобразова- 
иль матрицы. 
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Опредъьлене. Подъ эломентарнымь преобразовамемъ }, — матривм 
мы будемъ разумёть одну изъ слдующихь опера: 

а) Перестановку двухь горизонтадей или колониъ, 

Ъ) Умножене вовхь элементовъ горизонтали или колонны на одного 
и того же отличнаго отъ нуля поетояннаго множителя. 

с) Праябавка, умноженныхь на одинь и тоть же полиномъ оть ^, 
элементовъ горизонтали иля колонны къ соотвФтотвеннымь элементам, 
другой горизонтали вли колопвы. 


в. 
© 


Дэв ^— матрицы мы будемъь называть эноцвалениньыми, воли оть 
одной изъ нихъ ножно перейти въ другой пры помощи конечнаго чнола 
элементариыхь преобразован. ° 

Не трудно внхть, что двф эквивалентных матрицы им отЪ одинъ 
и хоть жо рангь. Въ самомъ двлЪ, преобразовашя а) и Ъ) ме измвизют 
ранга матрицы, ибо ими ие нарушается обращеще или необращеше въ 
куль опредфлителя, взятаго изъ матрицы. Остаатоя разомотрёть только 
вияно на рангь операщи с). , 

Пусть операщйя с} соетонтъ въ прибавленн къ р-0й торизонтали ма- 
трицы 4-ой горизонтали, умноженной на $()). Очевидно, что опредныители 
матрицы, въ которыхь или нить р-ой горизонтали, или находятоя объ 
торизонтали р-ая и д-ал, че мънтются отъ указанной опера, 


Опредфлители же порядка 7, тлф находитея р-ал торизонталь, но 
не находится 4-ал, обралимотся. въ 


С-АЧКОВ, 


дБ Ан В опрехьлители порядка” первоначальной матрицы. Вели А=\ 
и В=0, то в О=0. Можеть, конечно, олучатьея, что пры 4520, 
В-ЕО будеть С-=0. Иташь, рангь матрицы оть преобразовашя с) ие 
можеть увеличиться, Очевидно, что преобразовае с) не можеть также. 
уменыяиить рангъ, ибо тогда обралное преобразован его увеличило бы. 
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. Каждый изъ опредфлителей, взятыхъ изъ ). — матрицы еоть нЪфкото- 
рая цфлая фупкшя оть’Х. Обозначить черезъ 0%) общато паибольшаго 
хвлителя вебхь опредфлитолей порядкь $ данной » матрицы. Покажомъ, 
что 0.) есть выражене, не мБвяющесся отъ элементарныхь иреобразо- 
вай. Для этой цфли дохажемъ такую. лемму. 
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Еёли веф опродфлителн порядка $ матрицы нывютъ общ множитель 
$(%), то такой же множитель нм оть во опредзлители порядка $ у вбя- 
ной матрицы эквивалентной съ данною. 

Въ самюмъ дьль, операщн а) н ъ), очевидно, могут вводить въ 
опредфлятели матрицы лишь ‘постоянныхь множителей. Пусть операшя 6) 
соетоить въ прибавлент къ элемонтамь р-ой горизонтали умноженныхь 
на %$(%) соотвётотвенныхь элементовъ 4-0й. Опредфлители матрлцы или 
ве измЪняются, нан що припихають видъ 


А+40в, 


тв Аи В опредЬители прежней матрицы. Во вофхъ случаяхь остается 
тоть же дфлитоль 60). 

Тажь. кажь дия везхъдвухь эквивалентныхь ^ — матриць общий д$- 
лятоль опредьлителей #-ато порядка одной изъ нихь еоть общий льлитель 
талюке для другой, то мы.приходимъ, очевидно, въ заключению, что об- 
ий набольшй дьлитель Дк») есть выражене, не мЬняющееся отъ эле- 
ментарныхь преобразован, и, слЪдовательно; общее для воВхь эквива- 
лентныхъ между ‘собой матрипъ. ` 


$ 58. 


Итакъ, мы видимь, что эквивалентныя между собой матрицы рачта, 
т воть общими выраженя 


© ру, `5.0),... 0. 


Поважезть,. что и обратно,. солн дв матрицы ранга, г имють общими. 
выравешя (1), то он эввивалентны. 

Для этой цёли доважемт, лемму. 

Ясли первый 1) элементе К) матрицы в упилиповеаетея тозоде- 
атвенно № не дълилто ` плвбралиеетыь вспаф остальныть элементовь ма 
улиц, то можно составить эквивалемниую малприцу, у которой пер- 
зый элемеють не равень нулю: имтеть степень, менмиую чьи: [). 

Допуетимь сначала, что уже въ первой горизонтали находится эло- 
менть }(.), ке двляцийся на; 70); пусть этотъ элементь отонть на цере- 
офчены первой горизоктали съ {-0Й колонной. Дёлимь /10.) на КА) и 
обозначимь неравный нулю осталовъ этого двлешя черезъ 1()). 


Ио == АО) ++). 


Эхоть оотатокъ степени зииое, чЬиъ ДА). Вычтомъ изъ +-0й колониы 
первую умноженную на 0(%), тогда наверху #-0й колонны будеть стоять 


й лъвый. 
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2{\). Перемвщешемъ первой и 2-0й колониъ одЪлаемъ 7(2) первымь элемен- 
томъ малрицы, и теорема доказана для расматривавмато случал. 

Подобньйгь же образомь разематривается случай, когда недфляшйся 
ха К\) элементь паходитея въ первой колонн. 

Пусть теперь каждый элементь казь первой горизонтали такъ и пер- 
вой колопны ифлитоя на КА). Элементь же матриды, не яВлящ ся не 
К») пусть вахокитол на пересфчени $-0й колонны съ #&-ой горизонталью. 

Пусть назорху 3-08 колонны схоить элементь /(^)о(\), тогда, вычи- 
тая изъ 2-ой колонны первую, умноженную на ®(\), получимь зуль н& 
верху #-0й колонны, причемь въ этой послЪдней колоннВ, на #-ой гори- 
зонтали по прежнему будетъ огоять члень, ие дёлящ ся на ДА). Приба- 
вимъ тецерь новую #-ую. колонну въ первой, тогдь въ этой послёдней 
первый эдементь не измЪчитоя, а ка пересфчеши съ #-ой горязонталью 
окажется членъ, не двляшИйся на /(2), и мы приходимъ къ случаю, уже 
разобранному. 
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Докажемъ еще тавую лемму: 

Маотица 5 неравныли путо элементами можеть всеада быть 
превращена въ ей эквивалентную, обладающую такими свойотвами: 

1) первый олементь КХ) че уничтозюается тоосдественто: 

$) веъ остальные элементы пврвой зоризонтали и первой колонны 
зпоэедественно равны нулю? 

6) веь остальные, отличные ота зцуля, олементии дльяятоя ча КА). 

Переминенемь горизонталей и колоннъ мы можемъ одВлаль пер- 
вынЪ 2060й изъ не фавныхь тождественно нулю олементовь матрикы. 
По леммЪ $ 58 можно уменышить отепень перваго элемента, если на, него. 
не дЪлятся 30$ остальные олементы матриды. Тажъ воджь уменьшоне сте- 

. шени можно совершать конечное число разъ, то мы придомъ окоячательно 
ъъ такой матрип%, у которой веВ элементы длятся на первый /(®). Въ 
застномъ случав степень фупкщи /(Х) можеть равняться нулю, тажъ что 
эта фунвшя сводится въ поотояяному числу. Примфнемемъ операщи е). 
$ 50 мы доетягнемь того, что требуется въ леммЪ, то есть равенства 
нулю вовхъ элементовъ первой горизонтали и первой волониы, нром. 
перваго. | 
$ 55. 
Итавь \— матрица, т-го порядка и ранта *> 0 


Та... бы 


То Ооо МООА 
бы... бит] 
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эяементарными опералйями приводится къ вилу 


] А® о ..:0 [ 
' о Ш о. ба 


ТА матрица 
а | 


{2) | еее» |] 
аби! 


иметь, очевидно, рангь ^—1 и вов ея элементы дфлятея на функцию 
10). Если г> 1, то матрица (2) можеть быть приведена въ виду 


| о) 0 ... 0 ] 
р 0 бе ... бы \ 
9 в... | 


Продолжая разсуждеше далВе, мы приведемь матрицу (1) оконча- 
тельно къ виду 

-.. 9 

о 2... 00..0 


(3) оо ... 809 9...0]. 
| оо оо...0 
оо оо...0 


Очевидно, что въ функщяхь #0), 2%)... Е) можно предпола- 
таль старпие коэффищенты равнымн единиц, ибо среди элементарныхь 
преобразован! существують опералуя В) $ 50, соотоящфя эъ умпожены 
`влементовъ строки или горизонтали на постоянныя чиела, 

И ‘мы приходимь къ теорем: 

Веякую Х— матузи -ао порядка 5 1-оя0 раниь мозено при по- 
мон элементарное операц зиивести къ виду (3} причем воякй то- 
линолю В ())`будеть имтить равный едичиииь кооффизиенть при старшей 
степени и кромль тою фунищя |() будеть дъямтелем ру1(®) при а = 
=1,2,8,... #1. 


Видъ (3) будемь называть норлиьиыимли видомъ матрицы. 
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НензмВняющуяея, кавъ было въ & 52 доказано, при .злементарныхь 
преобразовашяхъ величины 0%) опредфляютен, очевидно, по формул 


ра) = ®уВО. ... 10. 


Теперь мы ныфемт зов данныя для локавательствь поставлелной 
выше теоремы: 

Необходилиыив и доспиипомныхмь уоловемь эквивалентности, двух 
»— матрицз являетел: Т) одинаковый роль т и 9) обийл велитины 
2.0, 2.&}, ... 20,0}. Нвобходвмоеть теоремы слфхуеть изъ ‹ообраг 
жен $ 52. Въ достаточкости же теоремы можно убЪлитьсл таживмь 0б- 
разомъ. | 

Предполагая у обфихь заданпыхь матрицъ одинаковый рангь ги 
одинаковые хфлители миноровъ 


0) 24, 540), ... 20), 


приведем обЪ матрицы въ нормальному виду. 
Тогда, на основаши существовая одинавовыхь выражешй (1); бу- 
демъ имЪть 


В) =А0) 
вов =вО) 


Откуда получйемь 1/0.) == А(»), т. в. 06% `заданныя матрицы им%;- 
ютъ общую нормальную. Кажлая изъ заданныхь матрииъ эквивалентяй 
съ общей нормальною, слёховалельно, оп эквиваленены. между с0б08, что 
и требовалось доказать, 
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На’ основаши соображенй $ 56 функши #1(%), 2%) ’... 20.) назы- 
заютея знаатантноии, аноюиливлями Класоь эквивалентныхь мелжду 09- 
бой матрицъ. у 

Пусть 2-0) есть по прежнему общуй нанбольшй дфлитель  вовхъ 
спредлителей порядиа » заханной ) матрицы ранга *. Линейные мно- 
жителя 


. . и 
Аа, Аа, ^—а",..., 


тд а, @', а", суть кори 0.0.) = 0 называются линии мнобилителлоги. 
матрицы. 
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Пусть 
ПА) == 8) а"... 


ниваравтные множители матрицы 9 ранта ®, для которой воЪ различные 
межху собой линейные ‘множители суть 


а, в",... 


Тотда, слЪдуя ев а35'у, мы называемъ элеженталяьсии дьмите- 
мями матрицы У т изъ величин 


а, (а ,... ба 


ау, бра, вв)" 


е. 


ие 2.” не й ‚// +" 
а, а, .., би, 


которыя не приводятея къ единиц», 
Очевихно, что вен. 


$ 58. 


Нокажемъ нь примфръ вычнолеше элементарныхь двВлителей. 
Возьмемь матрицу 


р и оо оо | 
1 отаьо... о 0 | 
| о ба. о 0 | 
и | 
по о обо. лав 

‘оо 00.0 а 


у которой Матональные элементы суть Х — и, в6 же остальные элементы 
пули, 38 коключешемь зленентовь ®, 65, ... бы, лежащихь непоеред-. 
ственно выше магональныхъ. 

Въ этомъ случаВ опредфличель матрицы будетъ 


ро); 
далво ы 
2.) = 


— 186 — 


ибо, если мы отброенмъ первую (лЬзую) колокиу и послФднюю (нижнюю) 
торизонталь, то получимъ матрицу имющую постоянный опредвлитель 


5... 


значить, у заданной матрицы существуеть единственный элементарный д%- 
литель 


(\—а)*. 


$ 59. 


Изложенная теошя элементарныхь длителей можеть быть обобщена 
п перенесена на матрицы другого рода. Тамь налримфрь, можно разема- 
триваль ‘матрицы, элементы которыхь суть цлыя функщи оть’ миогихь 
независнмыхь перемфиныхь. 

Для теор чисель особенно важны изслховашя }— матриць съ 
цвлыми коэффищентамн, а также когда элементы матрицы не цВлыя 
фунюыши, а цфлыя числа, взятыя изъ нфкотораго поля, 

Для желающихь ближе познакомиться съ этой важной хеортей можно 
порекомендовать: Вбейег. ЕшЁШтате дь бе Вблеге АвеБга 1910. Ми, 
"Тавоце пой Апуепаиюе 4ез Шееуфатг феШег. Васдтами. Ге АгИтаеМК 
Чег Очадгаивелет Роге 1898. (7змевот АБзевойй. Ямейез Кар!е]). 


ГЛАВА. 


Теор1я подетановокъ. 


Поняте о группЪ. 


$1. 


Мы положимь въ основу нашихь дальнфйтихь изелфдованй поняме 
о тавь называемой зрутиь однородныхь предметовъ, поняме, давшее воз- 
можность облизить самыя разнородныя части математики. 

Формулируемъь поняме о групп$ въ его современномъ самомъ об- 
щемъ видф. Разомолривается совокупность 9 ифкоторыхь однородныхь 
предметовъ. Эти предметы могуть быть самой разнообразной нрироды: 
числа, формулы, аналитичесня опералуи, геометричесыя фигуры, механи- 
чесыя движешя и т. д. Число предметовъ совокупности ЭЛ можеть быть 
кажъ конечное тажь и безконечное. 

Установимъ понят!е объ операли сотоставленя или помтозицаи пред- 
метовъ совокупности Э. Иредположимт, что указаны правила, по вото- 
рымъ веявныъ двумъ предметамь А и В совокупности ЭХ сопоставляемъ 
иЪкоторый опредфленный предметь С той же совокупноетн. Тажое вопо- 
отавлен!е будемъ обозначаль символическимь равенствомъ 


АЖВ=С, 


тлф знакъ ж веть знаюъ композищи, которую будемъ иногда называть сизи- 
воличаскимь умнознещема. Композицию будемъ предполагать, вообще го- 
воря, хБйетыемъ не перестановочныеь, то есть будемъ считать два, ре- 
зульталь комповиши 

АЖВиВЖА, 


зообще товоря, различиыми. 
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Опредълене уруиты. Группой пазываетоя волкал совокунность 9 
эредметовь №, обладающал сльдуюцуилиь четырьмя своботвали: 

Т. Композиия волкияь двуть предметовь совомунноети @ давтф ‘иред- 
меть той оке, совокупности. . 

И. Комтозиия предметовь совокуйности С обладаета сочетатель- 
зиылее (ассоцативныяеь) закопомь 


Аж (ВЖ0)=(АжВ) ЖС. 


Ш. Существують въ совокутюсти @ предметы Г такою вида, чипо 
для велиоло предмета А изь совокупности С имъетз мтетю. равенство 


Ажт=А. 
Предлиить 1 ность назволие правой единицы грузы. 
ТУ. Дая нькоторой отредъленной ивз вдиниць Ги для всяжею тред- 


лета А совомупности С существуеть в5 совокутности @' друюй пред-, 
леть Х, удовлетворяюний равенству 


АЖх 


олементь Х човито назвае праваго обратнаго относительно А. 


2. 


ро 


Предметы, входнийе въ соетавъ группы, новять назвае вя эде- 
нентюв5. у 

Если число рлементовъ труппы конечное, то группа называется хо. 
мечною, въ обратномъ случаВ безконечиою. Число элементовь конечной 
труппы называется ея порядком. 

Можно доказать, что данные въ предылущемъ параграфЪ четыре по- 
отулата 1, П, Ш, и ГУ, опредьляюще группу, яозавясимы между собой. 

Не имя въ виду излагать полную теорно групиь, мы остановимся 
только на. самыхъ важныхъ. свойствахт груплъ. 

Покажемъ прежде веего, что сушествуеть только одна единотвен- 
ная единипа въ групи. 

Допустимь существоване двухъ единииь 7 и 1;:, пречемъ единица, 
1 есть ты, которая требуется въ постулат® ТУ, 

На основаши постулата ГУ можезь единицВ 1; сопоставить элементь 
_Х такой, чтобы было | 


(1) пжхХ= 


Умножая въ омыслф композищи это равенство слЪва на ДД, получинъ 


жж Хх = 


*жЬ 
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откуда 
(2) жд жх= 


1ЖТ, 
но Ги Д единицы, елфдовательно, 


ЖЬЕА, ЖТЕЦ, 


н равенство (2) даеть 
1Жхех, 


откудь сравнивая съ (1), получимь 
Т=А. 


Понажомь, что единствониая -празая одиница, Г есть въ 10 же самое 
зремя и лЬвал. Положимтъ, что 
{1) ТжА=В. 

Докажомь , ято В=А. 

Возьмемь для А правый обратный элементь. У и умножимь на него. 
справа равенство (1) 


тд, 
@ АЖУЕТ, 
получаемь, 


ОЖАЖЕЕВЖУ, 


1%*17=Вж?, 
Сравнивая съ (2), получимъ 
АжР=ВжЖ У. 


Умноая послфднее равенство справа на элементъ обрадный У’, по- 


лузимъ 
. а=в, 
что н требовалось хоказать, . 
Покажель наконецт, что’ правый обратный элементъ есть въ то же 


самое время и лЪвый обратный, то воть, что равенство 


(1). у АЖХ=т 
влечеть за собой хакъ слЪдетые 
(4) ХЖА=Г. 


Вь самомь дЪлЬ; умножая равенство '(1) слЪва на Х, получимь 
ХжАЖхХ-=Х, 


и, нахонець, умложая справа иа элементь обратный Х, получнуъ равен- 
етво (2). ° 
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$3. 


Резюмируя сказанное, мы замфчаемь, что въ груни® сущеетвуетъ 
всегда единственная единича; ее мы будемъ обозначать черезъ 1. 

При свмволическомь умноженш въ смыслВ компознши элементовъ 
труппы эземелты, равные единоць, можно пропускать 


1Жаж:ЖВЖОАЖВЖ С. 


КромВ того для воякаго элемента А существуеть въ групп зле- 
менть обратный, которой мы будемь обозначать знажомъ 471, причем 
можно будеть писать 

"АЖА-=1, АЖ А=1. 
Цетрудио убздиться, что обратный элемент вдикотвенный. 
Обратный элементь для обратнато есть первопачальный, т. е. 


(А. 


Нетрудно видФть, что для группы рЪшалотея всегда уравнешя пер- 
вой втенени 
АЖХ=В, УЖА=В, 


дв Ан В заданные элементы, а Х элементъ иокомый. Мы получаемъ 
Х=АтжЖВ, У=ВЖА 


Голи для воякихъ двухъ элементовь группы имзоть Фото переста- 
овочный (коммутативный) законъ композини т. е. 


АЖВ-ВЖА 


то група, носить назвал!е абелевой или поммупиипиеной. 

Оставляя въ сторон абетражтную теорию грулиь, мы пнерейдемъ 
хъ группамъ ковкретнато вида, которыя даются разсмотрымемт, тажь на- 
зываемыхь, похотановокъ. Для желающихь познакомиться съ абстрактной 
теорей групть, лезависящей оть природы ихъ элемеятовъ, можно поре- 
хомендовать прекрасное сочинен!е моего ученика О. Ю. ПТыикта. Аботракт- 
ная творя группь. Каевъ 1914 г. 


Основныя свойства подстановокъ. 
54. 
Равсмотримъ различныя неремфщен:я (региииёа 1018) ® буквъ 


а, 6, е,..., В, 1. 


, 


о — 


Изъ элементарной алгебры извфотно, что`чнело тазихь перемвщенй 
воть 


Обовначимъ эти перемщеня буквами: 
А, №; 4, ..., Ав. 


Булемъ навываль тодслиюновкою (зоо) операщио, востоящую 
въ переходф оть одного какого-нибудь перемщешя 4; къ другому 4», 
причемъ будемь обозначать эту подетановву символомъ 


(*} 


Будемъ называть 4; энаменоилнелеме подстановни, а Дх вя числиие- 
ель. 


Нетрудно видёть, что одну и ту же подетановку можно писать раз- 
личными символаын, причемъ можно писать различные знаменатели. Тогда 
числитоли должны также соотвЪтетвенно‘ измфняться, ибо знак, подета- 
иовки донженъ указывать, кахою бухвою замфияется каждан буква зна- 
менателя. Порядокъ же буквъ въ знаменателВ вполн$ произволенъ. 

Такь, напримфръ, слБхующ!е знаки выражають одну подстановку: 


(: (.:°) ВИ 
160!’ \ва6 д)’ \9Вае/” 
Очевидно, что всякую подотановку можно написать тажь, чтобы зна- 


меналелемъ было данное перемфщене, напримёръ 4%. Тогка различныхь 
подстанововъ будеть только №, и вс он могуть быть предотавлены тань; 


(.) (,) (+) (.) 

‚ , 2-е) . 

о!” АА’ Чо 4 

тв (*) есть такъ пазываемая: зозодественияя подетановка, состоящая 


о 
въ томъ, что порядокъ буквъ перемфщеня не мфняетея. 


$6. 


Что касается до символа подстановки, то мы будешь разсматривать 
приведен! ого къ простЬйпему виду, причемь лодъ простЬйшимь видом 
будемъ разумть тажой, въ которомъ пропущены во буквы, не изифня- 


— м2 — 


ющяея подетановкою, нли, другими словами, занпизлошфял одни и т$ же 
моста, въ чиелителВ и знаменалел В. 
Такъ, напримръ, для подстановки 


ве) 
и 


ъ 
(17), 


ибо буквы &, 9, { не мВияются. 


простфйшимь впломъ будеть: 


$7. 


Введемь поняые о промзведеми хвухь подетаповокь: 


$— (+). т в . 
Аб 9 

Вудемь называль произведешемъ двухъ подотановонь третью, которая 
птронзводить тавую перемфну въ расположеши буквъ перемфиеня, какую 
проязводять об подотановии, олна за другою произвеленныя. 

При разомотрвнш пронзведещя двухъ подотановокь приходнтоя ука- 
зывать, въ нажомъ порядкВ эти дв подотамовкн лолжиы одна за другою 
олъдовать, ибо, вообще гозоря, произвележе двух подетанововь зависнтт, 
©ть порядка перемножешя. 

Напримръ, двф водозановки: 


сад 
5.— , 

абеде, 
еремножениыя такимь образомъ. что первою совершастея подетановка 
8,, дають результатъ: 


97ведеь 
о 


Перемпоженныя же зъ другомъ порядьз, он додуть произведоше: 


ефдеа 
Зафед „). 
Произведоне двухъ подотанововъ мы будемъ обозначать такъ зе, каз 
и алгебранческое. произведеше, ио только съ услошемь, что анакъ, в00х- 


Втетвующуий подетановеь, совершаемой спачаль, бухемт, писать палёво 
ть знака другой. 
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Тавь, напримвръ, произведен! 


А: \ ГА. 
87 ( ‚) 2 
4 Аб 
должно быть пояймаемо въ такому” смысл, что лервою дозжиа быть про- 


изведона подотановка 8, а затВмь уже Т, 
ели двЪ подотановки би Т таковы, чо будетъ 


79=Э8тТ 


й 


20 он называюсся обрамемыли, или команутиитаютылиь, 
Такъ, наприм®ръ, если дз подотаяовки Ги 5, приведенлыя къ 
простёНшему виду, ие. имЧлоть"общихъ букзъ, то оиф, очёвидно, обратимыя. 
Если мы разсмотримь иеколько подотановойъ: 


в, ТП, Т,..., 
то, согласно сдъланному условпо, произведене: 
ЗТОТ... 


должио пониматься въ томъ смысль, что сначала похотановка 5. умно- 
жается нь Г, полученный результать умножается на И, новый резуль- 
тать на Т, и таль дьлве. 


$8. 


"Вели вв перемиожавыыя подозановей одинаковы, и число ихъ в, 
то произведеле называется -тою степенью подетановки и обозначается 
знаком 

5. 


Если одна нзъ перемножаемыхь подотановокь есть тождеотвенкая 


(4) 

; 

4 

то знашъ, соотв тетвующй ей, можеть быть въ произведен нропущенъ 


ибо эта подстановка не мфняеть букьъ, и мы имфемь право считать ее 
равною единиц, хо веть 

( 

Ас 


НБаконець, приходится условиться считаль оимволь 5 равнымъ еди- 
0, наковь бы ни была подотановк 5. 


`инцВ при в 
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Пусть 6 будеть ифкоторая подотановна. Напишемъ ‚рядь ея стопе- 
пей, начиная съ нулевой, 
(1) 1, 8, 5, 5%... 


Такъ кежь общнее чиело различныхь между собою подотановокъ ко- 
печное (именио, разное №), то въ ряль (1), хоеталочно далеко продол- 
женномъ, холжна повториться одна изъ предыдущихь подетанововъ. 

Положимъ, что получается: 5*+ == 5%, пли, что то жо, 985“ = 5ь, 
Отеюда слфлуеть, что подотановка 5” не шёняеть переотавляемыхь бунвъ, 
то есть она веть не что цное, какъ тождествонная, именио: 


[в] 5 


Возвыщая равенство (2) въ икоторую произвольную степель 4, по- 
лучимь: (5')3—1, или 5“==1. Далфе, умножая на 5”, получныъ, если, 
* цзлюе число, 

(3). ви 5", 


Отсюда мы видимь, что рядь постанововъ (1). перодачесый, и что ие- 
рюдь состоять изъ подотановокъ 


(4) 1, 5, 82, ... 87 


Нетрудно видфть, что подотамовки (4) будуть воЪ различны между 
собоН, если » будеть наименьшимь показателемь, при которомъ нифеть 
м%ето равенство (2). Въ самомъ дл, разенство: 58.4 = 5: въ пред- 
положеши числа м --: меньшаго, чЪмЪ у, влекло бы за в0бой 5% =1, 
что невозможно, ибо у) «о. Итакь, будемъ называть зорядкомз подета- 
новки наименьций показатель у, при которомъ 5°=1. 


Другими словами, порядокъ подстановки показываеть число разъ, 
которое нужно деремножить подстановку, чтобы прти къ первоначаль- 
пому перем щенйо. 


$ 10. 


Условимея распространить равенотво 5”+9 == 5* на отрицелельныл 
значешя показателя г, Опредвлимъ отрицательную отелень б-" подота.- 
новки равенствомъ; 5—^ == 84-", При т==1 можно взять 9=1, имы по- 
лучаемъ: б—1= 5—1, 

Подотановки 8 и 5-! дають въ произведени единицу и называются 
цоэтому обранииыии одна отпосительно другой. 


Очевидно, 910 вели 


то будоть имфть мёето формула: 
5==( . 
Ау 
зн. 
Теорема. Если порлдокь чодетановни 9 веть у, то порядокъ од- 


ы зы д :ы 
становни б® будеть у здъ 0— общйй наибольший дълитель чисел зи р. 


Дйствительно,. хля нахожденя порядка подстановки б* необходимо найти 
даименьюее число 2, при которомъ (5*)*=1, или 527 —1. Мы видимъ, 
что рф должно быть числомъ, кратнымь порядка > похотановки, то ееть 
Ш ==4, РАВ 4 ифлое число. 

Отсюда 


8 общ нанбольний хблитель чисель № ну. 


Очевихно, что наименылее значене для х получится пре а 


<= 
: 


: у 
равно |. 


Воли числа № и у взаимно проотыл, то 0==1 и, олфдоветельно, по- 
ряховъ подетановки Р-= 5 равень , то есть такой же, вакь у подета- 
новки 5. 

Нетрудно убЪфдиться, что въ этомь случа чодетаковкт 


1, Т. 12 1%,..., Ты 


тавля же, какъ и въ ряд (4) $ 9, но порядокь ихъ будеть иной. 
Нехрудно указать тавов чиело я, при котором иметь мото ра- 


венство: 9 = 7*. Въ самомъ дЬлЪ, разложимъ дробь . въ непрерывную 


2 
и обозначимъ предпосябдиюю подходящую черезъ у. Тогда, кажъ извфотио, 


будомъ пмЪть: 


10 


— 146 — 


Отсюда получаемъ: 
уу ===Е1. 


Если мы соотвфуотвеннымь образонъ подберемь знаки чиволь 2 ну, 
то`эти числа будуть удовлетворять равенству: 


0) 2—5 


Нетрудно зидЪть, что и обратно возможность удовлетворить равен- 
отву (1) цёлыми значевями 2 и у влечеть за собою, кашь слФдотвйе, что 
числа р и у пзалмно-простыя, чакъ кажъ очевидио, что эти число, не могутт, 
ныфть общего дфльтеля, отличнаго оть единицы, ибо на этого общаео кВ- 
лителя должна была бы дфлаться вторая часть, которая ==. 

Если числа р и у имфоть нфкоторало общаго дфлителя 8, то оче- 
видно, что всегда можно найти тажёя числа хи у, что будеть 


рх—эу=8. 


Итажь, возвралцаясь жъ нашей задазЬ, нредположимъ, что мы подо- 
брали чноза 2 и у удовлетворяющеми равенству (1). Тогда имвемъ: 


З-и— 9. 


На 


Сяфдовательно, имВемъ: 


Разлонен подстановокъ на циклы. 


$ 12. 
Пусть будеть 
е Доза ве... 


охко изъ перемвщенй заданныхь и бузвъ. 

Гели вычеркнемь букву а, запимающую первое м%ето, и перемфотимь, 
ве, помфотивъ направо оть послБдней буквы ?, то получииъ новое пере- 
ыфщене: 


Раземотримь подстановку: 


41 — т) 
(,) [р ь 


д т — 


Чиобы выполнить эту подетановку, достаточно раздфлить окружность 
круга на я частей, написать въ точкахъ дВлеюя буквы 


а, ей 


10 порядку и замвнять каждую букву слдующей за нею въ одну оторону 
вдоль по кругу. Другиин словами, расположег!в 4, буквъ получимь изъ 


. 1 й 
раеположеня 4, поворотомъ окружности на я ‘часть 2 Поэтому . под- 


сталовка, которую мы разоматриваемтъ, называется хруювою, вли цилеломь. 
Очевидио, что горядокъ круговой подетаяовкн равен числу ж буквт, 
хоторыя эть подотановкь перемфщаеть, ибо поел и поворотовъ хруть 
вовврашаетоя въ первоначальное свое положене. 
Разсматриваемую круговую подетановку мы будемъ для сокращешя 
обояналать знакомъ 


и, в,...: №, 1), 


тдЪ въ скобкахь написано то’расположеще буквъ, въ которомъ он сл$- 
дують вдоль по кругу. Первая буква послёхняго обозначеня круговой 
подотановки произвояъна, хо есть ту мо самую подетановьу мы будемь 
обозначать знажами: 


фен, Ба), Ба, 8), 


причемь можемъ ‘начинать съ любой буввы, лишь бы расположене возхь 
буквъ соолвфтотвовало ихъ чередованНо на круг въ. одну и ту жё сторону. 
Цикиь, состоящй изъ двухъ буквъ, 


(а, 0); 


будемъ пазываль ираиспозиией отихъ букзъ. 


$ 13. 


Теорема, Г. Еаждал подетановка, если ом ие крузовая, веть произ- 
зедене зтеколунить. круовыть, нв чзныощихе общить букве, . 

Пусть 5 будоть н5воторал подетанолка. Беремъ оду изъ буквъ, пе- 
ренъщаемыхь этой подстановкой, напрамфръ а. Пусть эта бугва замЪ- 
ляетея ибхоторою пругою $. Пусть затВиъ буква $ замЪняетея буввою 
сп тавъ далфе. Продолжая слвхить за ряхомъ послЪдовательныхь бухвъ 
а, 6, с, ..., ивобходимо дойдомь, навопень, до такой буквы /, ноторая 
замфняетоя порвой буквой а. 

Получаемъ тацныь образожь цикиъ: 


ба, В, е,..., А). 
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Если этвмъ циклом исчерпываются в0$ буквы, неремфщаеныя полоха- 
вовкой 9, то сама подстановка 5 есхь не что иное, каюъ круговая С. 
Если же подотановка 8 не круговая, то пикль Сь но иочерпываеть перо- 
мВщаемыхъ буквъ. Беремъ хакую-нибудь изъ остельныхь буквь и, опе- 
рируя но прежнему, составляемь новую группу буквъ, образующихь ио- 
вый цикль бу. . 

Продолжая далфе выдфлеше цикловь, исчерпаемъ, пажонець, зеЪ. 
буквы подотановкя 9. 


Получим: 
5 == 00:0: ..., 


то есть, требуемое разложене пототановки на циклы. 

Очевихно, что множители въ послЬжней формул могуть быть нере- 
м+Ьщены. 

Наприм$рь, подстановка, 


ее 
абедерой 1, 


раскладывается на слфдующ диклы: 


= (а, А, 9), Ъ, 1, ве, д, Г, Л. 


Если подетановка 9 не измфняеть ифзкоторыхь буквъ, т0 эти буквы 
не зхолять въ простёйшес выражеше подстановки и, слдовательно, по’ 
входлть тажже въ разложеше по пивзамь. 

Иногда желательно не терять изъ виду этихъ неизмёняемыхь под- 
стаковкой буквъ. Тогда является полезкымь разематриваль циклы изъ. 
охной буквы, напримфръ 


(@), 


причемьъ знакодть (а) указывать, что буква не мФняетбя. 
Тогда, напрямфръ подстановку 


8— осваер 
= (. феде й 
можно переписать тавъ: 


8=(е, 8), вер). 
$ 34, 


Теорема П. Порядоко подстановки есть наименыиее ирайпиое поряд- 
06а ся уиклове. 
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Пусть будеть 
5 = 050.6» ..., 
тдЪ Са, Ол, Са, ..,— цивяы. 
Тогда, обознамая черезъ у поряхокъ подеталовки 9, получнытъ: 


СобРбх. .. = 1 


Тожь какъ циклы не лиЗоть общихь буквъ, то изъ предыдущаго 
равенства вытекають, какъ необходиныя влёдетня, сиёдующя: 


Су=1, бет, бр 


Отеюдь слфдуеть, 90 число > должно быть кратнймь порядковъ 
зевхь цикловъ. 


$15. 


Будемь называть подотановку правильною, вели порядии вобхь вя 
цивловъ одинаковы, и неиравильною въ обратномъ случа. 
Напримфръ, подотановка 
орева 
( =, 2, 806, Г, 6) 
аредер 
сть правильная. 
Подотановка же 


о 


м +) ©е, в, 9, 9) 


хелравяльная. 


$16. 


Теорема 1. Сляенень р. хруовой подставок порядка у воть сама 
"нруовал подетоновка, вели р и у— чиела взаимно-простьыл. Еоли, оее р. 
в у илимоть общело множителя 8, отлимнайо отть единицы, тио Я будеть 


3 
зравильная подстановка ‘изв В цижлове 90 з бунез оз казюдомз. 


Бь самомь дЪлЪ, расположить буквы круговой подстановки 5 вдоль 
тю кругу. Того подетановкь 9* будоть соотвВтотвовать повороту круга, 


2 
на уголь в--. Будемь раскладывать эту подстановку на циклы. Начнемь 
съ какой-нибудь буквы, находящейся на нЪкоторой точкф вруга, Эта 
р . 2" 
буква замфнявтея другою, ототоящей на разотояни: в-- по дуг крута. 


Это, послфдняя замфнена будеть новою, находящеюся оть первой буквы 
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на растоян: в--?. И тавъ далфе. Нажонець, мы прИдемь къ перво- 
: й 2 

начальной буввё, ногда въ выражен: вт (8106 чиело д будеть на- 


2 
пменьшее, кри которомъ чисхо: вуз сд»лается кралностью 2, хо есть, 


2= а 
хогда будеть: в 42=. Ототда видимъ, что чноло х прАИдетел искать, 


`какъ нанменьшое, удовлетворяющее равенству: ру ==%9. Ца осповаши со- 
ображенй, иряводенныхь въ & 11, замфчеемь, что искомов зкачен!е х 


есть 5 откуда слфдуеть справедлипость теоремы. Если в и у— чкола 


взаимно-простыя, 9—1, и подотановка 9 .есть круговая. 
Прэмфръ: 
8 =(а, 6, е, де, Г) 


5 — (а, с, е) 6,9, р) 
а, 8%, 6, Г) 
54 —(а,е, 6)(6, Е, 9) 
95 = (а, Ре, д, с, 6) 
5—1. 
Въ это таблиц мы получили круговую подоталовеу только дия 


пятой отепени, ибо 5— единственное число, кромЪ 1, меньшее 6 и взаимно. 
простое съ нимъ. 


$ 17. 


Теорема 1. Правильная подетановиа веть степень чткоторой кру- 
з0в0й (теорема, обраткая предыдущей). 


Въ самом дл, нетрудно убЪфщиться, что правильная покотановна 


8=(и, Ы, -.. 9, №, 


› 98)... м, И,..., 9). 


В У 
составленная изъ 0 цикловъ по из буввъ въ каждом, есть степень @ та- 


кой круговой пототвиовии у буннь: 


С (а, аа, аз, ... би, би, 6, ба... 6, 1, 9,5 8), 


хакъ что 
9 = 0. 


— 5 - 


$18. 


ДеЪ попетаковки мы будемь пазывать подобными, евли он состоять 
изъ одинаковаго чиола цивловъ, причем порядки этихь пикловъ въ 0о6%- 
ихъ подотановнахь предотавляють одну и ту-же онстему чиселъ. 

Напримфрь, подобны подстановки: 


(&. 5, 69, (К), 6, е, ГХа, ад). 
$ 19, 


Теорома У. Боль 8 и 5’ суть деъь подобия подетатовки, зпо-вуще- 
ствует тажал подстановиа Р, чипо илмъеть мото равенство: 


(1) 9’ = 9Р; 


% обризтно, еожь сущентауать подвтановка Р, удовлетворяющая преды- 
дущелиу равенетву, то 9 в 5' подобныя подетановти. 

Нолишемь 06% подотановии Я м Я’ разломенными ка циклы (съ 
указашемъ цикловъ изъ одной буквы) одну подъ другую тажимъ образомъ, 
чтобы подь каждым цикломъ одной подетановки быль нашисань цивлъ 
другой, соотояний изъ того-же числа, буквъ, 

Тогда, еель мы пропустамъ окобки въ циклахъ, то получимъ два 
перемфщеня изъ и бунвъ, написанных охно подъ другимъ: 


(2) ав... 1, 
(8) шые. 


тдф буквы (8) суть тВ-же, что и буквы (2), только написанныя въ другомъ 
порядкЪ. 
Тажь нажримВръ, хля подетановокъ: 


(@, 6, 2)(0, Г), 
(фе, Ре, а) 
перемБшеня (2) м (3) будуть таыя: 
аредер, 
иреде]', 


тАЪ 
6, Ге, с'р, де, ива, ['=д. 


Букемь разематриваль подотановку 2, состоящую яъ зам я каждой 
буквы ряда (2) вботвВтотвенною, стоящею зъ ряхб {3). 
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Принимал обозначене (3), можно окёзать, что подеталовка Р состоить 
въ добавлен къ каждой буквВ значка. 
Будемъ разематривать рядъ перемв щен: 


а, В,... 


Пусть онф при помощи подетановки Р обращается въ рядъ слфдую- 


щихь перемфщен!й: и 
а’ В,.... 


Тогда очевидно, что похотановку Р можно налисать въ одномъ изъ 
елфхующихь видовъ: 

(4: (5) 

д В 


Нетрудно видфть, что еели одка изъ двухъ подотановоки, воть: 


з-() 
то другая подотановка будеть: 
=) 
4 
На очевидно, что вв 
9) 
Далфе имфемь: ) ы и 
Е ‚В! 
(=> 
откуда 4 в | 
6-> 
Получаемь;: 
5' = Р-ЗР. 


Тавииъ образомъ мы нашли подотановку Р, удовлетворяющую равен- 
ству (1). 

Обратная теорема таже справедлива. 

Въ самомь дЬлЪ, обозначая через 5 произвольную подстановиу, 
а черезь Р одну изъ равновильныхь: 


А" #0 
(4). (5). 
состоящую въ замётЬ ряда букв (2) рядомъ буввъ (3), получаемь изъ 


равенства: 
8' == Р-5Р 
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5 (4) (4) в) 
ААВ А" 

Отеюка, видимь что подстановка 5’ будеть иодобна подотановьЪ 5, 
нбо происходить изъ этой послфдней черезь замфну буввъ (2), паходя- 
щихся въ пиклажь, буквами {3). ` ‘ 

Слъдотые. Два произведеня: 7’ и ТЯ двуть произвольных подета- 
новокь суть подетоновки тодобныл. Въ самомъ дЪлВ, обозначая: 5Т = Р, 
78 =@, получимь. изъ второго равенетва: 9 == 7). Нодетевляя въ пер- 
вое равенство, получимь: Р==7-1097Т, откуха олфдуеть, что подотановии 
З и Р подобныя. 

Напримвръ, раземогримь дв подетановки: 


5==(а, 3, е, 9) (в, №). 
Т= (а, Ъ, в) (д. в, Г). 
ВТ =(а,е, 6.09. 6) (7), 
19=(@, 6.5, 9, Р@. 


гакое; 


НПолучимъ 


$ 20. 


Мы вихфаи уже два прьмфра обратямыхь подотановокъ, а именно 
таковы стонени одной и той же подотановыи, а текже подстановки, не 
зывюныя общихь буквь. 

Обратимся теперь въ разомотрфнио самато общаго вида обратимыхь 
похотанововь, Нели двВ подстановки обратимы, то имфеть мфето равеч- 
ство: 18 = 57, илн 5 == Т-19Т.. Но мы видфли, что пожетановка 7—19Т 
выводится изъ подотановки 5 черезъ производетво подотановки Г’ въ пик- 
лахъ подотановки 9, 

Послфднее равенство показываетт, что похобное преобразоваше пох- 
остановки © при помощи подотановки 7 не должно въ этомъ случа м#- 
нять этой подотановви. Олфдовалельно, подоталовва, 7’ должиа производить 
только слёдующее перемфщеше букв: 

перемфщеше дикловъ охинановаго порядка подстановки 5 одного на 

мото другого и 

проетое перем жене буквъ важдаго цикла, состоящее изъ передви- 

жены какой-либо буквы на первое мфето безъ измфнешя послЪфло- 

зательноети буквъ. 

Напримфрь, если задана подетачовна: 


8 = (а. 5, 6), в, Ро. 9@®) 
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и мы эту ке самую подоталовку подпншемъ подъ нею по правиламтъ, ука- 
заннымь выше, допуская при этомь только измВнене расположешя пи- 
ЛОВЪ СЪ ОДинаковымЪ чиоломъ буквъ, & также изыбневше первой буквы 
Цикловъ, то новый видь подстановки, наприизръ 


(9, в, ЮФ, с, ад, 9)@), 
приведегь вт, подотаповюь: 


ты 
афедегой #)' 


которая будеть обратима, съ заданною. 


$21. 


Покажемъ теперь, что каждую Яодететювну можно предотавить, 
жакз произведене транспозиий. 
ЗВозьмемь произвольную подетановиу: 


5=(* О 
абв... 1’ 


дв е,.. Е Е иное первызщенше буввъ: в, 6, с,... №, Ё. Умно- 
шимъ подетановку 9 на транспозяцию ($, #). Тогда, въ произведен: 5' = 
—5(1, Р) буква Г ке перем щается и, слЬховалельно, подетановка 5’ пе- 


ремзщавть и — 1 остальныхь буквъ: а, 2.6, .... Й и можеть быть на- 
писала, тавъ 
и... и). 
96... Ё 


На, принимая во внимане, что (1, #}*==1, нолучаемъ: 
[6] Я=90, В. 


Умножая доле 9’ на транспозищию (#, 4"), пояучимь подотановву. 
8", перемвщающую только ®-—? оставияея буввы. СлФдовательно, вы- 
ходить: 9'== 8$, №И), откуда, на основаши равекотва. (1), получаемт: 
8=8(Ь, 50. №). 

Продолжая хальнёйшее преобразоваше подетаповки 5, предотавимъ 
окончательно подстановку 9 въ вид» произнеденя транспозиций. 

Очевидно, что такое разложеше можеть быть произведено не однимъ, 
способом. ` 

Докажемъ, что если ту одном способ разложещл мы предетавилмь 
подстановту въ видъь промаведети четнито (нечетнато) числа траметози- 
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Ц, 110 в при, друомь стовобь разложеня полуиимь четиое (зечетное) 
уисло: мнореителей., 
Нредположимъ, что данная подотановка 8 разбита на циклы. 


Посмотрямъ, кажое вмяше на число цикловъ бухоть ипмфть умпо- 
еше данной подотановки 8 ва трапепознцию 


Т-= (а, Г) 
Равемотримь два случая: 
1} 06% буквы я вр принадлежал къ одному диьлу подетановкн 8; 


3) эти буквы принадлежать къ разнымъ цикламъ. 
Раземотримь сначала первый случай; пусть цикль, заключающий 
буквы транепозищи 7, будеть: 


Си, ве, д, , В. 


Нетрудно видъть, что С, посл умноженя на Г слфва, распадаетел 
ма два, цикла: : 


(9...) ВВ... 0) 


Итажь, транопозищя 7 разбиваеть циклъ С на 2 ковыхъ. Остальные 
же циклы транелозицит 7 оставляеть безъ перемфны. 
Обращаемел. теперь къ раземотрВийо случая, когда буквы транепо- 
зищи: 
Т-= (а, а) 


принадлежать въ двумъ разльчнымь циклажъ: 
Са... у, би, 40 Ю). 
Тогка, имфемь: 


Тоба, а Ь,..., 9). 


Пругани словами, тралепозыщя 2’ сооднняеть два цикла, ие изм$- 
няя ихъ. 
`  Предиоложимь, что подотамовка 5 соотонть изъ у цикловъ и`можеть 
бить представлена въ вид произведешя р. транепозинй. 

Тогда, умножая эфо произведеше на тралонозищи въ обратномъ по- 
рядиф, ийжемъ къ тождествоиной подстановив, имбющей я однобужвен- 
лыхь цивловъ (и чиело вофхъ буквъ). 

Получается, сльдовалельно, пробрфтеше в — у циклов. 

Но тавь какъ умноженное па каждую транепозицио должно соотв - 
ствовать пробрётове ила поторя одного цикла, то очевидно, что число {> 
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транспозицй, па которыя разиагаетея модстановка, можеть отличатьвя 
только на. четлое число оть числа п — у. 

Но чноло ®— зависить холько отъ чнела цинловъ заданной под- 
становик и не зависить оть мотода, разиожещя ся на трапепозиши, Отсюда 
слфнуеть, 50 высказанное утверждеше епразадливо. 


$ 22. 


"Теорема ГУ. Веъь подстановки 135 1% букву распадаклнея па дви рода, 
3135 которыло подстановти первато рода мозутз быйть разложены ча, чет- 
ое чивлдо транспозищ й двухз бунеь, подстамовии ке второю рода ча 
ечетчое. 

Нетрулно видфть, что вт, кажхомъ род залиночается одинаковое чнело 


1 . . 
подотанововь, & вменио > №, ибо умноменюмь па трацопознийо ваздая 


подстановка первато рода пероходить въ подотановку второго рода, и об- 
разно. 


0 группахъ подетановонъ. 
$ 28. 


Очевидно, что образуеть трушну такая совокупность подотановокь 
что важдыя кв подотановки этой совокупности даютъ въ произведении 
подетановку той же совохупности. 

Мы будемъ называть порядкомъ группы подотановокь число подота- 


ковокъ, образующихь труппу. Чшело % перемВщаемыхтъ буквъ мы назо- 
вемъ стененыю группы подстановокъ, 


$24. 


Вов М подотамовокь етененн л образують группу. 

Фунвии оть п буквъ, но мЬняющёлея при веёхъ М подетановкахъ, 
называются симметрическихи. Отсюда труппу вовхъ № подотановокъ на- 
зывають симметричвскою. 

$ 25. 

Нетрудно видЪть, что модетановти перовло рода, эквивалентия чет- 
ному числу перестановоко, образуюта ‘руппу. 

Разсмотримьъ такую функдю: 

(4, — 2), — #3)... (1 — =) 


{22—13 ... (2—9 
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отъ я независимых перемВнныхь: 
21, 2, 8, ...: т, @. 


Туть фупешя О м5няеть свой злакъ при транспозищи двух изъ 
числа и значковъ: 
1,2,. 


з п, 


п мы видимъ, что функшя О принимаоть два различныхь значенй-- 0 
и— О, причемь она . 
равна -- О при похотановкахь перваго рода 
и равна — О’ при подотановкахь второго рода 
Функщи, подобныя И, измЪняюния при подотановеВ неизвфетныхь 
только свой зпакъ, называются эножоперемьннылиь., 
Новтому група, подотановокь перваго рода, не мёняющихь функция 
0, носить назваше энакоперемюниой прут. 


$26. 


Укажемъ вще иримбры групть подстановок. 
а) Степени: 
1, 5, 52...) 5" 


образующуя пермодъ подетановки 9, собтавляють, очевидно, группу по- 
рядка у. 
Эту группу будемъ называть уикличеекою. 
. Ъ) Подетановки, оставхяюния безъ перехфвы # буквъ, образують 
групиу порядка: 
1, 2,3... (#—&) 


(число вофжь подотанововь, мБняющихь остельныя ® —-# буквъ). 
в) Похстановки, оставляюцИя безъ перемфны н$которую функатю, 
образують веегде группу. 
Напримръ, функщя: 
уаз 
оть четырехъ буквъ: 
а, 25, 3: № 


не мфвяотел при олзкующихь подетановкахь четырехь цифръ: 1, 2, 8, 4: 
1. (1, 2), @, 4), (1, 23, 5), (1,3) 0.4, (1.96, 3), (1,3, 2,4), (64, 3.5). 


Этн подстановки образуютъ группу восьмого порядка. 
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Изъ опредфлешя понямя о гришгВ подотановокь олёдуеть, ч10 въ 
жаждой груплВ должна, во первых, заключалься тожаественная подота- 
мовка, а во вторыжь, каждой подотановиВ групны должна соотвфтотвовать 
входящая въ эту труппу обратная иодотановка. Въ самомъ дЪлЪ, возъмемъ 
какую набудь подотановну 5 груплы; тогда въ труппу должны входать, 
очевидно, вс степени подстановки 8: 


5, 5 5#.. 


тЯВ у порядовъ нодстаковья 9. 
Италеь, мы видны, ЧТО 65 зрутим/ еходяие 1 м 8—1 — 9-1, 


$8 


Чсли двЪ труппы Г п @ таковы, что веЪ подотановки груплы @ 
входвть въ составъ группы Г, чо труппа @ называется дулинелемо групы 
Г’, или подзрунтой, у 

Теорема ТГалеталее’а. Порлдокь дьлилнеля С есть дълитедь порядка 
зрутты Г. 

Пусть в порядокъ труппы @, а т порядокъ труппы Г. Не прелпо- 
лагая дЪаитель @ тождественнимь съ Г, мы должны допустить, что 


ть. 
Разомотримъ веб р подотанововь группы @: 
{0 1, ба, ба, ...: би. 


Лав, кавъ ть, то среди подетановокъ грунпы Г будеть суще- 
отвовать, по крайкей мёрЪ, одна Т,, ие принвдлежащая длвтелю (7. 
Умножимь подетановку (1) справа на Т,; тогда получиме систему подота- 


НОВОЕЪ: 
@) т, 5, 51, бы. 


Ве$ подотановки системы (2) прявадлежалть, трупть Г и, очевидно, 
различны между собой, ибо равенство: 


ВЕТ, = ВУ, 
=95,, 


влекло бы за собой: 


чхо невозможно, ибо въ ряд (1) указаны различныя между собой под- 
становки группы @, 
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Дрифе, ни одиа изъ подотамовокь (2} не можеть входить въ составъ 
трупиы (1), нбо, допустивь обратпое, т. е, что 


В. = 8;. 
олучнии бы: . 
Т, =8715,, 


т. в. выходило бы, что Т, принадлежить въ групп% (1), ибо въ соетазъ 
труппы (Г) входить, на основан оказаннаго въ $ 27, подотановка: 


8-1. 


оли двумя снотемами (1) и (2) нсчерпань группа Г, то слёдова- 


тельно, 
° т— р, 
и теорема доказана. 
оли же м > 2, то должна вуществовать въ групиб Г подотановка 
Ть, ве входящая ни въ одну изь сибтемь (1) и (2). Умиожая справа: на, 


эту подстановну всф подохаловки группы (1), получимъ повую систему: 
{3) Т:, З.Ть, бЬТЬ. ..., Вы аТь. 


Подобно предыдущему убЪждаемсл, что подотановин системы (3) во 
различны между собой н отличны отъ подотановокъ грулпы (1). Нетрудно 
убъдиться, чго подотановвки (81 отличны тазиже отъ подетановокъ (2). Въ 
самомъ хЪлЪ, если бы было: 


ВЯ, 


то мы имфлн бы: 
= 18, 
но 8-19; принадлежать къ груш (1) в, слфдовадельно, Ть ирвнадле- 
кала бы къ сротежв (2), что противорфчить сдфланному предположению; 
Если тремя спотемами (1), (2), (8) нечернываетоя группа Г, то т==8р, 
и теорема доказана; если т>>Зр, то продолжаемъ разеуждеше дате. 
Очевидно, что мы въ конф концовъ получимь: 


(4) ть, 


тдз 4 есть цлое чибло, и группа, № разбавается па @ сотемъ: 


1,98 15 у. бы ; 
Тр ВВ УВВ бы} 
т, 9 9..8: 
9-1: 91-1, 8-1, Вы 
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Системы (5) будемъ называть сорлавенныаиь съ зрумтой (1). 

Нетрухно показать. что изъ сопрязкенныее сивтемь только одна 
зервая (1) веть зрупта. 

Въ самомь дфлЪ, если бы система: 


П, ЯТь ВТ, ..., бы 


была группой, то было бы: 


{ЗЕ Т)бЗЬТ.) = Э,Т., 
откуда 
ТЯ 8,, 
или, окончательна, 
9 9,5, 


т. е, подотановка 7; принадлежала бы къ дёлителю (1), что невозможно. 


Сопряженныя снетемы (5) предыдущаго $-а получились умпоженюмт, 
подотанововъ группы а справа на подотановки: 


1, 0,, №... 


узножетемъ на которыя сяфва получимъ разложене группы 7’ на вопря 
женныя системы слфдующаго вида: 


1,9. бы 

п 08 08, .... 9; 

бл. ба...) бабы 
$ 30. 


Очевидно, что веякая группа подотановокь предотавляеть дЁлитедя 
вимметрической трупцы, и, слЗдовалелрно. порядокъ всякой группы код- 
женъ быть дЪлителемь числа; 


№=1.2.3.4... 1. 
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Крюмр того. порядокъ группы долженъ равляться пратному порял- 
нову отлЪльшыхт. входящихт, въ еоставъ ея полотановокъ. ибо. ебли у 
будеть порядокъ подбтамовки 5 группы, то группа: 


порядка › будоть дфлитслежь разсматриваемой группы, и. слЪловательно, 
порядовъ грушым долженъ быть кралнымт, порядка 7 входящей въ нее 
подотановки 9. 

Если число п поремтщаемыть буказ простов то всяжая зрупта по- 
рядка п должна вовтоатиь изъ степеней крузовой подстановки этигь 
ов. 


Въ самомъ дблЬ, порядокъ каждой изт, входящихь въ группу под- 
становокь, будучи дьлителехъ простого числа, ®. долщенъ равняться или 
з или единаць; слфловатольно, грушиа должна состоять изъ степеней 
онной подстановки. Покажемъ. что эта подотаковва должи быть круговая. 

Тажь кежъ порядокь входящаго въ подотановку дивла должепъ быть 
длителемь порядка похстановей, 10 въ далномъ случаё у подстановки 
должны быть циклы очного изъ двухь порядковъ: 1 нян %; слФдовательно, 
подстановка должна собтоять изъ одного цвкло порядка в. 


$. 


Похстановки, обрця двумъ группамъ, образуютъ, очевидно, группу, 
воторая называется напбольнил общенмт дъллителель данные зрунтз, 
Пусть порядовъ групны будеть т, & поряхонъ ея дФлителя будетъ 
, причемъ 
= ды. 


ЦЪлов чиело 4 называется индексома дълненеля. 


0 дБлителяхь симметрической группы, 
$ 32. 


Одной изъ наиболве важныхь по приложенямъ шь элгебрв задать 
чеори грунпь подетеновокь, явчястся задала нахождевя везхъ групп. 
подсталовокъ пзъ деннато чнола буквЪъ, или мначе. задаче нахождешл 
вовхь ифлителен симметрической группы. 

Таегалае и посл него рядъ выдающихся матемалвковь занимались 


эжой залачей, о. несмотря па пхь усшия, ло опхъ поръ наука, владеть 
` и 
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эмипь побольшимь числомъ общих, предложешй, отпосящихел къ эй 
задалёВ. 
Мы нзложнмь результаты, выфюп{е наибол%е важное значенте. 


Индеком вейхъ хлителей симметрической группы холжны бызч, 
хонечно, иБлитедями числа: 


№М=т.2.3...,п. 


Наименьиий изъ такохъ дЪфлителей ест, 2. Мы видли уже, что 
вонперемвлная группа имЪеть пидевот, равный 3. 
Поважемь теперь предложеню обратное, а имепно, что зруюме сь 


иидексомь 2 не мозветь отличативя отъ знакоперематной. 
Нталь, раземотримъ груниу пидекоа 2: 


1, 5,, 6..4. | 


Умножизгь груниу (1) справа и слЪза па подетановку 2’ енммотри- 
ческой труппы, получиыь дьВ биетемы: 


181. 18, ...: 


(3) 


Т, В.Т, 


`О6бВ снетемы (2) в (3) вовпалаютъ, хахова бы ин была, нодетановка Г. 

Зъ самомъ дёяЪф, если подетанонка 7 принадлежить мь грунив (1), 
то аб системы совчадаютъ съ группой (1) в, елЪловательно, совпадать 
между собой; ослн же полетоновна 2 ие приназлежнть къ груниЪ (1), то 
об свехемы (2) п {8) также совполаютъ, ибо въ елучиВ нидекса 2 дод- 
на существовать только одиа снстомя, вопряженная съ групной. 

Итакъ, всегли воякому значку $ можно будеть волоставнут, таной 
значонъ у, что будетъ 


79=9УТ, 


ца 


т+зут. 


Отсюда мы видижъ, что груииа (Г) должие завлючать всф подета- 
НовБи, подобныл съ какою пибудь 9,, нбо Х произвольная полеталовка. 
Можно утверждать, что въ групи (1) ое должно быть ин одной 
траиепозициь соетолей изъ лвухь буквъ. Допуетнвъ обратпое, & именио, 
что иъ трулиЪ (1) принадложить накая пибудь пересталовка, лвухъ букзъ, 
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мы ир@демь въ ложному залиноченло, что въ групау входять веё ивуре- 
зтановви двухъ букве, т. о. трупиа снммотрическая. 

Прелотавимь себф теперь, что Т ебть транснозшия дзухъ буквъ; 
ога очевихио, что вс транспозищи хдвухъ букаъ доляиши входить въ 
воставь сопряжениой снохемы (2), 160 он ие входять въ труипу (1). 
Если мы, далВе, умножиль обв онстомы (1) н (2) на транеюзиню 0 
двухь буквъ, 0 снотемы (1) и (2) нерейдуть одна въ другую; слёаова- 
чольшо, группа, (1} завлючаетъ веф производешя по двф трапопозициг двухъ 
букзъ н потому совиадаеть съ зпамоперемниой, что и требовалось по- 
казалиеи 


$384. 


Теорема. Вею подстановки зиииотерезнытой зрупты моцупе бъипь 
лредопавлена въ ондь ‘произввденай тройныль челов. 

Справедливость теоремы хоказываетел тфуъ, что веякая пара лере- 
„втановокь двухъ буювь даетъ въ произведешн одинъ или два тройныхь 
цикла. Ве самомъ д®лф, 


(а, 5) @; д = (а, 6,9, 


@ с, =, а, 9) а, в, 0). 
$ 35. 
Теорема. Групи, заклочиощая вст пранспозищть по деть буквы 
а, 6, в... Ё, | 
23 общей бунвой, линь, ноприлиьрь, пранспозицйь 
(1) {а, 6). а, 0,..., (а, В, (а, 1, 


веть симлатричестия. 
Доказательство основывается па томь, что всякая транспозищёя двух 
Зуввъ равноенльна одной или пВокольнамъ изъ рада (1}. Въ вамомь дЪлЪ, 


(6, = (а, Ва, са, 5). 
$36. 


Теорема. Ясль зрунтиь заключаеть во тройные циклы съ двумя 
одипажовыми буквами, то оми долзвиа зезьточать энакоперемльвную зруп- 
зу, макь дълителя. 
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Пусть перемВщаемыя буквы будуть 


а, %,..., а, 


и пусть въ состазъ группы входять циклы 
(а., ав, @3), (п, ва, в), ..., (@1, @, вы). 


Нетрудно убфдиться, что въ группу должны входить вов тройные 
циклы и, слЪховалольно, вся зкаконеремВнная груциа. Въ справедливости 
сказаннаго убЪжкдаемел изъ формуть 


(аз, ва, @3) == (ат, а, а)", 
(21, @з, а) == (@1, 43, @з) (а, @, в) (аз, в, @з), 
(@, ‚ @, в) = (@3, 1, аз) (а: , аз, а.) (@1, ав, аз), 


(@з› 6, 05) — (а, вл, аз} (4%, 4, 05) (в, 2, аз). 
$ 37. 

Будемъ пазывать по принфру Саасву труппу транзитиеною, вели 
среди ея подстановокь можеть быть увезана такая, которая переводитт, 
одну изъ буквь въ произвольно выбранную другую. 

Въ обралномъ случаф труипа называется мипранаилионою. ‘Такь, 
вапримфръ, группа подетановотъ, ие мБияющая иёкоторую букву а, ни- 
транзитивиая, ибо въ группф не существуеть подстановокъ, замфилющих. 
букву @ на нфкоторую другую, 

ЗВысказанное понято о транзьтивности группы можеть быть 0606- 
шоно елфдующимь обравомъ: группл называется т 0435 трамзияниеною, 
если подотановия групиы допусвають замфну ифкдторыхь опредфленныхт 
т буквъ на и произвольно выбранныхь друтахъ. 


Если группа т разъ транаитявна, то она слоеобиа замфнять ти, про- 
извольно выбранных букв 


@) м, -..; бы 


на друйя, тазже произволино выбранныя 


6) | 


ибо по ‘опреджвленио существует. м буввь, которыя замфниются, как 
буквами (1), такъ и буквами (2). 

Нетрулно видфть, что симметрическая сруптн вать в —Т раль 
лпранзитивная, 
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Покажемь, что знахоперелимтал зруппа можеть быть ‘разематри- 
зиеми, каь п-—2 разь транзитивная. Въ этомъ можно убЪдитьея такъ: 
соетавимь подотаковку, залёняющутю однз опрелъленныя #-—2? буквы 


об, у... 
па хрумя, произвольно указания 
в, быв. 
Видъ гакой полетановки будетъ 


( $ 6... бы бы ®), 
ау аа 3... Ч, 2 Ян @ь 
ть 

Ч, @н был, 6 


остальныя перемфщаемыя буквы. Нишемъ въ пашей подотановкЬ эли 
оотальныя буквы яъ произвольномъ поряднф. Жели подстановка, овазыва- 
етел не принадлежащей энакоперемфнной трушеЪ, то доетаточно переота- 
вить буквы и 2,, Чтобы похучить подстановку зпакоперемфакой 
трувны. 

Если въ труциу входить крутовая подотоновка вофхъ буввъ, то 
ъруппа, очевидно, траизитивкая. 


$ 38. 


Коли вс я переставляемыхь букеъ равпадаотея из изоволько рядовъ 


ГО ООО 


по # буввъ въ каждомь ряжь, причемъ воф подотаповки группы перемЪ- 
щеють буквы холько такъ, что бунвы рядовъ (1) не раздфляются, дру- 
ими словами, дв бужвы одного ряда ие могуть замфниться буквами раз- 
чыхъ, то группа называется илеирилиитиеною. Ряды (1) пазываются си- 
сттемами имуилистивностии. у 
Бели пельзя разбить переставляемыя буквы на системы, обладал- 
ия вышеуказаниымт, овойствомт, то группа казываетея примитивною. 
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Такъ паприььрь, груипа степоной круговой подетоловки изъ шест 
бузвъ 
1 


8 = (а, бе, д,е. Ё} 
5 =({а, с, в) ($, 9, Г) 
8: (а, 0) @, 2) ©, г) 
би = (а, е, в) (©, т, 9) 
а, р, с, д, с, 6) 


хвойньвеь образомь импримиуивна, иричемъ за системы имирамиуньчости 
можно выбрать нли 


> 


а, 
или ф,е 
, д, |, е, 7. 
$ 39. 
Теорема. Есль зпровзипивиая зрупи подетановонь содероента от- 
дьльную транспознийю доухь буказ, то она или сниметрическая, зьли им- 


прилиитивная, 
Внанъ, пусть транаптивная группа содеряиигь трапепознойю 


(1, @). 
Пусть, хром того, въ трупп содержатся трапелозные 
{в , аз) (и, 4), 3: (@, в), 
нереводяиия букву и въ друмя 
45... бы 


Число чп можеть быть равно 2; тотда въ грулиу входить только’ 


одна, транепозния 
(&, @). 


Если т==и, тиЁ и чиело вефхъ бухвъ, то по теорем $ 34 группа 
должна быть снмметричееноо. 

Если т< и, 10 покажемь, что грунпа нмпримитивная. 

Возьмемь какую нибудь букву 6, ке прьнадлежмцую жь систем 


а) мы... вы, 


Въ групп не можеть заключальея транспозшйя, перемфщеющая 
букву В съ какою пибудь из бузвъ 


@, би. 


, 
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Въ самомь лВяВ, доиустимь обратное, т. е. что въ групи нахо- 
дитея транопозищя (а, 6); тотда замфчаомъ, что дояжиа находиться въ 
этой групп также траиепозншя 


(и › 6) = (а, ай(а, (а, ®), 


что протияворфчить предположенио, 

Такъ какъ группа транзитьзна, т0 будеть существовать нфиоторая 
подотановке Т,, переводящая букву в: въ 6,, тяБ В не входьтъ въ еи- 
отему (1). 

Покажем, что подетановка 7: должла переводить всф лрумя буквы 


бо, ба: @ы 


въ буквы 
у Ве, 5)... бы 


, 
не входяшфе въ снотему (1). 

Допустимь обратное, а именно, что какая нибудь буквы а; нодега- 
новою 7) проврыщается въ букву а, той же онотемы (1), тогда, прербра- 
зовывая при помощи подетаковки 7; траиспозинно (а,, &), должны ио- 
дучить 

То (и, а) А, 4). 

Итамь, въ групп дошжна захлючаться транепозащя (5;, ), что 
каж мы видфли, невозможно. 

Вели снетемами {1) и 
(2) . ыыы 
не исчерпывается совокупность переставлясмыхь букв, 1о должна суще- 
ствовать подотановка, 7», переводящая букву а, въ бухву с! не завлючаю- 
щуюся въ онотемахъ (1) и (2). Нетрудко вндть, что вся енетема буквъ 
(1) переходить черезь подетановку 7. въ новую снелему 


(3) С, а бы. 

Мы видимь, чго система (3) но можеть выфть букв, общихь въ = 
бтемой (1). 

Покажемь теперь, что снетема (8) пе заымочаеть тажже элементов 
снетемы (2). Допустимъ, что подстановка 7» переводить нфкоторую букву, 
цапримврь а, системы (1) въ-н®которую букву $, виотемы (3); тогдь въ 
трупп должна заключаться транепозиця 


Тули (а, ав) Та== (и, В). 


Преобразуемь теперь полученную транепозвцио при помощи подета- 
новин Т,-1; получаемъ 


Ут (в, @2) То 1, 


Те, в т" 
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Подоталювыа Т.-', обратная подстановив 7:, переводить буквы еи- 
стемы (2) въ буквы спотены (1); стфиовательно, буква &, замфнялетея н%- 
хоторою а. Пусть подотановка 7‘ переводить букву г; въ нЗкоторую 
«, которая навфрно ие прикадлежить систем (1); тогда, въ нашей групп 
должна существовать транспозиил 

1, в = (а, в), 
чо невозможно. 

Итакл, мы выдикъ, что групиа импримитивна, если только не обра- 
шается въ симметрическую. 

Если число и буквъ проетое, то труппа не можеть бымь имирими- 
хивною, и, слфдовательно, въ этомъ случа транзитивная группа, заклю- 
чалощая оду перестановку двухъ буквъ, должна, быть симметрическою. 

Я лолженъ предупредить нё этомъ мфотф русокихь читателей, что 
въ книг Ц. ЗУефег, Тевночоь Чег Аревга. Юеме Амзее п етет Вапае 
1912. $. 215 доказательство нослВлией теоремы совершенно ошибочно. 
Тамь говорится, что, сли въ группу входять транопозищи (а, аз), (а, аз) 
... (@& 4), то въ нес должна зходить вся симмотрическая группа Х„ 
элементовъ @; 4... а». Это, конечно, вёрко, но дальнзйшее заявлел, 
чго группа, У„ есть нормальный дфлитель заданной, представляеть грубый 
просмотръ, ибо заданная группа, транзитивие, а, значить, заключаеть под- 
становку 5, переводящую а; въ а+,. Нреобразуя нри помощи 5 подела- 
новки группы %„, введемъ новую букву а»+1, которой въ этихь подота- 
новкахь раньше не было я, елВловательно, У„ посл» преобразовайя пе- 
реходить въ другую груплу. 


$40. 


Теорема. Если транзитиония зрупта закмочаеть. тройюй цикл, 
то она или дьлитоя ть зпожопоремтятую зрупту, или имтризитиена. 

Пусть групиа, зандючаеть пикль (п; а2 аз). 

Раземотримь случай болфе общ, когла въ грунпу входить ряд 
ЦикловЪ 

(ал аз аз}, (и @» аа)... (@1 аа @в), тд тр 8. 

Если т==и, то по теорем $ 86 мы замфчавмъ, что группа, должна 
дВлиться на знакоперемфнную. 

Нредположимь, что «3 я. По указанной теорем% .разоматриваемая 
группа должиа зажщочать знаконеремфнную группу изъ элементов 
(1) а. @ 

Ловажемь теперь. что въ груп не должно заключаться ни одного 
цикла. связывающего одну изъ буювъ ряда (1) еъ повымп буквами 


. б»- 


Чит; бы. -.. 
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Въ самомъ дфлВ. предположимъ обралиое, а именно. что буществуетъ 
въ группф тройной цикль 


(2) ( 


@иу» бт). 


Тожь кажъ трупиа заключаеть всё подстановки знакоперемфниой 
группы изъ булвь (1). то, слдовательно, зъ грушеВ зажночается тройной 
цикль, пероводящ буку а; въ любую букву а, ряда (1). Нреобравуя 
циклъ (2) при помощи этого посяфднято цикла. мы замфчаемь, что въ 
группф долженъ завлючалься цакть 


(ав, @аца» Чиа). 
т. в. другими оловамн. в65 циклы 
(арфы. быча. @1). (@тт. Фе. 9). -,.› (Пить Яна, Ча) , 
т. 0. вь-групп заключается зпакопоремфнная группа буквъ 


@, › 42, 


=, сафдовалельно, и циклы (4, @2, аи), (1, @, @ыда), что противо- 
рфчить предположению, что зп наибольший значек, съ возорымъ циклъ 
(#1, &, а») входить въ группу. Подобнымъ же образомъ мы придемь къ 
противорЪчио, если хопустимтъ, что въ групну входить диклъ (а, @в, Я»), 
тлф в п а, суть два элемента пзъ ряда (1). 
Въ самюмь дВлЪ, преобразуя послЬднйй инки ири помощи (и, а), 
олучимь цикль ‘ 
(вк, ал, аи). 


Преобразовывая далЪе при помощи цикла 


(в, в, в»), 
приходимъ къ циклу 
(1 ба, бы), 


существоваще котораго въ груипф противорфчить предположенНо. 

Итавъ, группа, есан ока нс дфлится на знакоперемфиную, должна 
быть импримитивною. ибо всф ея подстановки должны или замфкять буквы 
системы (1) новыми буквами, или же замфиять другимъ расподожешемт 
буквъ той же системы. 

Допустивъ ображное, & именно предподоживт, что сущеетвуеть под- 
становка, замфняющая нфкоторыя буквы снетемы (1) буквами той же сн- 
стелы, а друйя буквы отой сиотемы новыми, мы пр@демь въ противор$- 
Ию, ибо, взявъ тройной циклъ, элементы котораго прниздлежать къ бу- 
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вам системы (1), взятым изъ обЪихь увазанныхь категорй, мы нолу- 
чилн бы, преобразовывая этогь цивлъ при помощи разематриваемой под- 
становкп, тройлой цикль, евязываюц!й буквы слетемы (1) съ чоевыми, что 
невозможно. СлЬдовательго, группа импримиаивиа. 


и. 


Въ тоори алгебранческого рёшеля уравиенй представляетъ боль- 
шую важность раземогрьне групи подетанововт возможно высоких по- 
ряльовь, пругими словами, групиъ съ возможно мазыми пидекоами. 
Мы видбли уже въ $ 2, что знакоперомЪиная группа есть езан- 
отвениая оъ иаменьшизмъ поз спымотрической групны пидекеомъ 2. 
Лалфе очеводно, что подетановни, не мфияющуя олной изъ ® буквь, 
образують пнтранзитивиую группу, порядожъ которой соть ` 


1.2.3,... #--Ъ, 
а нидекоь п. 

Вит, разсматривая главныхь образомь уразиеня пятой степепа, 
пришель мъ заключенио, что въ саучаЪ пяти буквъ индекеь групы, воли 
опъ больше двухъ, то не меныие пяти. 

Саиену обобщиль этоть результать и нохазалу, что индекс группы 
подетамовокь не можеть быть во одуо % тб’ же время больше 3 и менше 
наиболнииито изъ простьхь чисель, ие превостодяиииыть №. ` 

Такихт, образомь, въ случа ® эростото получастея теорема, что 
мидексь зруиуы ив можете заключател между числами 2 ив. 

Обращаясь въ случаю и составчаго, Сапеву показалъ, что.для слу- 
чая в==6 нидексь не можеть заключаться между числами 2 н 6. 

Наконець, Вегеал4у удалось доказать окопчатольно  влБхующую 
теорему. 

Теорема Вертал фа: Ириь п>4 инденсь зрупты ие мооветз завлю- 
чолльюл между чивлали 2 и в. 

Леорема. Вегбата?а получила извЪетиость, кромф своего значешя 
въ алгебрЪ, еще по тфыъ вврюзлымь затрудиешяиь, которыя опа ветр- 
тила пры своемъ доказательств. Такъ папримфръ, авторъ ел принужденъ 
быль ввести для ся хохазательотва въ раземотрфие. ках поетулать, та- 
хое пролложеще твори чивель: 

ель в > 7, то существуеть по крайней мпрь одно простов число 


в р 
между и п—2. 

Повтулать эчоть былт лишь виоолфдетви внолн строго доказан 
Чебышевымъ. 
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Кром приведенной теоремы, укажомь ще одиу таорему, замфчен- 
ирю Вечтала“омъ. 

Теорема: Ирн > 9 иидекеь рупия, если отъ большие числа ‘ль, то 
ве меньше 98. 

Въ 1849 тоду ЗетеЁ предотавнль Парижекой Акалеми Паувъ мс- 
муарт, въ которомъ освободил’ доказательство теоремы ВенлталФа от 
зышеуказалнаго мостулаль и нривель рялъ предотавляющихь питорвеъ 
повыхь прояложенй. Ухажемъ здЪеь пЪкоторыя., 

1. Есла ичдеког аруппь равень числу т переставляемыхь дуквз, 
это сруппа состоить изб подетановокь и — 1 бунвъ. Едитезтветое ченлю- 
чете представляет» случай в==6, 

ЯТ. Если цидексь зрупмы т бухвь болмше п, то ошъ ив меныне 
(в — 1) 

5 

Сь усовершенствовамезнь тори грулиъ доказатольство теоремы Вет- 
Напё’а было упрощено. Мы приведемъ здЪсь доказательство, помфщен- 
пос въ сочиноши \Усега: „Робтбцер аег АвеБта“ (Слэтхей 40$ Тадех 
еблез ТреЛетз 4ег зуплаейчестоп Регтоиее 018 вторре. Вата 1, $ 86, Зене 
143. 7мене АпВасе), исправнвь лишь несущественный промах !), допу- 
щенпый зиамецитыме авторомъ. 

Разобьень доказательство теоремы ва три части, 

Теорема Т. Вели в_> 4, спо индексу изтримитивнаю дтлители 
симменимеской эру больше п. 

Пусть @ будеть нинримитивкый хфлитель симметрической труппы Р 
въ нидексомъ 7, и нусть воВ буквы распадеотея на * систем вмприхи- 
тивности по $ буквъ въ каждой, таюь что в ==. 

Легко получить число, не меньшее порядка трупиы @, есян иересчи- 
тель всевозможныя подстановки, образованныя перемфщенемь буквъ въ 
каждой изъ > сиотомь, а также перемфщешезь вамихъ снотемт. Число 
такихъ подотамовохь, очевидяо, равно 


а) шоие), 


Мы видпуь, слфдовательно, что еели мы раздзламъ порядокъ сим- 
метрической групим на чнело (1), 20 нолучииь чнело, не большее инденеа 


евль'т >12. 


фт. ©. . 
__ 1 
АА” 
Шо» 

*) 6. статью Д. Граве: О медремь Вонгап”а СУинвервитетсыя Навьстил 
(Кберъ, 1901 г). ияи отдЪчьный оттяежь оттуда; также: Прошокогь Физико-Мате- 
маличоскаго Общества при Ныперлтовскомь Универонтетв Оз. Владак!ра, ав, отт 
ие годз,). 


— а -- 


Покажемь, что при п >>4 это чнело больше #. Оба чиела зи г мы 
предиолагаемт, конечно, большими сдиницы, причель одно изъ этих чае 
«ель должио быть больше 2. Предполатая > 9. полуячныь 


2) Ш" Ооо... в 


ПОР 2.8.0. 


ое Е! (6 - 1) - 9 +1 Ни ) , 


Е 3 5 


Отеюди 


> з). .. (= 9. 


Во множняели 


6—5 


больше одлницы. 
Въ самозгь дЪлЪ, 


РВ 


о >ь 


п— = 
#60 г>>1, а вычитая единицу изъ каждаго слЪдующаго числа ( й ) В 


получимъ число. 
(ит АЕ (4-06-01 
и ОНА А и. .. 
р 7 Й 


положительное, такъ кат 


>11, Аа, 
Прин „> 2 нмемь; 


1. 
(5) >: 


н, олблователью,’ 


ч.8. я. 


Сльдовательно, ташже выходихь, что у> я. 
Боли з=2, аг>2, 10 толь 


ити 
ЭН. 
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СлЪловательно, можно взять два первыхь множителя; тажимь обра-- 
зомъ получаем 


т. в у>я. 
Случай п=4, 


Въ вамомь дЪлЪ, группа, указанная въ пункт с) $ 26, есть каж. 
разь импримитивная группа четырехь буквъ восьмого порядка, имфющая, 
слёдовательно, нидекоь 8. Эта группа, очевидно. импримитивная. съ ви- 
стемами имиримитивноети 


Теорема Ц. Иидекоз чиипранзьтивнойо дълителя симметрической 
грунты. равенз или больше и, причем оно равен т, кода дълитель ие- 
перемтышаетя одисй буквы ш состошиль изъ веть подетановоне сета 
нызо п — 1 буква. 

‚ Бели труппа @ питрапзлтнвиа, 10 можно разбить веЪ буквы на дв 
системы, одну изъ а буквъ, другую изъ ® букву, тавъ что 


а Ь= в. 


притомъ танихь. ухо буёвы одной смстемы не могугь быть подстеновнами 
труппы @ замфнены буквами друтой. Яено, что ве подстановки труппы 
@ должны завлючаться можду подотанюзками, перемъшающими отдфльно 
буквы этихь системъ. Слфдовательно. поряховкь @ не можехь презосходать 
числа 
1.00). 
Значить, 
‚По яя! ОЕ 
12 Пет 2 Та 


Индексъ } можеть равняться и только въ елунав а==1. ито оче- 
вилно. 

Уоли оба числа ап 
замтимь. что ве числа, 


зачиы отЪ сданицы. то: предиолагая 22а. 
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больше единицы, и, слЬдовательно, нолучаемт: 


>. 


Теорсма Ш. Если «==7, тамь чило зрупла @ ив перемтицаеть 
„одну букву, то сп поридожь веть дъьлизпель чнелё И(а-—1). Если же 
а>1, йо порадокь @ равень иль меныив Пби-ЗУП(2). 

Мервая часть теоремы очевидиа изъ того сооброжоня, что веякал 
хрупи, перомфщающая я —1 букеъ. долщие быть дЪяителемь снммотри- 
ческой грунпы этих бубвъ. 

Вторая же часть теоремы слЪдуеть изъ того, что биномальные к09ф- 
‘фищенты возраеталоть по мБрЪ приближешя ль среднему члену разло- 
нешя п, слдовательно, 


п) _ Пе 


п@по- На п@). 
что даетъ неравонетво 
рии Ша) 
"ия 
ли. окончательно. 
ие) 


Ши — 3)12). 
й 
что п требовалось доказать. 

Теорсла ТУ. Лроль анакоперелоьииой зрупаы, не пуществуеть тран- 
зазтивиено в прамаитиинио дълители @ сильметримеекой зруптьн, индвись 
котораю ие больше п. Единственное исключеше лредетавляеть случай 
п=ё. 

Пусть будеть @ примичивный и траизитивиый лЪзнмель нидекоа, 7 
симметрическвой групны пифрь 


9, 1.9... и--Е. 

предполагая 7>2. 
На обновани еказантаго ги, 
разбить нау сопряженлыхь снетомт 


можно симмотрическую группу 


(3) ©, ОТ, 91,..., ЧТ, 


прячемъ знакомь ©; мы обозиачаехь совокупность нодетановоюь, нолу- 
чающихся отъ умноженя поретановокь группы @ оправы на Ть. 

оли трупна @ примштивиая п траизитивная, 10 она ие можеть за- 
ключать пи одной траненознши (см. $ 39) 


4) ©, 0, 0, 3),.... @, 0 


— 195 


ели 7<н, то по крайней мВрф ды тренепозийн, нанризевВруь (0, 1) 
н (0, 2), должиы входить въ одну взъ снетомъ (3), папрамВръ въ сногему 
ОТГ,. Значитъ, въ групп @ должны быть дв подетановки 91, 8, лаюпщуя 
ВР, =0, 1) и 5,2, = (0, 3). 

Отсюда получаем, 


ЗИ Зы == (0. 10, 2), 
или, паче, 


В. = (@, 1, 2). 


Итан, трупа @ должна завиючаль тройиой цинлъ, что невозможно, 
волн опа но замлючаеть зиакоперемнной труппы (см. $40). 

Разсмотрихь теперь случай у== и покожемъ, что оиъ невозможень 
для венкаго п, кром6 п-=6. 


При 7==и поралокъ групны @, если оны существуетъ, должен быть 
П(®—1). 


Тогда и — 1 трапепозшии (4) должны вхохить по охной въ рааляч- 
ныя системы 


О. ЧТ, ОТ, ..., Ты 


п спимстричесвую группу можно предотавнть, казъ совокуиность снстемь 


9, 90, 1), 96, 2),..., 9®, #-ь, 


нбо зы подотановен 
т, 


можно булоть принять транспозащи (4). 


. Раземотримъ теперь какую пибудь новую транепозицию, например 
{2, 3). Эта транпепознщя, очевидно, не можеть входнть въ спетемы 


90, 3), 90, 3), 
ибо въ обратном случа трунна @ заключала бы тройные циклы 
(0, 2)(2, 3). (0,32, З). 


Не парушая общиости, можно иродположить, что транепозащя (2, 3) 
входьть въ систему @{0, 1), а значить яъ группу @ входитт подотановня, 


(0, 0О, 3). 


Разсмотримь дВлителя @, группы @, образованнато подетановками, 
ие перомБщающими цифры 0. 
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Тахъ кан группа @ транзитивна, то въ ией заключаются подота- 
новкя 


Я, ба. .-, Эна» 


замфилющя цифру 0 посяфдовательно цифрамн 


3,3 


, 


Метрудно видЪть, что труппа @ должна состоять изь слфдующей 
вистемы у 


6%» Чоу, 9.9...» @0 9.1. 


Илажь, порядовъ 9 труппы @, получается оть дёлеця па, # норядка 


9, т. в. 


_ ео 
> а 


Таль камь порядокъ всякой группы есть цфлое чиело, то должно 
длиться на я произведеше П(и — 1), а потому мы прЁдемъ нь иротнво- 
рю въ случа, когда я число простое пли равно 4, 

Итажь, мы должны предиодатать в пе меньше 6. Покажемтъ, что 
труппа @о должиа быть транвитивяою относительно цифру 


1, 8, ..-, 44-1. 


Въ самомъ дьхЪ, допустимъ обратное, т. в., что зфупна @% интраи- 
зитивная, мы получим одно изъ двухъ (см. теорему Ш): или Пи — 2} 
длится на, у, или 

(и —- 812) >29. 


Отсюда, получавмт, что или должно раллятьбл цфлому числу число 


а — 2) 
ет 


или же 


4+2=0. 


При >> 5 оба предноложешя невозможны. 

Итак», группа @, должна быть транзвтивною относительно сказан- 
иихь букв. 

Раземотримь дфлителя @.: грушиы @, ие перемфщающаею двухь 


нифръ 
0,1. 
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Такъ какъ @о, разсматриваемая, казюь группа оть *—1 цифръ, 
есть транзитявный хфлитоль @ , то, примВкяя разсуждены, подобныя при- 
велоннымь выше, получаемъ, что порядокь 9:;, дЪлителя @,,, равен 


1—3. 


9 я 


Покажемъ, что труппа 0, транзитивнал относительно буввъ 


оли бы это было не тавъ, то имфло бы мфето одно изъ двухь: или 
П(и — 3} дВлатея на 9, или же 


ии 4). 


Первое предположене невозможно при я >> 4; второе же неравенство 


хаетъ 
и? 714 6=0, 


что невозможно при #>6. 

Зъ случаё н==6 противорф а отеутетвуетъ. 

Раземотриыь теперь хвлитель @,,:,> группы @, который не пере- 
иЪщаеть трехъ эдементовъ 


0, 1,2. 
Его зорядовь веть 
(и — 3) 
Рони Зы 
Нри в=6 
— 1.2.8 _ 
= 


и трупла 0.1,» вводитоя къ тождествепной подетатовх$. 

Оставляя пока въ оторонв случай и==6 и иредполатая, олфдова- 
тельно, ®>6, замЪтимъ, что %,1.з ие можеть не перемфищать какой 
нибудь четвертый ‘эломелтъ, напримфръ 8; сели бы это было такЪъ, то его 
порядокь долменъ быль бы дфлить число 


Ш—4), 
т. в. должно было бы быть цфлыиъ число 


я (я — 4) 
и)’ 


18 
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Другями словами, 


что прохиворфчнть нредположенио. 

Итакъ, мы внднмъ, что при 3. > 6 вт грунпу © холжиа входить нох- 
становха 9, переводящая элементы 0, 1, 2, 3 въ элементы 0, 1.3, 4, 
тдф 4 есть отличный оть 3 элементе. Групиа @, какъ мы видЪли, нмф- 
сть подотановку (0, 1)(2, 3); олЪловалельно, она должна будеть также 
залоиочать подстановку 


8—0, По, 3)5 = (0, ИО, 4), 
& потому въ групиз @ должна заключаться слдующая подотановья, 


(0, 1)(2, 3)(0, 12, 4) =(2,3, 4), 
что невозможно. 
Итёкъ, теорема, наша доказать для вефхъ случаевъ, кром№ п==6. 
Нетрудно убЪфдитьея, что прп ® =6 теорема иеенравехлива, в что 
существуеть прилаипивный и транзипивный дълиипель симметримеской 
2 ба порядокь 120. 


зрумы шесты элементовь, имьюний индек 
Въ самомъ дВлЬ, этоть дфлитель можеть быль образовалгь слЪдую- 
щимъ образомт. Беремъ три осповныя подстановки 


тотха подстановки вида 
Пи", 


тдё $, }, # воевозможныя цфлыя числа, образують требуемую труппу. 
0 нормалькыхь дфлителяхь группъ. 
$. 


Въ $ 19 мы видьли, что подетановка 


подобна подстановиь 3 и получается черезь ‘производство въ диклахь 
подотановки 5 измЪиенх буквъ, указалиаго подеталонкою ТР. Будемъ 
товорить; что подотановиь бу сеть реобразовеине подетановти 5 при по- 
мощи Т. 
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$48. 
Разомотримь груипу Я, состоящую изъ подотановокь 


{0 т, 51, бы, 2. бы 


н пусть группа М ©6%6 дфлитоль другой групны @ порядка т, причемт, 
очевидно, 
=, 
ТАВ у нёкоторос цВхов чиело. 
Возьмекь какую нибудь нодстановьт 7’ группы @, де входящую въ 
соетавъ дёлителя БЫ. Преобразуемь при помощи 7 во подстановки (0; 
получаемь тогда подстановки 


.(2) 1, ГАЗ, ТТ, ,.., ТАЯТ. 


Негрудпо видфть, что модетоанювкы (2) образуюта такаве зрупну, 
бо имёемъ равенетво 


(РАЗГ) 18 Ё) = И-цизУт. 


ТГрупиу {2] мы будемь называть яреобразовалиемь зруты Е при 
помощи подетановни Т и обознамаль для сокращеня знакомъ 


ант. 
$44. 
Две группы одного порядка 


1, 51, 52,3. ба 


ях 
1,5, №,... 


мы будемь позывать изоморфиьнии, осли возможно тажимь образомъ ио- 
поставить элементы одной группы элементалеь другой, что всякому в00т- 
ношенно 

{1) 5:5, =8 


(2) =, 
для другой съ тВын же индексами 
Я, в, 1. 


Очевидно, что сруиты Ни Р-НТ. предыдущего у-& изоморфны. 
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Въ самомъ дЬлф, обозначая 
=. 


мы зомфтимъ, что равенству (1) будеть соотвЪтотвоваль равенство (2). 
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Вудемъ пазываль группу ТТНТ, которая веть, очевидно, также 
дВлитель труппы @, сопрлоеениимь в5 Н дилимпелень. Выбирая за 7 вое- 
возможных подотановки труппы @, получимъ весвозможные сопряженные 
въ Ы дьлители. . 

Если во сопряженные съ Н дьлителн группы (' совпадалоть съ са- 
кинъ дьлителемь И, то группа Н называется нормальным дъдизтелемь 1). 


$46. 


Приведемь примфры нормальныхь дёлителей: 

а) Нетрудно видфть, что знакоперелиьиная зрупта есть пормальньйе 
дьдитель симлметримеской. 

Въ самомь дфль, будемъ преобразовывать знакоперемЗ ную группу 
при помощи произвольной подетановки 7. Такъ кажъ, при преобразован: 
каждой подстановки 5 знакоперомфииюй группы, чвело пикловъ и ихъ 
порядки не мфняются, то посл преобразован подетановка 5 превра- 
щается въ другую лодетамовку 51, принадлежащую хой же знакопере- 
ифиной групяЪ (см. $ 83). 

Ъ) Раземотримъ тецерь дФлитель Н группы @, не совпадмощй съ. 
сопряженнымя длителями 
(1) И... Нь,.... 


Нетрудко убЪритьсл, что подстановки, обийл ветне сопрязювнииыме. 
дтлителямь 


и, Н,Н,.... 


образують зрупту В, поторал будеть порладьнымь дъьлителомь зрупты, 6. 
Возьмемь произвольную подетеновиу Т группы (0; тогда въ рядъ. 

труйкъ 

{2) ТНТ, ТНТ. ТАН, 


входять только трунпы (1). 


=) Нвкоторые авторы чазывають нормальные дьлителн иувариинныхти нод- 
зрупнажи, 
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Обяця подстановки ряда группъ (2), очевидно, будуть образовывать 
группу 
Т-АТ. 


Но тавъ кажт рядъ (2) образовань тЪми же самими группами (1), 
то должно быть 
В-==ТЬ-АТ, 


т. е. группа В абть нормальный длитель, ибо 7 воть произвольная под- 
сталовна, трупп @. 

Колечио, общий дфлитель Я сопряженныхь грунпъ (1) можеть при- 
водиться въ едчииць, которая, очевихио, является нормальным длите- 
‚лемъ велкой- группы. 

$ 47. 


Будемъ называть группу яростою, воли она ие имфеть нормальныхь 
дБлителей, отличныхь оть однинцы и самой собл, и составною, воли опа 
амБотъ нормальныхь дзяителей. 

Труппа простою порядка, очевидно, простал. 

Симметримеская зруппа при всякомъ чиелф перемфщаемыхь буквь 
оставиая, ибо у нея веогда имфотол зъ качествЪ нормальнаго дфлителя 
знакопоремфиная группа. 


$ 48. 
Разомотримъ симмотрическую группу трех» элементов 
0,1, 9. 
Эта урунпа состонтъ, очевндло, изъ подотановокь 
1. ©, 1), ©, 3). (, 2, ©, 1, 3), 0,2, 1 
н имфеть пормальнымь дфлителомъ знакоперемфнную 
1, ©, 1, 2), (0,2, 1), 
которан, будучи простого порядка. есть просхая. 


$49. 


Раземотримь теперь симиетрическую труцву четырехь эломентовъ 
0, 1,2, 3: 
1, ©, 0, 0,3), (0,3), (Е, 2), (1, 3), @, 3) 
(0, 1)(2, 3), (0, 2, 3), &, За, 2) 
40,1, 2), (0,2, 1}; (0,1,3), (0, 3, 1); (0, 2, 3), (0, 3, 2); (1, 3,3), (1,3, 2) 
{0, 1, 2, 3), (0, 8, 2, 1); (0, 1,3, 2), (0, 2, 3, 1}; (©, 2, 3), ©, т 2). 
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Знавоперемннал группа состоить изъ двфяадцати подотвмовокъ 
1, ©, 0@, 3), 0, ЗА, 3),.0, ЭД, 2) 
(0, 1, 2), (0,2, 1); (0, 1,3), 16, 3, 1}; (0. 2,3), (0,8, 2); (1,23), (1,3, 2). 


Нетрудно вихфть, ‘что эта группа имфеть нормальнато дфлителя съ. 
пндожсомь 8 


1, ©, 0@, 3), (©, 1, 3), 0,3) 4,3. 


Эта, группа, въ свою очередь имзехъ нормальнымь хёлителомъ индекса, 
2 группу 
1, (©, 1)(2, 3), 


ъоторал, будучи второго порядка, будегь нроетою. 
$ 50. 


Покажемъ теперь, 0 яриь чнемь элеменуовь бодыиемь четыфрель. 
знакоперемтиная зрунта вет зрулта простая; 

Пусть 9 бухеть нормальный дфлитель знакодеремЪииой группы 
элементовъ 1,2, 3,...п, 
| Покьжемъ прежде восто, что при я 2>4 трувиа @ ие можеть за- 
ключать подотановки, состоящей нуъ одиночнаго тройного цикла. Дону- 
стим образное, а ниснно, что въ групиз © есть нодстановка (1 2 3); 
тогда вт ней будеть завлючалься всяк тройной цикль (ас), ибо па 
основант $ 37 знакоперемЗнная группа ®—2 разу, транзитивная н, слф- 
довательно, при #>>4 три элемента 12 8 могуть обрататьея в® ри. 
произвольно выбранные. Злачить въ знакоперемитой групп% существуеть 
подетановка, переводящая 1 2 8 въ афе. Пусть эта подехалювка, будетъ. 


вфе.. 1 
— (, 23.. ). 

Въ кормальномъ дфлитенв @ должна входить подоталювка 5-1 2 3)5 = 
— (#0), другими словами, въ @ входить произвольный тройной цикль н, 
зколить, @ совподаеть оъ вамой злахоперемВнною группой, что противо- 
рфчихь прелволоженио. 

ДальнЪйнее доказательство посуществовиия при ## >> 4 нормальнаго 
дЬлителя @ зпаколеремЪнной группы можеть быть произведено таль. Ло- 
пустимъ обратяое, & именно, что существуеть нормальный лфлитель 9 
знахоперемфнной группы, отличный оть нея самой н единицы. 


Пусть 9 будеть одпа изъ входящихь въ иего подотановокь, а 1 
произвольно взятая подстановка зиаконеремыиюй труппы. Въ труппу @ 
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должны будуть входвть обЪ подстановки Я к 197, а, олфховательно. 
и подотамовка у 
И— 59-4-1995". 


Мы докажемъ новозможноеть сущеетвовашя нормально дфлителя 9, 
ноказавъ, что можно подобрать ‘подетановки 9 и Т.такниь образомъ, 
чтобы О обраяцалась въ тройной цикяъ, ибо но выше локазанному группа. 
@ ие должна завлючань тройныхь пнкловъ. 

Для оказаннаго подбора подетановокь 5 и 7’ предположнигь, что он 
разложены па пиклы. Мы имфемь право обращать наше внимаше только 
на т8 циклы, бухвы которыхь измёияются подетвновкой 7, ибо осталь- 
кыс циклы уничтожеютея въ нроизведенм подотановокь 9-19. 

Разомотримь воЪ возможные различные случаи: 

1) 5 содержить циклъ болЪе, чВмь изъ трехь эяементовъ. 

Напримфрь, $=(1234.,.2%)(...)(...).... 

Возьмемь Г=(1 2 3), тогда 5-17-19 8-ЦТ 3 2)95=(2 43). 
Значить, (== (2 4 3)(1 2 3) =(1 2 4) Итакъ, праходимь въ противор®- 
чо, а’именло, что дфлитель @ дояжень завлючать тройной цинль 0==(124). 

2) Въ 9 входять два тройныхь цикла. 9==(1 2 3)(456)... Возь- 
мемь 7=—(18 4). Вь этомь влучав 5-е 9-ЦГ 4 3)9= (265 1} 
в, значить, 0==(2 5 1)1 3 4)=-(1 9534). 

Итажь, въ групп @ оказывается подстановке, заключающая цикль 
болфе, чёмъ изъ трехъ букеъ. Эту нодотановку можно принять за 9, при- 
чемт, тогда получамь предылуний случай. 

3): Подстаповка 5 заключаеть только одинъ тройной циклъ, осталь- 
ные же циклы двойные а олиночные. ” . 

Очевидно, что квадрать такой подотанозен сводился къ тройному 
циклу. 

4) Циклы подстановки 5 только двойные н одьпочные; число двой- 
чыхь цикловъ не можеть’ равняться сдинилф, ибо въ этомъ случаф под- 
отановна 5’ ость нечто иное, хамь транспозиря звухъ только буклъ, ло- 
торая не можеть входить въ собталь знокоперемвнной группы. 

Остаетея разомотрЬть при в >> 4 два случая. 

&) Въ 5 входять только двойные циклы, число козорыхт, сязхова- 
тельно, больше хвухъ 


Я 2)8 450)... 


Возьмемь Г=(1 35). Получаемь 5—1Р-19-=Я-ЦТ 5 3) 9==(2 64), 
откуда И = (2 6 4)(1 3 5) н, олЪдовательно. приходимъ въ случаю И. 
8) Въ 9 входить по крайней иЪрЪ одниь` одяночный цикль 


8=(1 2) 4) 5)... 
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Возьмемь Г==(125). Цодучаемь 9-11'-19 = -Ц[ 5 2)5==(2 5 1). 
Откуда (== (2 5 1) 2 5) =(12 5) =(1 5 2), что невозможно. 

Италь, при я >> 4 мы исчорпали вов случан, и вс они приводять 
зъ противорфчо; олЪдовательно, высказанная теорема. справедлива. 

Случай и =4 предохавляеть исклюзеше, ибо тогда возможна, ком- 
биналия для подстановки 8, состеящая изъ двухъ троиопозици!, Въ этомъ 
влучаВ существуеть пормальный хЬлитель 


т, (1 26 9. 1309, 1 9@3. 


851. 


Покажемь теперь, что ири 2 2>4 сымменфическал группа че иззъеть 
отличнаяо отль знакоперемпииюой зормальнаяо дълмпелл. 


Пусть Р бухеть симметричеекая группа, а ©) знакоперемнная грулиа. 
Допустамь, что симметрическая трупиа иметь нормальнаго дфлителя В, 
отличнаго оть 9. Нетрудно убЪянтьея, что оби М `наибольнй: дЗлитель 
групи, Ё и О кв можеть быть отличенъ оть эдикицы. 

Допуетимь, что этоть общ дЪлитель ПУ (образующй, очевядло, 
группу) отличенъ оть единицы, хогла онъ долженъ быть иормальнымь 
дфлителемь знакоперенфнной трупны @, что невозможно пря >41. Въ 
вазюмъ дфяЪ, любая подехановка 9 грунны 7 оть иреобразовайя любою 
подстановкой группы № обращается въ подотановву, съ одной стороны 
принадлежащую въ групп$ @, ибо @ нормальный дЪлитоль Р, съ другой’ 
стороны, обрайцается въ подотановку групы В, ибо В тавже нормальный 
двлитель. Другими едовами, подетановка 8 переходить въ подотановку 
изъ того же общаго дфлителя. Итакъ И” бухеть нормальнымъ излателен 
хак для Р, такъ и для ©. 

Итавъ, кормальный дЪлитедь ЕВ симметрической групы, отличный 
оть зкакоперемфиной, можеть нмфть съ нею общею подотановкой только 
единилу; слёдовахельно, всф хрумя его подехановки принадлежать ко 
второму роду (см. $ 22). 

Возьиемъ днё кавя нибудь подстановки 9; и 5) групы В, отлич- 
ный отъ единицы. Тогда двЪ подетановки 51? и 5,9, сь одной второны, 
должиы входить въ группу В, съ другой стороны, будучи ‘подетаковийми 
перзато рода, объ онф холжиы обращаться въ единицу и, слфдовалельно, 
получаотся равенство 91? — 5.5» вли 9; = 52. 

Другими словами, 308 остальных подотановхн группы В должны 
быть равны между собой; олфдовательно, труппа Е должка быть второго: 
порядка и, кром5 единины, холжпа заключать только одиу полегаловку 95. 
Такь какъ по предположенио труппа Е хормальный дВяртель слиметри- 
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чееной группы, то оть преобразвовыйя всякой подстановкой 1 подетановка 
Я не колика мзияться, что невозможно. 

` Въ самомь дЪлЪ, подотановна 9, бухучн второго порядка, должна 
разлагаться на циюлы второго порядка, изъ которыхъ охинъ пусть будеть 
(12). Если число буввъ больше двухъ, то существуеть подетановка, пре- 
образующая циклъ (12) въ новый (13) и, сяЪдовательно, преобразованная 
подоталовна ие можеть равняться первоначальной, 


Связь подстановокъ съ общею теомей груплъ. 
$ 52. 
Обратимся къ раземотрьшю пфкоторой абетравтной группы Р по- 
рядка ®, образовалной олементали 
(1) 1= 4%, 4;, 4ь,... Дн, 


Разомотримь соволунность РА;. Эта совокупноеть, кажъь извЪетно, 
тождественна оъ самой труппой и можеть отличаться оть нея только по- 
рядвомъ расположеня элементовъ. Раземотримъ подотановку и буввъ 4 
<ъ различиыии индексами 


ее а Аь 


. “ 
ЖА № ... А 


, 


дающую новое неремфщеше оэлементовъ (1). Вудемъ эту подотановку 
обозначать для кратности знакомъ 


(".. 
Подетановки А А РА 
® в) 


образуютъ, очевидно, труппу, ибо 


259. 


Изъ сопосталловя крайнихь чабтен послфаняго равенства слФдуетъ, 
что группа похотановокь (2) однозначно изоморфна съ группой элемен- 
товъ (1). Полузаемъ такниъ образомъ теорему. 

Велкал аботраюмтнав улуита порядка п однозначно изоморфиа въ 
збъкоторой транзиименой зруппой подстановокь т буаъ. 
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Трамзненвноеть грулны (2) схБдусть изъ того соображен]я, что веегха, 
можно указать тажой элементь 4;, при которомь произведене А.А; обра- 
литоя въ новый элементь 4:. ° у 

Весьма ващнымьъ лвляотоя вопроеъ о нахождени хля группы дан- 
маго порядка пзоморфной транзитивной группы подотановокь возможно. 
меньнато числа буквъ. 


8 53. 


Очевидно, что воякую групну иподотаховокъ можно разоматр иветь 
какъ нЪкоторое линейное преобразован!е. Паприуфръ полетановку 


(ета) 


молью разомагривать важт, линейное преобразован е буквъ %;, 22, 23, 24, Ту 
въ тавя новыя г, 2, 3’, ау, Фу, причемъ существуоть преобразоване. 


(2%... 


съ матрицей 
001001 
НЕ 0000 
1010001, 
00001 


| ‚ 
| обото| 


Опредфлитель матрицы подобиаго преобразовалдя всегда равенъ -51. 


$54 
Уравнене 
Й 
ам, а ‚..-.: В Й 
а: 8) ‚ ®—х,... а, 
, 
| 21° 2 . а®— в | 


иолучающееся оть вычисленя ивизвЪегнаго 7 изъ вовхь элементовь глав- 
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ной дагонали опродфлителя маирицы ||@® || косить пазване хараленери- 


стимескою уравиешя 1?) малрицы |||. 


Нотрулно убЪдиться, что, соли мы иродотавимь подотановку 9 въ 


циклахь, 


Е ке 
во. 09, 


а {+ ) 
тАЪ верхи значект, в указываеть порядокъ цикла [2 › 10 характери- 


отичеекое уразноше соотвфтотвующей матрицы будотъ ныть’ видъ 


в ыЬ. 


НапримБрь, для матрицы $ 58 получвемь 


0, ‚—м, 0, = 
Ро 0, бра, 
Го 0 0 тр 
ао 
- ти ый = , = — 0—1) 
0 1-х 


=) С, Д. Граве. Элементариый курсъ тоори чпеелъ. Левъ. 1913. Глава ХШ, 


ГЖАВА У. 


Оеновы исчислешя инвадлантовъ. 


Геометричесн!е инваранты. 
$1. 
Теорл ннварантовь есть та часть алгебры, которая разввлась подъ 


капосредотвенныхь вщящемъ гоометрш, & потому мы придадимь папему 
‘изложению тавже геометричесый характоръ, 


$2. 


Раземотримь въ трехмфрномь пространетвВ движоше которой но- 
измзняомой фигуры. Какъ извЪотно пэъ аналитической геометрии, это двя- 
жене можво указать, какъ преобразовыше прямоугольяыхъ координатъ 

п’ =ва аж Ву те 
1) Ио ая + Ву пе 
ао -- вых + у 17, 


тдф а, Ь, с суть коорханалы яоваго начала, а девять косниусовъ «, В, т, 
т, В, п; а2, В, 12 связаны шеетыо соотнолешями 


а рае ==1, аб -- ов, -- о, = 0, са, Вт 
© ре НЬ, фа Нео, [р В, и |= 
аа, и 0, 4%, В, №: 


Дваженя въ пространств, очевидно, образують безконечную труппу, 
вели подь помпозищей движенйЙ мы будемь понимать выполясме этихъ 
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движен одного за, другимъ въ изветномъ порядкВ. Единицей этой групны 
будетъ мокой, т. е. отсутетые движещя. Обратиымъ элементомъ явитея 
обратное движеше, порсводлщее фигуру нзъ ея конечнаго ноложеня въ 
первоначальное. ” 


83. 


Сущеетвуеть ряль свойствь фигуръ, не измёнлющихся при движен!и; 
эти свойства можно назвать зиварйиипами группы двпжен. 

Кьъ числу пивадталтовт движешя припадлезжать, таюъ напримЪръ, два 
овновныхъ: раветояще каждых лвухЪ точевь движущейся фигуры и уголь, 
между двумя прямыми, . 

ели свойство неизмВиности указанныхь звометричесните инварбаи- 
тов перевести на язык алгебры, то мы получимъ алебрашчеене инва- 
зёанты, т. в. формулы, не мВилюнияся при преобразовать вида (1) 8 5. 

Формулы (1) $ (2) преобразують координаты (2, у, 2) въ (2, у', г). 
Если мы раземотримь другую точку (2., о, 20), переходящую оть дви- 
жешя въ точку (2%, 90, 20), то на осповании (1) $ 2 получим 


д’-- во а (2 — ж) + Ву — и) те — 2) 
у ака — жа) Ру и) те — 20) 


до! аа — и) Е Ву — у + ве — 2); . 


‚ возвышая въ ивадрать и складывал, будемь имфть 


Ее = (р — 208 (у — уе — 20, 


У ыу 


что показываетъ, что формула 


20, 


НИЕ — м — 


выражающая разотояне двухъ точекь, есть инваранть. 
Возьмемъ двЪ прямыхь лиишн въ проотражствВ 


{2) 


легко провЪрить, что эта формула ебть дВйствительно инварантъ. преоб- 
разовая (1) $ 2. 
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Оть преобразовайя прямыя (1) переходить въ тавя 


—и. 


дн 
пы’ 


#2 


тдф новые угловые козффищенты связаны съ первоилчальнымн при ио- 


мощи равенство 


аа бт ро, ри 2, + бин Ч 


ри’ = оф Вит ин, ий’ == ай, Вии, тив, 
ре ай быв рр, ртгвазй 4 Выиь -- това, 


дБ ри ра произвольные множители. 
Посл простыхь преобразованй, ирннимая во виимаме формулы: (2) 
$ 2, получим 
во (Е! апт" п”) = тт + ин 


пуезратрие ув рии 
пет уиории рам, 


откуда окончательно 


эти" В, Ри и 


И мт 
Ури т унии, 


ИР тт 8 ИР 


Итакъ, мы видимъ, что формула (2) есть ипварталть. 


$4. 


Раземотримъ феперь общее проективное преобризовае одпородныхь 
координаль трехмВраго пространетве 1) ` 


ар РИ - 2-4 0% 


перу ае ди 
а) | 
Я вх | 059 2 ди 
тр ая ву ва Е ди 


1) См. Д. Граве. Основы ииалитяческой геометри Часть И, теометшя въ про- 


странствЪ. 1918 {лутограф1я). 


а — 


съ перавиымь нулю опредьлитолемь 
:а,6в,с,90 | 
54, В:, в, 9, 


аз, бы, 62, д 


| 
@з, в, @з› дз | 


который мы будемъ называть модулеме преобразования. 
Линейное преобразоваше (1) мы бухемь называль особенеиилиь, если 
опрелвлитель е равенъ нулю и чеособемияме въ обратномъ случа. 
Очевидно, что неовобенныя проевтивныя преобразовайя образуютъ 
группу, нбо послЪдовательное прим нене двухъ преобразовамй равно- 
Фильно одному тажжо проективному иреобразованйо, какъ это мы видфлн . 
въ 8 20 Глава ГУ. Ехикицей группы является тождественное преобразо- 


ван1е. 
Их, УИ, 2-Е, ч' 


пывющее матрицу 
1000 


10100 
| обто 
, | 
10001 | 


Обралиымь заементомь группы является преобразоваще новыхъ пе- 
ремёныхь 2’, у’, 2', м’ въ первоначальныя $, у, 2, и. Это преобразова- 
я получаетея черезь рьшене четырехъ уравнею (1) относительно 
четырехь неизвьотныхь х, у, 2, в. 

Назовемъ проективнымъ такое свойство фитуръ, которое не пару- 
шается при проективномт преобразован. 

Жъ числу такихъ проективныхь свойствъ принадлежать напримёръ: 
пахождеше трехъ точекъ на одной прямой, прохождеше четырехъ плоеко- 
стей черезъ одну точку, касаше двухъ кривыхь, или кривой съ поверх- 
ноетью, или двухъ поверхноетой и т. п. 

Изъ курса аналитической теометри извфетенъ одинъ весьма важ- 
НЫЙ алгебраичесяй инварантъ проективнаго преобразования, а именно, 
тавъ называемое азиармоническое отношене. 
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Сказанное въ двухь предыдущих параграфахь можно заключить въ 
слЪхующемь общемъ опредфлени. 

Разоматривается труппа @ преобразований гоометрическихь образовъ 
въ просгранетвЪ я измвиенй, причем пожъ композвийей двухъ преобра- 
зоваший разумВетол посяЪдоватольное осуществлеше ихъ одного за другинн. 
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„Веякая велииита, овязамиая въ разсматриваельми чеометричевкими 
образами, че излльниющался отз преобразований зрупты С, носит пазви- 
её ннвартанита зрупты @. 


Отнасительные инварганты. 
$6. 


Данное нами выше поняе объ инваантЬ группы преобразоваюй 
можеть быть значительно растврено, если допустить нкоторов измВненше 
нваранть въ зависнмоеги отъ даннаго линойнаго преобразованёя. 

Мы будемь называть величину 9 отиюсиипельныме инваралятомь 
труплы линейныхь преобразовыий, если отъ преобразовашя получаемъ 
новую величину этого инваманта, связанную съ первоначальною вели- 
чиною при помощи равенства, 

УР = = 


тдЪ в модуль преобразованл, а #—число, называемое влсоль инвартанта, 

Если #=0, то мы приходим къ первоначальному дамноку нами 
опредБ5ленно инваранта. Будемъ называть анваранть въ случа #=0 
абеомотнымт. 

На сльдующемь простомъ примёрф можно пояснить поняЧе объ от- 
косительномъ инваралт$- ° 

Возьмемьъ бинарцую квадратичиую форму 


(69) 7 --2Взу -- Су 
н подвергнемъ перемфнныхл нозаниониый олЪдующему преобразовано 
В аи 
у= та’ ЗУ т, 8 
тогда форма (1) преобразуется въ таную 
А’ ЗВ ву | бу, 


АВ 
А’ до? 2 Ват - Ст 


В 438 848) 0 
с Ав 2888 -|- 0, 
Проетыя выкладки убЪидають въ справедливости формулы 


Вз— 4'0-- (В Аба — ЦВ 40); 
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итакъ, велячина В? — 4С есть относительный инвар{ано“, вЪеъ котораго 
равень 2. 


Эввивалентность. 


$1. 


Пусть А и В будуть: или “два, тоометрическихъ образа, или два ал- 
гебранческихь выражешя, или двЪ системы подобныхь предметовъ. 

Опредълене. Пели А в В такъ солания сз ипиоторой группой ире- 
образован, зипо существуеть в5 отой зруптть преобразовиее, первводящее 
А 66 В; то Ач В называются эквивалентанимю по отношеню къ зрупть. 

Можно убтановнть поняе объ оквиваленности по отношению иъ 
снотом преобразован, не образующей группы. Придется только требо- 
заль существован!е обратнаго преобразовалия, переводящаг 8 въ А 


$8, 


Пояенимь доняе объ эквивалентности нь прим5ръ. 

Разомотримъ двВ системы и линейныхь формъ оть ® перемнныхъ 
. везависимыхь 
ан +... --- в а 
дыня +... бы, ны 


@) 


а, +... бы | ба... 


Можно доказать теорому: 

Оиетемы (1) и (2) эквивалентиия по отношению кз зрупить не 0во- 
бептыаь линейныхь преобризовеиый, козда оби опредъьлиятеля | ав [ % | Зи | 
че равны умо. 

Разомотримт, въ самомь дЬлЪ, преобразовая 


т а 2 ба --.- + быть 

2 == анал +... бе» = би |... дона 
@) . 5) 

2! = ааа --. . - бить 3 ьияь --..- + быьь, 


воторыя пряводять системы (1) и (2) къ одному я тову же нормальному 
виду 
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Но прёобразовыйя а м $ допускамоть обрагиыя, а ‘потому преобра- 
зовалНе В-1а преобразуеть (2) въ (1), и теорема доказана, 


$9. 


Въ связи св поняемъ объ эквивалентности устанавливается понлте 
о тажь называемой волной снетелиь независимыхь нивар?антовъ. 

Самый простой примБръ пояснить дЪло. Иоли мы разомотримъ групи 
проотраяствекныхть движений, то поняе объ эививаленичостиь двухь тре- 
угольниковь совпадеть съ даннымь въ началЬ элементарной геометруи 
понатемь о равенстве». Инзарйвитами хвижешя, кажъ было свазано выше, 
являются длины и углы; зпачить, стороны а углы треугольника. ИзвЪегио. 
что для эввиваловтиоети (равенства) треугольиниовъ достаточно существо- 
вая только трехъ независизыхь между собой ннзадиантовь: или двухь 
сторонъ и угла между ущми, или лвухь угловь, прилежащихь къ одной 
сторон, или, каконець, трахъ оторонъ. 

Мы уетанавливаемт ‘такой опредвленю полной снотемы пизамантовь. 

Полной называетея зпанал система Т абволютиныхь инварольтовъ. 
которые одинаковы для каждые двужь эпвываленияинть предметовь, при- 
чемь эквивалентиость норушаетоя, сели жоть одииь ‘изв чивариитовь ви- 
алелы 1 первставть быть одинаховымь для этихь двухь предметовь. 


Алгебраическая теоря инваргантовъ, 
$ 10. 


Въ 19 стольйн разрабатывалась теоря ннварантовъ, хоторой можио 
дать назван!е амебрамческой, причемъ глазвнымь образомь _разоматрева- 
лись относительные ниварланты. Эта теор, вызвадиая КЪ жизни твор!ей 
алгебранческихь линйЙ н поверхностей, ставила свбв боле широюя цфля 
улучшеня пруемовъ вычнелешя, относящихся къ цфлымъ фунишямь, въ 
чозь случаЪ, когда трудности происходять отъ большого числа перемЪн- 
пыхъ незавноимыхь и высокихь отереней этихь функшй. Въ послфлиее 
зремя замфчаетоя значительное охлаждетю интереса, къ этой теории; вы- 
званное въ значительной отелени тФмъ оботоятольствомь, что полученные 
результаты не оправлаля надеждь, первоначально возлагавшихея на. теор. 
Изучене формъ биларныхь разробловь въ пзлую науку, тогда накъ при 
большемъ:чнел5 перемфиньюь незазнснныхь теоря инвафантовъ пред- 
ставляла на аждомь шегу непреодолимыя трудности. Теоя линейлыкь 
формъ важото угодно чпела лорембиныхь независимыхь, давшая творпо 
биредёлителей, осталавь единетвенныхь примЪромъ символики, упрощав- 
шей дЪйстыя и вычсленя при большомь чнслЬ входящихь букв. Пи- 
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чото подобивто иры формахь высшихь схепеней не найдено. Квадралич- 
шыя формы иредотавляли единственное исключене, нбо он, кавь мы уви- 
димь дело, сводились при помощи билинеарныхь формъ въ твори опре- 
дЪлителей, ` | 

Современное состояе теорфи поверхностей третьяго порядка луч- 
зШЙ примфръ, нзлострирующий несовершенство теорйн кубическихь формъ 
©ъ четырьмя перемёнными. 

Поль вилшемь повыхь задёль, между прочимъ подъ вмяшемь те- 
ори Сао, о которой будеть сказано въ нони каитн, теоря ниводлюя- 
-товъ линейныхь преобразований видонзмВняеть свой внфший видь и пе- 
реходить въ хеорую групповыхь нинарантовъ. 

Не нмЪя пли по харажтеру книги входить въ подробное изучене 
‘алгебраической теорйи ннвараятовь, отошавмь чихалеля въ классическому 
учебнику байпоп, @., „Усйезипаен Нбег @е А]ребга ег Ваватеп Талё- 
Тогтаюпеп“. Деиёзей хоп \!. Еефег. 2 АпНаве 1877. Для первоначаль- 
цаго що знаконотва съ трупповыми пизарантами можио посовЪтовать 
„Эеюсиет АБзевтИй. @нтфрешиуамалийею“ второго тома „бешабь 4ег 
АюеЪга, уоп М. Мефег. 1899. 

Мы ограничимся ивложенемь лишь опредьлешй п теоремъ, одлав- 
вихея классическими. 


Инваравты и ковартанты. 
$. 


Опредълеве Г. Рацлонылььяя фунтиая поэффилиентовь одной форлиы 
или системы форме, которая получаеть мпообутелемь ф-ую степень 
{® число цтлов} модуля не особенииио треобразоваил, прилозевниао чо 
зупимь формами, чазываетен оттюсителиюымь иноарииипомь или просто 
зинвазбантоль разелиитриваелиить форла. 

Опредълеме Г. Пльлое число Е носиянь назвазме воа иноаруоита. 

Абеолютные инварлты можно разоматривать хажъ отноеительные, 
вот которыхь веть нуль. 

Относительный инварантъ обращается въ абсолютный для преобра- 
зованыт съ модулемъ -- 1, 


8 12. 
ели мы раземотримь сиетему ю лннейныхь формь 
аа + ваза Р.Н бт. 


< ат: -- Чат, +... -- ры 
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10 опредЪлитель |&| будетъ, очевидно, ниваргаитомъ сиетемы (1). 
Подвергнемт, въ самомь дВлЪ, сиетему (1) линейному преобразованию 


ела +... ем 
иная 
би ет! ... 4 бы 


съ модулемъ е=|0»|, отличнымъ оч нуля. 
Преобразован!е (3) переводить снстему (1) въ новую 


ве! +... рама 
(3) тели ь 


ат" -Р..- Е ба. 


иск баба... Е бык. 


такъ что дЪло сводится къ умножению матрицъ, 
ав [| == [ав |. [еж |. 


Переходя къ опредфлителяхь, получимь | аз! = 
есть ниваранть, вЪеъ которато веть 1. 


[аз т. в. [ав 


$1. 


Опредзъленае. Разематривается рядъ снетема пезавивимыхль перемтин- 
те 
{ру 2, 3); (и Уи: 1: 2.3), (№ Ув, 22...) 2. 


Еель всю эти системы тодверинутиы одному и эпому эее линейному 
феобразованю, то зоворятих, что ати системы преобразуются козредени- 
тю. Когредентное язуЪнене можно геометрически характеризовать такъ. 
Если задано проективное прообразовайе миогомфряаго пространетва, то 
очевидио, что координаты вобхъ точекъ пространства изл5наются когре- 
длентно- 

$ 14. 


Придадимь изложешю теометричевкй характер въ смысл языка, 
оставаясь по существу въ области чистой алгебры. 

Отредлеие 1. Раиональная фунишя отъ козффичйентовь одной 
орлы ли системы форма оста в перелтииихь независимы? т, 2р,..- в, 
заключающал пром этихь поэффищелтове еще коордилиийты илукоторало 
хонениийо числа точекь (1, Уз... ), (1,20, .-. 8)... , пазываетол 
относительные коварбанатомь формы или системы форма, вели она тя- 
обрумпаеть цлую степень =* модуля ие особеннезо преобразовелия, козда. 


— т — 


этому тпреобразовиню котребенттю тодверийуты какз терелвытыл т, 


а... 2 основные форльь, такв и координат (у), ув, .. 9} (#1, 26, ...2=)... 


почет. 

Ковамаить можеть не заключать совершенно коэффищентовъ оенов- 
дыхь формь, & только координаты точекъ. 

Опредъьлешме ТГ. Показатель & иоснть пазвалие впеа коавартанита. 


$15, 
Опредфяитель 
| ОЕ 
же. ....., | 
20... и, | 


есть относдеельный поварить в$0& — 1 енотемы точень 


(2, оу), (9, осы" 


. (21°, ... 2,8), 


ибо, выполняя преобразование 


же, Х,--... ан 


получаем 


р... 
| 


29. 


откуда, обозначая модуль преобразования черезъ е, получим 
| Хх] 


1.28, 
что доказываетъ поставленную теорему. 
$16. 


Система, совтоящал изъ формы ал, ...2а) и точки (у, У), 
иметь относительно линейнато иреобразованя абсолютный ковашанть 


Ку, № .--»), 


гАЪ Ду, №,...\) результатъ подстановки координать у; въ форму на 
мВото незавнонмыхь перемфнныхь, 
Для доказательства’ разомотримь уравнен!е 


<) Ще, 59 =К, 
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тдЗ К произвольная постояяная величина, уравноше (1) опредбляеть н- 
который обраяъ въ ипогомёрномъ проотраиствЪ, которой мы можемь на- 
звать сверлтювертностию. 

Если точка, (у1,...»} ножнев па сверхповержноези (1), то имЪеть. 


эВото тождеетво 
к 


Жль,-. 


. 


Это равенство можио излисалъ похробизе, если указать коэффищентьг 
1, @,... формы Г. 
(2) Ка, м, оз уь о. №) = К. 


Очевидно, что овойотво точкн находиться на навбетной оворхиоверх- 
хооти вв можеть нарущиться отъ прообразованёя воордниал”ь; то мы им 
емъ посл преобразования 
(3) Ка’, в, ..., т .. . уе) 

Сопоставляя (2) и (3), получимъ 


Кат, аи, орут, = Да, ао Ре. - Уж) 


и разсматриваемое зыражене есть, дЪйствительно, коваранть. 


Контрагредентныя преобразованя, 


$37. 
НПоняце о нонтрагрементныхь преобразовашяхь взято изъ геомегриг, 
Раземотримъ трехмзрное пространетво, точки котораго опредъляютея 
четырьмя однородными координалтами 


2, 22, 28, 2. 
Коэффищенты 

3, №2, №3, № 
уравневя плоекости 


(1) ту Е из а щаи = 0 


можно считать коорбинситалми, плоекоети (1), т. е. величинами, опредля- 
ющами положене илоскоети (1) въ простраметвЪ. Это тахъ пазываемыя 
однородмыя плоскостныял координаты. . 


4 18. 


Поомотримь, кажимь преобразоваямъ подвергелотся плоскостиыя но- 
ординалы, когда точныя координаты 2 подвергмыотся проективному пре- 
образовано с 


[© = 1 


21 - ево - 63 - ви 2, 3, 4) 
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съ отлнчнымь оть пуля опредфлителем 


[ав |. 


Обозначая черезь С алтебраичесыя добавленя элемеитовъ опре- 
дЬлителя г, получимъ обратное преобразовеше 


Си Сы Ох би и; 
и аи Е = хз’ + = 2+4 


=) ‚2,8, 4). 


Подотавляя эти выражешщя 2; черезъ 2’ въ основное уравиен!е (1), 
дающее соотношеше между и и 2,, получикь 


тии ира р изжу ну 
РАВ 


[©] чи 8. 


:-+ и Е...4 бане, 2,3, 4). 


Птажъ мы видимъ, что ‘плоскоеныя координаты преобразовываютея 
при помощи преобразованйя 


(1), 
вопряжениаго съ обратныйть оть с. 


$18. 


Аеъ сиестелиы т перемтулииито независилиижь назывеотся контразре- 
Летиниьыми, вель чур чеособенномь линейное треобразованйи одной друзал 
эфреобразуется при помощи сопрязеениато сз обратнымь отль первало. 

Получимъ теорему. 

Еель деъ системы козтрезредениныхь перелнунныяь 


Я И Ш, 


„реобразовывенотся въ новыл 


а , 
р, 


та выражвеше 
в -- пола --... нь 
перотодирнь въ 


зе ту... чз. 


Въ связи съ контрагрещентными перембиными вводьтоя понятя о 
тажь называомомъ контраваранитть. 
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Контправазлантоме чазывавтся волкап разоцальной фуналия оть по- 
эффишевнтось задалуньыеь форль и отъ понтралредлентиыхо перамтинилть 


(1), (иг, ), о... 


которая тртюбруьтаеть мькоторую зпьлую спиетень модуля зреобразовения. 

Очевидио, что поняме о контраваранВ явзяется излишнимь, волн 
коитрагремектлыя пероминыя, разематривать какъ коэффищенты линей- 
хыхь формъ. Тогда контразад!апть обратается въ инваранть. 

Тоже самоо относитоя ль болфс общему понято слаиамикио жозви- 
зпанта (Ручзевеш ги), въ который кромВ коэффищентовь форнъ п кон- 
храгрементныхь перемфнныхъ вхолять еще н когредептныя. 

Вообще ивляетоя недосталкомь излагаемой теорн зведеше большого 
чнела назван !), причемъ составляются пзъ этихъ назвышй теоремы, 
часто являющбяся совершенно тривальными, казъ, напримВръ, олёдующая. 

Комитанть коваранта есть комнтаить перволачальной формы. 


Ортогональныя преобразования. 


$9. 


Разсмотримъ залазу: найти тождеетвенпыя контратродентныя пре- 
образованя. 

Употребляя сниволы $ 17, можемъ формулировать задачу, какъ ия- 
хождеще матрицы с, для которой 


Разсмотримь случай трехъ перемЪиныхь независимыхь 


|а, 6, ра,в,е | 
с | аа, Ме, |, в, ус: |. 
а;, бы, в: р а ба, в | 


Обозвачая большими буквами 4, Д:, А», В, В,, Вь, С, Са,  вя- 
тебраичесыя дополненя элементовь &, а:, @, 6, в, , в, в, в, 
приведемъ задачу къ ряду равенотвт 


(1) =, В == ‚С === 
(2) Аааа, В.В, Сус. 


8) Ао-аав, Вузе в, буса 


*) Тавъ, напримврь, кромВ указанных выше икфотся иазваня: эвектанть, 


эмананть, -. и т. д. 
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Умножая равенетво (1) на а, 5, с и складывая, получимъ 


аа ие), 
10 =-20, слЬдовательло, будеть 
Фиат; 


подобнымъ же образомь получаемь 
а ре 1 


ар ева. 


Кром$ того 
а Е: ев: =0 
ваз + Во -- в =0 
ва, Е -- с ==0. 
ДалЪе . 
ео о, в О ее... ' | 100 


откуда е=-51. 


$ 20. 


Мы пришии въ тавь называемому ортозональному прообрезованио, 
опредфляемому разенетвами: 


ай ей +...-РеР эр (1, 2,... 9) 

(1) 
2,...т \ 
в ) 


быеь-- быв ...- выби ==0 (, 


1 
Въ случа п =8, какъ извЪстно, получается зращене прямоуголь- 
цой снотемы координать около начала, откуда проноходить н само назва- 
не ортогональнаго преобразовал. 
Изъ равенствъ (1) вытекаеть: 


1 е=|са|===Ы1№, ибо 
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|. Обовначая алтебранчеекое дополнеше элемента е черезъ Си, 
получииь . 
(2) С = аби, 


пбо можио будеть налиеаль рядь тождествъ 


(Сл, — есле -- (Оль — ввиде >... Е (Сик-— веа) бы 


{Сь -- зедень Е (Ок — або) бан --..--Н (Сир — абы) 


изъ которыхт получамотея соотношеня (2), ибо отличенъ отъ пуля опре- 


дъянтель | си! ` 


1П. Получаются равенства 


сие? 4... На =1 @=1,2,...п) 


$=1,2,...п 
еле» 4 вел +. 4 бы = 0 ( , #7 |. 
3=1,2,...п 
Посиъдья равенства получаются, если умпожить па ву». равенства (2} 


п просуммировать по #. 
Преобразоваяйя съ опредЪлителемь + 1 мы будемь называть собетвен- 
ными, а съ опредлителемъь — | -— месобствениылмь. 


$21. 


Ортогональныя преобразовал были предметомъ разнообравныхь из- 
слЬдовашй и имъють довольно. богатую литературу. 

Укажемь зхЪеь на, главиЪйе вопросы, нитересовавие математиковъ, 

Тажь кажь ортогональное преобравовазе соотвЪтогвуеть тому’ елу-. 
чаю, когдь контрагредентное преобразоване совпадаеть съ начальнымъ, 
то въ’этомъ случа можно замфнить перемфиныя и: на х;, и мы зал 5гамъ,. 
что ортотональное преобразован переводить выражен! 


пи ло о. ыеы 
въ новое 
кие тута р... Ты. 


Это можно выразить там; ортюютильное преобразование переводить 
коадразичную форму 
ера... 


въ самое себя. 
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Нерньйе 1) поставыль боле общ! вопрось изучешя преобразован т, 
пореводящихь общаго вла квадратнчную форму Хаит» въ самое себя, 
Задача НемшёРа пмветь особенное значоше для теори чисель, когда 
формы разомаериваются ев цфлыми кооффищентаыв, 1бо, замъ памъ из- 
вуетво изъ элементарпаго хуроь теор чисель, подетановки еъ пфлыми 
коэффищеитами, переводяийя бипариую квадратичную форму въ самое 
себя, связамы съ уравнешемь РеЙ’а. Такъ что задача Нет е’а для формъ- 
съ двлыми коэффищентами свазана съ труднЫйшими и глубочайпитии из- 
олбловащями тори чнеель. ° 

Оставаясь въ области алгебры, тоесть, пе предяолатая козффищен- 
товъ подотановкя числами пзлыми, отраничимея отиосительцо преобраво- 
зай НегйЙв’& указыцемьъ на то, что опредВлитель тажого преобразова- 
шя равень =Е1. Это будеть ясно изъ сяЪдующей главы, посвященяой 
алгебраической теория квадраличныхь формъ. 

Особенное винмал{е. было обращено ца раземотрёве характеристи- 
чеекаго уравнешял ортогональной матрицы. ВзозеН: 2) замфтиль, что это 
уравнение возвратное, & пменио, что, если Х есть один ето корень, то. 


: . т - В В 
булеть существовать другой ‚. ТРгореиз 3) нри помощи теофшфи элемен- 
тариыхь дЪунтолей подвергь это уравкеше подробному изолвдовалио, 


$ 22. 
Тань какъ между я? коэффищентами ортогональнато преобразованя 


#(п— 1 а 
существуеть з + ‘ э ) соотномтен, то пезависимымн изъ числа этихъ. 


: и. (8—1 
хоэффищентовь остаются только. о 5 ). Можно выразить всЪ коэффа- 


1) 


й : (п — 
Щокты въ видБ фунишй отъ -—-;-^ иезавиенмыхь перемфиныхъ. 


Вщег 4) показалъ, какъ составить элементы ортогональной матрипье 


я(п — 1) 
опродфльтеля ==1 при помощи ——^—--* пронзвольныхъ вепомотательныхь, 


З 
угловъ. Для хрехмриато пространегва (п =8) получалотея` знаменитые 
Тиеговы углы, постоянно употребляюниеся въ механик. 

Ее предетавляоть ортогональную матрипу вакъ провзведеве 
п(п 


матриц вида, 


+) Негтие. Ецугез 1, 195 (1854), 

=} ВновеКт. домена де лоту е, 19, 258: (1854). 

$) РеоЪенрв. Фопги, ]. 1. п, а, Ма. 84, 48 (1873). 

*) Геоппат! Ещет!. Соттюпаолез амбиттев сле. Т. 1, 427. 
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р 
| 2, 05500 
| о. 10 , 


| о о 01 


У которыхъ вс элементы главной зЛагоцали, кромЪ двухъ, равны 1; эти 
два суть 009% и 008%; этимь двумъ элементамь дгоналин соотвЪу- 
етвують два элемонта — бир фи Это, распозожениые па тфхь же то- 
ризоиталяхь п колонпахьъ, остальные элементы нули. Взявъ воевозмож- 
ных сочетаяйя и элементовь магонани по два, иолучиыь формулы Вега. 
Такъ напримфръ, въ случаВ трех измЪиешй нахо ввоели три угла ф, $, 8 


} 0х. Это, 1% 
. Эт о, — 080,0 


осо Е 


1 008 $, 0, вы ‚о 
| 
||. по |. 


.| 0, 0050, 5 0 
Эт $ 0, — 005% } 0, 50, — (оз | 


Перемножая матрицы, получаемь окопчитольно матрящу Вег’ь 1) 


00500054, Буг? Сози-- Созобр ть, = Это — (оз Соз0 бт 


Бто 03%, — С05Ф 0050 Этот Ви, —- Созо9 т — Заз Соз6 бо | . 


ЭФ, — 003455 , 005% 0080 
° ы ы 


Для случан пространства четырехь измфиенИ надо перемпожнть 
есть матриць 


бет, Эмо, 00 Вы 0, Блеь, 0| | 005,0,0, — 9 ва] 


Эно, — ве, 60 о оо пе 0 | 
| го ‚10 18а фь, © , о 0 0 
вого биг о 0, нь 0, — (оз | 


о, 0,0] | [о ‚оо о, 0 

› Соб, бт, 0 . 0, Созе, 0, Эви, | 0,1 0, 0 | 
|, Эта, —00з: 01 |0, 90 ‚1, 0 | 0,0, бот, Эт ь| 
ого 1! |, 9, — бов 1 0, Баров, — 009 


Подобныя же соображешя относятся мь какому угодно чнелу изм- 
рен. 


1} Здвсь я показываю, какъ получить иособотвенную матрицу. 


. © : 
оли ввеети функщи == = ‚ ТДЬ © ЕюРовеше углы, кажъ повыя 


пезавиенмыя перемфиныя, то коэффищенты ортогопальнато преобразован! я 
зыразятся ролйонально черезъ тг. Итодь, можотъ быть поставлень вопроеъ 
о наяболво общемъ представлени козффишептовъ ортогональнаго преобра- 
зовазёл въ выд ращюнальныхь фушышй отъ поремфиныхь пезависямихъ. 

Ещеу припадлежать начболЪе замбчательныя предетавлощя такого 
рода, отпосянияся мъ случаямь п=3 и я=4. Для ®=8 


247 295 _—_ 248 — р" 
не. . 2 - 
9% и 


По 
р з 23 7 


278 -— 2ра 2-Я —т 
› бе - об. 


р? % % 


аи -а, 
Для п Ещег даетъ тавую матрицу 
| ар-- 9-0" 85| а’—в5—вт-- 04 |--ав— у-ва Нбр | ва Вр--ез—@" | 
—а9--Фр--ез—| аз беа--@р| ат--оз- ера | а а—вг—а8 
а 5 —ср— 44 | — вре а8| ва--бр-ез--д | аз—фк—ва ар * 
-а5- "ва 4% | —па-вр-нез-Е а» |--ар--54-ет— 08 | ат--85--е0-- 94 | 


Въ этой матран суммы квадратовъ каждой горизонтали и каждой 
колонны даютъ одно и тоже число 


ия чечня, 


в вуммы продзводенй элементовъ двухъ различпыхь горизонталей пли 
колоняъ равпы пулю. 

ТиЦег заявлясть, что всЪ его попытки дать подобныл формулы для 
проетражетва боле четырех: изуиетой были неудачны. 

Чебышевъ 1) и С2у1у ?) дали подобных формулы для произвольнахо 
числа #, которыя нельзя однако считать общими. 


2) Чебытевъ. Полное собрав!е сочинен!. Т. 1. Стр. 296. 
. 2) Сауюу. Тошо. & м. Маф. 22, 120 (1846). 


Особенно важное знечеше иметь разомотр?ие коночныхь труппъ 
ортогональныхь преобразований. Нетрудно видЪть, чхо будетъ ортогональ- 
нымъ прообразоване, которое мы разематривали въ $ 58 Главы № и ко- 
чорое соотвфоствуеть подегановеВ перемвнныхъ незавнонныхь. Въ этихъ 
преобразованяхь матрица состонть изь нулей и едицииь, причомт въ 
замдой горизолталю н въ каждой холоннв находитея по одному элементу, 
`равному едниищв, тогда каюь остальные суть нули. Груипы подотаиовокь 
п буввъ находиться, слфдовательно, средь ортогональныхь группъ. 

Будемь называть матрицы, соотвфтетвующя подотановкамт, У--ма- 
трицами. Матрица, соотвЪтотвующал транопознтйи {#, #), имбеть вить 


4-я {-ая 
колонна колонна 
100 0...10 ...0 
910. 01...10 ...0 


а) 


п получается изъ еднипчной матрицы через» перестамовыу двухъ гори- 
зоиталей или колоняъ ой и #-0й. ° 

Маярица {1); соотвфтотвующал трансиозищи (2), иметь опредфли- 
тель ==--1. . ` 

Матрица 7.(#) происходить изъ У’ черезъь порестановку двухъ 
колониъ 4-0 и 2-ой, а майрица (2) проноходить нат У черозь пере- 
становиу двухь горизонталой, 

аъ сказаннаго олЪдуетъ, что подоталовкаль знахопореминой группы 
соотяфтетвують собетвенныя преобразован!я, лодстановкамь же, равноспль- 
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чымь нечетному чиелу транепозищй, соотвфиствують зтееоботвенныя пре- 
образовая. 
$ 5. 

Вея группа. ортогональныхь преобразован, калуь соботвенлыхь, тать 
и мособотвенныхь, нозффищенты хоторыхь произвольныя вещественныя 
или комплекеныл чиела, иметь подгруппой группу соботвениыхь пре- 
образованй. ` 

` Принимая во внюмаше сказанное, мы замфчаемъ, что среди коиеч- 
ныхь трупиъ оргогональныхь преобразован заключаются прежде всего 
группы подотановокт, то есть, группы собетвенныхь и певоботвенныхь 
преобразовамй вида У. 

Далфе молию указать на груплы преобразовалй У’, получающихея 
‘изь У замБиой едицищь на ==1. 

Групаы. преобразовиий У н У’ сводятся кь изм6ненио назван осей 
координать, причемъ группы соботвеняыхъ преобразован У можно харак- 
‘теризовать хавь труппы вуамденй енотемы координать около пачала, котла 
одни оси приходять въ совладеме съ другими по положению и по напра- 
вленшю. Порядокъ группы веъкъ преобразован ТР воть ч!, & порядокь 
воБхь преобравовавй У’ есть 2%» | 


$ 26. 


Обращаясь далфе къ раземотрЪийо конечныхь групиь оргогональ- 
пыхь вещественныхь преобразован, отличныхь оть Ги 7’, мы замВ- 
тимъ, что для трехмЪрнаго пространства ‘задача рЬшена внолнЪ. 

Скажемь въ немногихт, словахт, въ чемь состоить это рёшен!о. 

Обращаемся сначала къ конечнымь группамъ соботвенныхь преобра- 
зованш, отличныхь оть У, У’. 

Пусть. задача: конечная трупиа. вращешй порядка, ‚ тогда этой групи 
соотв тевуеть л положен пфкотораго зла, нензиино овязаинахо съ 
зращалощеюся средой. Эти и положен тЬла образуютъ правильную фи- 
туру, которая совпадеть съ самое собою нри указанной грултВ вреиценй. 

Если перем щающимся тВломь будеть плоскость, то мы вотественно 
‘приходимъ кь правильнымь многограннииаягь. 

Перебнрая во возможные случан конечныхь групиъь вращешй, мы 
должны будемъ разомотрЬть елёдующия Бла: правольную пирамиду, двой- 
лую инрайнду, тетразхрь, октаэдръ, кубъ, додеказдрь и нкосаэдръ. 

Правильная пирамнда съ у боковыми гранями совпадеть съ вамос 
собой ирл 9-кратпомъ повтореши поворота около оби па уголь 2*:9. 

Двойная пирамида, т. е. такая, ребра которой продолжены за вер- 
шнну, если она иметь четное чнело боковыхь граней, можеть быть с0- 
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змВщена съ вамоз собою, кромф’ вращенйй около осн, еще при помощи 
опрокидывашя пё 180 градусовъ около воршипы. 

Обращаясь въ правильнымь- многогранникамь въ собогвелномъ омы- 
сл слова, мы замфтимъ, нажъ по виду многогранлика: найти порлховъ 00- 
отвЪтотвующей ему трупиы. Въ самомь дЪл%, мяогогранилиь можеть быть 
приведенъ зъ совиаденю ©ъ самимъ в0бой наложовемь одиой его траши 
ва во оетальныя, при этомъ наложене можно произвести ны столько спо- 
собовъ сколько вершинь заключаегь эта гралть, 

Приходныь кь тавому способу. Поряжокь группы вращел правиль- 
каго тфла равепъ: 

1) пропаведенно числа грапей нь часло угловъ въ каждой грани, 

2) произведено числа верщинь на число граней, зотрёзыющихея въ 
важдой вершит, 

8) двойному числу роберъ. 

По этому счисленио порядовъ группы будеть: 

для тотразлра. №, 
для куба п октаздра. . . . 24, 
для доденаздра и икосавдра , 60. 

Надо замфтить, что, если мы около озгазхра опишемъ шарь и про- 
должимь до пересфчешя съ шаромъ нерпендикуляры, опущенные изъ цен- 
тра на 8 граней, то получимъ нубъ, вписанный въ тотъ же шаръ. Этоть 
кубъ мы назовемъ вопряжепныхь съ октаздромъ. Групиа вращен! куба 
зовладаоть съ группой вращеня сопряженнаго октаздра. Подобным же 
образомъ додекаэдрь и икосаздръ суть сонряженныя между собой тьла, и 
имють общую группу. 

Итажь, мы приходимь въ патн группамъ вращенй: 

1) группа пирамиды, 

2) трупа двойной пирамиды, 

3) группь тетраэдра, 

4) труппа озтазхра, 

5) группа икосаахра. 

$27. 

Перейлемъ теперь къ конечнымь группамь ортотональныхь вреобра- 

зозанй общаго вида канъ собегвенныхъ, такь и несобственныхъ. Нетрудно 


видВть, что несоботвениыя прообразовышя мощно считать получающиннся 
изъ соботвенныхь черазъ умножешю па одиу несобствениую матрику 


10 
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Эта матрица воотвготвуеть преобразовано 

=, уу, АА, 
измфияющеху лишь зназь координалы 2. 

Это преобраздвалие можно разоматриваль какъ зеркальюегизображе- 
ще фигуры, если, зеркальною поверхностью является плоскость ду. 

Допуотивъ кромф зращен! еще операзю зеркальнато опрокихыва- 
щя фигуры, мы приходимь къ колечнымъ группамъ, носящимъ назване 
зрупть кристаллографическихь, 

Рузеюй извВотный минералогь Федоровъ исчерпывающимь образомъ 
язузчиль самметрио пространственныхь фигуръ, а потому задаче пахожде- 
щя вристаллогрефичеекихь грушть сводитоя къ его изозловеняиь и до- 
пусваеть полное рВшеше. 

Было бы важно рЫшать задачу нахождешя конечныхь групиъ орто- 
тональных» преобразовайй для произвольнаго числа изыбревй, ибо изу- 
чел! сниметри миогомбриыхь пространствъ приводить кь рБшенно заж- 
ныхь задаль теор!и чиселъ. Эта задача была предметомъ залят!й па моемъ 
веминарВ по алгебрВ въ 1918 г. въ УниверовтетВ св. Владныфа. Полное 
ея рьышеню для четырехь измрен даль Ооцтеай 1). 

Я утверждьно, что, начишая съ пяти измфрон!, дфло исчерпывается 
труппами Уи У’. Волросъ влфеть связь съ вопровомъ о предотавлеши 
трупоъ при помощи грушуь подстановогь нанмепьаго чиель предметовъ, 


Полная система инваргантовъ. 
$ 28. 


Въ $9 этой главы мы дали покяме о полной систем незовисимьекь. 
инварантовъ. Вт излагаемой нами алгебранческой теоми инваралтовъ 
назван!е толная система употреблястся въ ифеколько болфе узкомъ 
смыслЬ слоза. ЗхВоь мы раземотремъ цзлые, рашональные, относительные 
иинараиты. Под. полной снетсмой такнхъ инварантовъ понимается сово- 
хупвость извфотнаго чнола тазъ выбранныхъ инвар{антовъ, что вся ин- 
варанть выражается черезъ выбранные въ вил дфлой рашональной функ- 
ци. Пояенимъ сказанное но проегомь примфрф. 

Мы видфли уже въ $ 13, что опредВлитель а системы линейныхь формь, 


ааа, +. -. Е бхь 
(8) ее + 
аа... бы, 


воть ннваранть этой системы. 


. з .. 
2) боптваф. Аппаез с. 4 УЕсое Мотта]е Зирымене. Зее №. Г. УЕ. 1889. 
а 
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Покажем течерь, что въ нашеме случа опредфлитель в есть одий- 
отвенный независимый виварфапть, при чемъ вояый другой инваранть 
будеть отененью этого инватанта оъ натуральнымъ показателемъ, взятою 
съ постояинымъ множителемь. 

Сдфлаемъ лннейное преобразоваше, ниВющее матрныу || ен || еъ опре- 
двличедемъ с=:|си|. Пусть новая сибтема линейныхь формъ будеть 


выл’. 


Обозначая опредфлитель новой системы черезь ©’, получимь, оче- 
видно, 


вии. 


<’ = ав. 
Пусть 
(ан, .-. @вя} 
произвольный инварманть системы (1) и, обозначая для кралкости Г’== 
— Иа!, ... 9). получимь но опредфлонио понятя объ ниварантЬ 
Ге, 


тдВ й вЪоь инваманта Г. Прамнимь тажое преобразованйе, которое ие- 
реводить енетему линейныхь формь въ нормальный вижъ 


Въ этомь случав а’ 
Обозначимь черезъ № постоянное число, въ которое обращается 
инваранть Г для системы (2), тогда мы получимъ ` 


ИР Т==а- Г, 


т. 6. ве=И, 6 


откуда 
Т= Ка 
что и требовалось показать, 

Нетрудно вндфть, что если система чи линейныхю формр оть в пе- 
ромфиныхь независимыхьъ соетоить изъ меньшаго чиела формъ, чЬмъ число 
леремфикыхь нозависимыхь (<), то система ие иметь совезмь цф- 
лыхъ ралональныхь инвараитовъ. 

Зъ самомъ дБхЬ, добавляя в — т формь еъ произвольными #оэф- 
фацентами, получикь авь единотвенный инваруания, стелень опрезьли- 
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‘теля. Этоть ипваранть не можеть быть инварантомъ заданныхь фориъ, 
ибо онъ замлючаеть произвольные элементы. 


$29. 


Захача © нахожденн поаной снотемы рашональпыхь внварюнтовь 
‘обобщаехея такимъ образомъ, что кь инварентамъ присоединяются еще 
и воваранты. 

Какь было еказано въ $8 10, теойял инварантовъ подъ вмящемъ 
приложен постепенно переходить въ теорно групповыхъ инварантовъ, 
т. в. теорпо формъ Ё(хи, 22, ... =), нв мВняющихсл или прюбрётающихь 
постояннаго множителя при линейномъ преобразоваши перемфниыхь не- 
зависимыхь, принадлежащемь къ изкоторой групи такахь преобразовалий. 
НИЪеу ') пракадлежить такая важная теорема. 

Чиело чезависимыть абсомотниыяь инелонятове всякой конечной 
зруппы одъороднымь линейные преобразован — конечно. 


Ариеметичесвке инваранты. 
$ 30. 


Кром теометрическихь и алгебраическихь инзарантовь приходится 
иногда равоматривать, таъ называемые, числовые или ариеметичееве ин- 
варанты. 

Примфръ такого рода инвафантовь предотавляеть рангь матрицы 
коэффищентовь системы м линейныхьъ формъ оть я переминыхь ноза- 
висимыхъ. Нетруино видЪть 2), что этоть рангь не измляется оть умноженя 
матрицы на матрицу неособеннаго линейнаго преобразованя. 

Второй прим рь подобнаго ипваранта предотавляеть матреца одно- 
родныхь коорлинахь ® точекь #— 1 мёрнаго пространотва, 


2, па, .. ож 


29, дум, ... 2.69. 


Въ самомь дВлЬ, овли рангь матрицы есть }, то точки совпадалоть, 
что очевияно пе нарушается при проективномь преобразоваши простран- 
ства. Подобнымъ же образомъ, если рангь есть 2, точки лежалъ на одной 
прямой, обстоятельство также сохраняющееся при проективиомъ преобра- 


т) Ь. ИЙБегь. МадВ. Али, 86, &78 {1800) Н. \Уеъег. АЛвебта. 2 В. 218. 
2) Д. Граве. Эломентариый куреъ теор{и чиселъ. Издан второе. 1918 стр, 297. 


— 312 — 


зовалии. Подобиымь же образомъ докажемт, что каковт. бы рапгь ма- 
трецы ин быль, оиъ сохраняется, при личейномъ. преобразевайн. 

Кат, прихЬрЪь подной спетемы инвадиаитовъ можно привести сообра- 
женя $ 57 главы ГУ; раиз и олементарюые дльшипели составллють тол 
ную систему иноарйиитовь для зрунты элементариыхе преобраловатй ма- 
зприцы. 


Билинеарныя формы, 
$31. 


ФБилинеартылиь называются таыя квадраличныя формы относительно: 
эп перомфнныхь у 
(2, д, .-, (ул, Уз... У), 


когха кождый нхъ члонь будоть порвой степени какъ относительно д, хачъ. 
и относительно у. . 
Общаго вида билинеарпая форма при я==3 будотъ’ 


ати + баз Е вл 
Зато, Е выьуе | аозизуь 
- аутзу -Е азотауе + анала - 


Ее можно обозначить кратко тажъ: 


а 
Уелу,. 
р 


Матрица, 


в == |2; 


носить назвало матрицы бплнисариой формы. 
Опрояфлитоль матрицы бияниеарной формы пазывается онредьмите- 
демо формы. Если опрехБлатоль равен пулю, то форма называется особенной. 
Бнаинсариую форму можно проедполатать пронсходящею изъ линей- 
ныхь форуъ двоявимъ образомь. Или разематриваетея система линейныхь 
формъ относительно у1, 92, ... У» 6ь матрицей а, которыя умиожаются 


по порядку на 2,, 22,... м, и складывалютел, или берутся форм отпо- 
сительно 2, 2:,... 2, въ сопряженной матрицей а’, умнояимотся по по- 
рядку па у;, Уз, ... Ук и окладывомотея. 


Если возьмемь первый сповобъ образозыйя, то явится очевидиымт, 
что, если мы полверенемь буввы у преобразовиию съ матридей $, то но- 
вал матраца формы будеть 06. 
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Еели ие возьиемь второй сновобъ образовалия и нодвергиомь. буквы 
2 преобразовано съ матрицей с, то сопряжениая матрица обратится въ 
а’, откуда настоящая матрица билинеарной формы обратится вт (а'<)’=е'а. 

`Ичахл, соли въ бнинисарной форм подверёнуть одповременно’ буквы 
у преобразовано съ матрицей ®, а буЕвы 2 иреобразованю съ -малтрищей 
с, 10 матрица а Формы обратится въ такую 

6%. 

Переходя въ опредфлителяжь и замфчая что || ==|е], ибо опре- 
двлитель ие мФняетъ величины оть замВны горизонталей колонлами и 
-обратио, мы можемъ высказать продложот!е: 

Опредълиятель формы полунавть мтодвилтелемь троизведенае отре- 
дъймтелей преобразоваий буквь т и букез у. 

Рангь бндинедрной формы будеть очевидно инварантомь неоеобен- 
нато преобразовьшя перемфиныхь я у. 

Рилнизарнал форма называется симметрической, воли ея матраца 


симметрическал, т. е. 
а’=а. 


$ 32. 


Приведемъ въ заключен! нфоколько просто доказываемыхь овойствъ 
билинеарныхь формъ. у 

Если въ симметрической фори®-букзы х и у преобразованы когре- 
деитио, то получаетея сновь енмметричеекая форма, ибо 


(Сабы Сае == ас. 


Билинеаркая форма, 
дну ау... 59», 
тогда и только тогда не измияечь своего вида, если ш и у измфнаются 


контрагределтно, ибо 
- "1.6 =1, 66=1. 


ДэЪ билинеарныя формы ‘эввивалевтны 1), когда обЪ имЪфють одинъ 
и тоть же ранг, - 

Твкъ волуь- всякая матрица ранга ” еводитоя къ’ ея эквивалевтной, 
У которой г махональныхь эломентовъ единицы, во же остальные” эле- 
менты пули, то всявая билинеариая форма ранга у приводвтся неовобен- 
ными, линейными преобразовании 2 и у въ нормальному виду 


21 - па +... 2. 


2) Переводятся одна въ другую при помощи неособенныхь линейныхь преоб- 
разовазй. 


ГЛАВА УП. 


Квадратичныя формы. 
$1. 


Мы будемъ представлять самую общую квадратичпую форму отъ # 
перемфияныхь независиныхь въ такомъ вид: 


я 
Уилния, ая? - арт +... -Н вании, -- 
т . 


Е валы - бы? --...-- аьжьх, 


-{ вънхняя Е анитиль -...- вый, 


Матрицу коэффишентовъ 


мы будемъ называль монрищей ивадретичной формы, ен опрехълителя 
=—{4| мы будемь иазываль дискрилииииипоме ивадраличной формы, & 
рангъ матрицы а бухдемъ называть рангом самой формы. 

На оенованщи того, что квадреличную форму можно считать происшед- 
шею изъ биликеарной, въ которой об$ системы перемнныхь нозависимыхь 
совпадають, мы можемь утверждать, что, ебли примфнить къ квадратич- 
ной форм линейное преобразовайе 


денег... ея, 


нь. А |6} 


съ матрицей с=|си||, то квадратичная форма обратится въ новую, ма- 
трице которой будет ” 
а =, 83) 


удф ©’ обозначаеть матрицу, сопряженную съ с. + 

На основан. теоремы 1) о неизмБиности ранга матрици при умно- 
жен ся на другую неособенную, мя заюдючаемт, что разиь хвадратич- 
мой формы не мтияетея отъ ивособениаю линейно преобразовальл. 

Переходя оть матрищь формулы (3) къ ихъ опредфлителямь и ва- 
м$»чая, что опредвлитель !©| сопряженной матрицы не отличается оть 
опредфлителя ||, получаем 

Гао, 


откуда слВдуеть теорема: Дискриммналииь квадратичной формы веть ел 
относительный инварленить втов. 2. 
Полярная форма. 
$2. 


Не нарушая общности твори квадраличкыхь формъ, когда коэффи- 
ренты остеяотел произвольными, можно прехполагаль матряцу формы сим- 
метричною, т. в. . 


=. 
Мы будент ‘называть билинеарную форму 


Ушли, [© 


Ы 


полярною формой по отношению квадратичной Умния,. 
. т 


Пусть перемфиныя у и 2 лодвергнуты когрещентно преобразовано 
{2} $1 съ махрищей с, тогда полярная форма (1) преобразуется въ новую 


„ 
Уали! у. 
1 


Если при такомъ преобразованы с сама, квадратичная форма (1) $1 
переходить въ тажую 


то можно ноказалъ, что 


о ==: 


>) Ц. Граве, Элемонтарный курсъ теорйн чнсель. Вт. изд. 1913. $ 24. Глава ЖИ. 
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Въ самомт, дЪзЬ, соли мы напишем два равенетва, 
Урания == За {2) 
Унялеу = У ау, (3) 


то ихь можно считать за тождества, если подъ ал, у, 2: вЪ лёвыхт, 
частяхь разумВть линейныя выражешя черезь 2/, у’, 2’. Тождества це 
нарупимотея, кайл бы выраженя пи подставлять вмзето входящихь вт. 
ивхъ буявт. Полагая паприыфрь въ гождествВ (8) 


ыы а, ежа! (1=1,9,...п), 
Ушязжеу. 
Отеюла, сравнивая съ (2), получим эиоюдество 

Хаиеу = Уля (4) 


Сразнивая въ тождествВ (4) коэффищенты при одипажовыхь буквен- 
ныхь выраженяхь, получимъ 


молучимъ 


Ув, 


Я 


а = аи, ай Гал == 


у+ол. 


Но мы знаешь, что при когредентиомъь преобразовайи еныметри- 
ческая биленеарная форма обращается также въ симметрическую; тоже 
самое будеть пить, очевидно, м$ето п для квадратичной формы; слфхо- 


вательно, 


р 
аб = ал, и; 


ал. 


Итакъ охончательно, 


Мы пришли такямъ образомь къ теорем: 
Полярная форма есть абсомотный коваралиил квадраттичиюй форлиь 
щ двужь точек (Ут, а)... м) и (21, 20, .-. 2). 


Двойная точка нвадратичкой формулы. 


$3. 


Подъ назвалцемь двойной точеи ялн верили квадратичной формы 
Хазлия, разумФетея точка (ср, @,-..6и}, Для которой ие веб с обра- 
щезотся въ нуль, но для которой иметь зпозедество 


0. р @) 


Хауяе, 


Ща — 


сли равенство (1) веть тождество отпоснтельно аз, то полагая я 
получныь повое тождество 


Зуев: ==0, 
выражающее такос свойство. 
Фоадраличтея форма обрециетел въ муль во веть ед двойтыхь 
зпочкат5. 
Приравнивая пулю въ тожлествЪ (1) коэффищенты при вобхъ ®р, по- 
лучимъ рядь тозврествъ 


ана, +... в.в == 


аб... ав, =0. 


Там вавъ опредзлитель поелфдией системы воть дисвриминанть 
квадратичной формы, то мы приходимъ юъ теорем. 

Квадратичиал форма можеть имыть зпозда и только тозда двойтыл 
зиочии, всли, ея диспримининть равень чулю. Пусть г будеть ранаь квад- 
ратимной формы, то она имтеть п— т линейно пезависнмыяь двоириито 
эночекз. Лимейно зависилния отз посльднихе точки будуть также двойня. 

ели лисирименансь квадратной формы равень нулю, то точка 
{Ан, Ав,... Ан) будеть двойная, если пе во ея координаты обращал 
тотея въ пуль. Здфеь подь А» мы разум$емъ алгебранческое дополнен! 
элемента а матрицы формы (ем. $ 41 глава. 1У). 


Разлонене на сумму квадратевъ. 
$4. 


Велкую «вадратимиую форлиу мооюно предетавиль в`видь алебрам- 
вокой суммы ивадралтовз независимыхз между собой линейныль фупецй. 

Для доказательства этой теоремы мы примфиимь методу Салуа, 
дающую копоеролетвепио искомое разложеще. Предположамь, что задан- 
ная квадраличцая форма завлючасть квалралъ какой нибудь перем иной, 
нопремфръ 2;. такт, что опа имфеть видъ 


фа? 


ели 2) ие входить въ остальные члены, то мы можемъ оказать, 
что порвая изъ нокомыхъ линейныхь фупетй еоть личто иное жакь 2, 
и такимъ ‘образомъ выдВленъ квадрать этой первой функши. Шелн же 
первая степень 2; входпть въ ифеколькихь членахъ, 10, эзявЪ ве за 
скобку, получить 


@ вел ОР, +9, 
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тд Р; линейная форый, а @, квадратичная форма оть остальгыхь буквъ 


2, 23....%». Тогда форыу (1) можно перенисать такъ 
РА? 1 
паи) 
1 а, 
Обозначая 
получим 


= ХР, 


тдЪ 
1 
№ == а Р, 


есть ливейная форма, а }’ есть ввадраличная форма оть #— 1 обталь- 
ныхъ буквЪ 2, Я., ...Й. 

Совершенно подобнымь же образомъ, если въ форму {’ входить. 
квадрать кекой нибуль буквы, напримфръ 25, то будемь имЪфть 


1 


Въ этой функши можно вылВлить нвадрать ловой линейной фупкщи 


вай р... 


1 
Жи, Рь 


тдЪ Р; будеть нЪкоторая линейная форма огь и— 2 букв и, 2... м. 

Предположимт, что, продолжая такнмъ образомъ далфе, мы иечер- 
пали посл # выдфлешй квалратовъ во члены нашей квадратичной формы, 
тогда мы получаемъ слфдующее предетавяене шыпей формы въ вихв 
алгебраической суммы квадраловъ линейпыхь фунюшй 


Хи Хи |+... Хр. 


Остается локазать, что полученных тажимь образомь линейныя функ- 
щи Х,, Хь,... Ха вуть независикыя между собою функщи, 
Въ вамюмъ дЪлЪ, по способу послфдовалельнаго вычисленя этихъ 
фунюшй мы замфчаемъ, что он имвють такой вадь: 
Ая + а и -.......... 
Х№=..... о о... ...... 
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Чевависимость этихъ фунющй слЪжуеть нзъ того оботоятельства, что; 
опредЬлитель, соотвфтетвуюцщИ перемзивымьъ независимым, отличень оть 
куля, ибо ‘онъ имветъ вилъ. 


1 уе! 919. 
от... 


Соображеных $ 4 требують яЪкотораго хобавленя, ибо можеть олу- 
читЬея, что поел выдъленя т'Веколькихь квадратовь остается такая 
квадратионая форма, въ которой в®тЪ им одного квадрата пвреминой. 

Тогда дальвфйшее выдфленше квадратовъ бухеть совершаться нЪ- 
сколько нначе. Возьмемь квадратичную форму Ф, которая не заключаеть 
пи одного квадрата, в, значить, каждая буква входить въ эту форму въ 
первой степени. Разомотриыт кая пибудь дв изъ незавиенмыхь пере- 
ифитгыхь формы © и обозначиме ихъ для сокращеня х п у; тогда, 


о = вату Ре ФУ Е, [6 
тд Р н @ лишойныя формы оть остальныхъ буквъ, & Е нвадраличиая 


формазоть тёхь же буквъ. Можемъ паливаль 


Тол-О-+В- 129 


Нетрухио вихёть, что 


2-9, ч-Р 
суть пастпыя производпыя отъ фунищн > пох н по у, 1. 6. 


у Р, м =а2- 0, 


зиачить 


«чу НТ, 


или ипаче 


Итажь, въ этоиъ случа сразу выкЪфляются два иводрала, отъ. линей- 
зыхь функшй 
лв: 


, 


р р 


Дальизйшее выдфлеше хвадратовь въ квадратичной форыз Т бу- 
деть продолжаться уже по указаннымь 1пуемамъ. Ивобходныю только убЪ- 
диться, что указаиое въ пастоящемъ параграф видоизиЪнене способа 
зыдфлешя квадратовъ оставляотъ отдичнымь отъ нуля тлазный опредхвли- 
тель, составленный изь коэффищентовь нервыхь # перемфиияхь. Въ са- 
момъ дВлЪ, въ зтомь елуча получаемъ двВ тажнхь горизоптвии этого 
«продЪлихеля 


оо, а, 
- (2) 

а 

6,0, 5. 


.Еели мы ко второй строк$ (2) прибавнмъ первую, то получимъ двз 
тахихь строки 


а а 
0,0, 40,6, 5... 
0,0... 0,0, а, ... 


тажъ что и прн послВдномь спос0бЪ выдфненя квалратовъ главный опро- 
дЬлитель будеть отличенъ оть нуля, лотому что его можио преобразовать 
чакниь образохь, что веб элемеиты ниже главной дагонали будуть равны 
пулю. & въ элементахь главной щегопали будуть появляться пары 0т- 


[а 
личпыхь Оть ПУЛЯ Э06МОНТОВЪ ВЕДЯ 5; @. 


Итак, можно очиталь хоказаниымь узверждеме о возможности пред- 
<тавать квадратичиую форму въ видВ алгебранческой суммы квадратовь 
липейлыхъ фориъ. 

Тахое предстазлене квадратичной формы ялвллется простёйшимь ея 
видомь и даеть возможноеть доказать иЪкохорыя важныя предложешя, 
относяпяся къ изадраличнымь формамь, Мы остаповимея на иВсколькихь 
хамыхъ важшихь теоремахъ такого рода, 


$6. 


Вели квадратичная форма раскладывается ча & квадритовь иезави- 
симыхь между собою функийь, то раз дискрилиикиита должень рав- 
алтея числу №. 


ВЗь самомъ кЬлЪ, пусть 
= Хе +... ых, и} 
Ху = Ыб... 
Хе, - ыы... 


ТА 


Жан Ва --.. РЫв-.. 


Если функщи (2) пезаввсньый, то главный опредвлитель этихь функ- 
ций должонъ быть порядка №. Пусть леремфипыя нозавненмыя тёюь 0бо- 
зиачены, что этотъ главный опредБлитель будетъ опрелфиитель, состав- 
ленцый изъ козффищентовь при’ # первых буквахь, т, е. 


15 6... 


=. ....... 580. 


Цодотавляемъ выражешя формъ {2} въ функцлю (1) и составляемъ. 
выражещя для частныхъ производпыхь отт формы {: 


д =оох, + Б®Х, +... абкоХь, 


№ =а®х, фобех, +. б®Хь, 


Да ИНОХ, аб, ®Х, +... абиекоХ,, 


. ах, ойх, +... рабвоХЬ. 


Иослёяия формулы показывают, что средн ® частиыхь проязвод- 
ныхь , в, ... {м будеть пе больше # пезависяныхь между собой, ибо. 
всф эти частныя производныя выражаются линейно черезъ # перемфнныхь, 


Х:, Хь,... №; 
число же пезавнеимыхь функщИ, кахъ мы видфян раньше, яе можеть пре- 
восходить числа перемфиныхь независимых. 


Нетрудно вндфть, что за позависнмыя межху собою частныя произ- 
водныя можно будеть принять функц 


В: ..й, (3) 


— 992 — 


ибо будоть огличенъ отъ пуля опредфлнтель, составленлый изъ коэффя- 
зснтовъ этих функц при пезависнмыхь перемёниыхь Х:, Х.,... Хь. 
Этоть опредвлитель, очевихио, равенъ 


ва... 0 50, 


значить, можно будегь выразить бухвы Х:, Ль,... Хх лишейшымь об- 
равомь черезъ [1 , 1/2, -../. Подотаваяя нолучениыял выражешя въ слЪ- 
дуюция фупайи 


ыы: бе ЁЬ) 


мы выразымть окопчательно воф частныя прозводныл черезь # незави- 
симыхь между собою фунищй {3). 

Итавь, очевахио, что снетема. частпыхь произволныхь ныЗеть ранг 
&, ч10 п требовалось доказать. 


$7. 


УИ1зъ тооремы предыдущаго параграфа слёлубть тахое продположене: 
Если диокриминанть формы отличен от пуля, то форма раскла- 
дывается па п квадралновь независимыхь между собою линейрияь фуик- 
Ч, вели п есть число верить пезавнслывь перемыиния. 

Кром того: 

Если дискрижинанить равень пулю. то чнело незавиенмыхь нвадра- 
зновь долисно бызиь меньше чиела независилььть ззерелньииьнсь, в жвадра- 


товз будеть столько, жаковз рать квадратиьчной формы. 

Какъ частный влучай этой теоремы лвляется теорема о дисирихис- 
паитв тройничной квадратичной формы, играющая важную роль въ Ана- 
литической Геометри при разсмотрии лнШЙ 2-го порядка. 

Тамъ доказывается теорема, что равенство нулю дискримиканта есть 
иеобходныое и хосталочное уелове, чтобы лишял 2-го порядка обраща- 
аоь въ систему двухъ прямыхь. 

Въ самомъ дьлЁ, если мы перейдемт, въ однороднымъ координатам, 
то уравнен!е лиши 2-го порядка будеть 

Иа; у, 2) =0, 
тв первая часть есть тройничная квадратичная форма отъ однородных 
координать я, 17,2. Еели днокримичанть ис равель нулю, то первая 
часть рабкладываетоя нь 3 квадрата; если ме диокриминаять равень 
мулю, то чиело квакраловъ будеть меньше: илн сдипт, или два, тажь чго 


наше уравнеме можеть быть переписано №ъ одномъ изъ олдующихь 


впдовь. 
Жо 


а? аа Хр == 0 


— 923 — 


тю второе уравноше ножно переписать такъ 


(ИХ: НИХ, Иа Х,)=0, 


сафховательно, въ обоихь бслучаяхъ форма раскладывается на два линей- 
яыхь множителя, т. ®., другими словами, получается ейстема двухъ пря- 
мыхЪ. 


Законъ инерщи квадратичныхь формъ. 


$8. 


Если квадратичная форма съ вещественными коэффищентоми оть 
перемфнныхъ независимыхь раскладывается на я квадраловъ независиныхь 
ъ‚линейныхь фупешйя ` 


фа ХХ... Х 


и эти квадраты имФють коэффищенты 1, в», ...4», ОДНОГО зНВка, 70 
эта форма сохраняеть обиИ знал при воъхь вещеотвенныхь значевяхь 
мезависимыхь перемёиныхъ и можеть обралцаться въ нуль, когда обуа- 
щалохся еразу въ нуль всБ эта квадраты, т. е. 


<) 0. 


6, Х,=0, ... 


Нетрудно видфуь, что равенства (1) нмВютъ мФего, когда вов пере- 
м$иныя обращаются въ яуль 


21 =0, #: 


ибо опредфлитель, составлеяный изъ коэффищентовь не нуль. 

Будемъ этоть очевидный случай обращеня въ нуль формы ‘при рав- 
ныхь нулю значещяхь воЪхъ перемфиныхь независимыхь отбрасывать, 
так что, если мы будемъ говорить, что нфкоторая форма обращаетея въ 
нуль, то подъ этимъ будемъ разумфть тоть случай, когда, форма дЪлаетсл 
равной нулю при отличныхь оть нуля вкачешяхь х независимыхь пере- 
мФиныхь. Пры такой оговоркЪ мы введемь елфдующён назвашя: будемъ 
форму называль онребьлемною, если опа сохрамяеть свой знакъ, ие об- 
решщаясь въ нуль; будемъ форму называть холуотредюленною, если опа 
сохраняеть свой знажъь, но можеть обрелцаться въ нуль; и, наконень, на- 
зовехъ форму неопредюленною, воли онь можеть мФнять свой знахт. 

Опредфленныя формы мы разобъемъ въ свою очередь на формы *ю0- 
одбительныя и отумлеинельныя въ зависимости отъ того, какой знакъ 
эта форма сохраняеть. Очевняно, что форма будетъ опредленною, вели 
зсЪ кооффищенты в одного знака и число квадратовь есть ®; форма, 
будеть полуопрехвленною, вели вс коэффишенты одного знака, но ячнело 


инадратовъ меньше и, потому что въ этомь случаб всЪ эти квакраты 
можно будоть обратать въ пуль, оетавляя яЪкоторыя перемфипыл иеза- 
внсиныл совершепио произвольными; и, наконець, форма будотЪ исоире- 
дВлениою, соли козффищенты а; булугь разпыхьъ знаковъ, потому что въ. 
этомъ случа мы получимъ положительгое значеше для формы, если при- 
равияемъ нулю вез квадраты съ отрицатольшыми коэффищентами, и по- 
лучнмь отрицательное зпочено, если приразиломь нулю веб квадралы оъ. 
положительными коэффишеитаии. 


$9. 


Отпосптельно пещественлыхь формъ иметь мфото замъчалельный 
завонъ, названный бууезмегомъ закопомъ иперши. 

Если мы чазовемз через 7 число ивадратовь сё полозештельными 
коэффилиентазиь ивопредулениой формы, а ‘через 5 число квадратовь съ 
отрицательными козффизентами той оке формы, то они числа оста- 
ются неизлиьииыми, пакимь бы образома ии равкладывать форму ие 
сумму т квадратов. ` . 

Допуетиыь обратное, & пменно, что форма, разлагается двумя спо- 


собами на Х квадратовъ 
а. Х:?--...а,ХР —а’Х? би Ху к 


=: У? --.. о-в Уй — ВГУ — 2 —...— Ве, 


@) 


причемь всё коэффищевты а, а’, В, В’ положительлыя чиеда, а 
тр, "5-Й, р]-е== В, я. 
Разсмотримъ урсвненя 
Х, =0, Х,=0,...Х, =0 
У 


0, Уу=0,... У =0. 


Есль мы обозпачимь черезъ # общее число первоначальныхь незаг- 
зисвмыхь ау, липейными формами кохорыхъ являются всё Х, Х’ У, У, 


то изъ неравепетвъ 
горок в 


замфчаемъ, что лвпейныя уровнешя (2) оставляють произвольными по. 
крайней мёрВ л—х—с перемзипыхь исзависимыхь аз. Подставляя въ 
тождество (1) значеня 2), удовлетворяюлия уравлешямъ (2), получаем. 


ВР. Вах ых... -айхи, 


которое не иначе возможно, еслн яд} Уи Х’ равны нулю. 


Итанъ, уравнешя 
(3) 7.=0,... 


должны удовлетворяться при вофхъ значешяхь 2%, удовлетворяющих урав- 
нешямь (2). Обозначимъ чёрезъь 4 чиело остающихся независимыми изъ 
2.. Вев линейныя фупкци У’, 7’ суть независимыя можду собой, значить, 
система уравлешй 


Ур, ... РУО; И =0,.,. У 


нывемь рангь, точно равный р-- с, вначить 
почв. 

Съ другой оторопы вамое общее рёшене еистемы (2) будеть- ныть 

не мене в —х—о нозавиевмыхь величии, откуда 
п-ов ро, 
и мы приходимъ къ неравенсуву р=2*”, находшцемуел въ противорфчи съ 
допущеннымь > «р. 
$ 10. ° 

Если обозначить черезъ Р число положительных квадреловъ, а че- 
резъ № число отрицательныхь ввадроловъ, то очевихно, что эти два чиела, 
суть ариеметнчееке нивараыты относительно линейныхь преобрезованй 
съ вещественными хоэффищентами. 


Сумиь отихъ чисель равна, общему числу хвадраловъ, то есть рангу 
г формы 
‘ Р+М— +. 
Взедемъ по примфру Игобешиз”а въ раземотрЪв1в еще ихъ разность 


Р_№ 


, 


которую будем» называть сииненурой формы, 

„Раниь г есть приометическй инварриить Формы по отношению ко 
ваевозмолизиымь зак веществениима, тать в мтьмымь пеовобенным преоб- 
разовонямо; сипитура есть инварланииь по отношению къ вещественнымь 
эвеособеняымь треобразовоняма. ` 


ви. 


Будемъ разсматривать квадратичныя формы въ общемъ видф, не огра- 
ничиваясь вещественными числами. Если. рать формы есть >, то можно, 
кань мы вядьли, привести ее къ виду 


(1) ааа Хи |+... рых. 


15 


- 326 — 


Эти фунныи Х,, Х,,...Х, независимы между собой, т. в. уравнения 


=0 


(2) Х,=0, Х,=0... 


можно рЬшить относвтельшо г воличииъь 2; выбррая приличлымъ обра- 
зомь обозначешя, мы можемъ сказать, что уравиешя (2) рёшаютея отио- 
` овтельно 


Я, т, . 


Пусть фучкщн Х имБють вядъ 


т 0 
К ==: --... Ра, чая, --.. Е ая 
©) 
Ха, +... - а, + айня, +... аж. 


Ихъ главный опредьлитель 


в... 0,0 | 
| 
. | 


а... п5® 
не равенъ нулю. 
Можно сказать, что заданная форма приводится къ виду (1), прол- 
ставляющему сумму квадратовъ, при номощи таного чвособемиио преоб- 
разовашя 


ар... аа, 


х, абы. Наби, -... 


Азы = жа 


тв Хи при > +. 
Очевидио, что оть вида (1} можно перейти въ ваду 


Вх Чьи? --. .. ых, 


тдь й:, ...й, произвольно выбражпыя-чиела, при помощв преобразовалуя 


72 6, 
х, И... .х, И Ех хы Жи, 


Хх, 


— 227 — 


Приходимтъ окончательно къ теорем. 
Веяжая квадратичная форма рааа › приводинол при помощи не- 
‘овобениео преобразования зь нормальному виду 


пера р... На; 


бо можно положить #1 == в = =4,=1. 

Пркоповоблялеь къ тормииологи лавы УГ, можно будеть выекаваль 
теорому. 

Деъ квадротичиыя формы зилда и только тозда эквивалентны по 
отношению та зрупимь неособениыхь линейных преобразова, кода ошть 
заньюзиь одииь ть зпотта ое рачил. 


Ибо’`ои сводятся къ одному и тому ме пормальному виду, 


$12. 


Раземотримъ квадраличиую форму буквешиио вида, т. в. таную, въ 
которой вов коэффимеинты суть персмфипыя незавнонмыя между собой. 
Въ этомь случа соображешя $ Б не имфють ифоть п, слковательно, 
слфдуя $ 4, мы получимъ 


а) ра, Же ... Ра Х.?, 
ть . 
Ха а +... ле 
Х.=..... 2. +... 9х. 
2) 


Главный опродфлятель системы (2) равен 1. 

Диспрниянангь А, формы Г будотъ равенъ, очевилио, произведено 
10а. .:и; ибо дноиримицануь отиобихельно перехияяхь Х:, Хь,...Х. 
воть кокъь разъ производене а: ...@», ЭТОТЪ же дискримпнаить надо 
будоть помпожить па квадрать опредёлителя прооброзовалия (2). 

Итают 


Ая = ар... 4. 


Если мы остазимь отлачлими отъ нуля только перем иныя 271, 2 Фик 
остальныя же приразнясмь пулю 


{3) и =80, идея, ... == 0, 
то форма приводится въ виду 


С и... Ра, 
Ё А + 


— 228 — 


тд Хо выракаеть результаль подстановки величинь (3) въ функши Х.- 
Обозначимь лискриминаать формы (4} черезъ А,„_;. Нетрудно видЪть, что: 
этоть дискрамииаить ость минорь порядка $ оть А», въ которомъ сохра- 
цены я — $ ворхиихъ горизонталей и *—{ лЬзыхъ. колониъ. На ослова- 
ив (4) мы пмфемъ 

(5) Аи аа. он. 


Приывиняя формулу (5) въ различиымъ эначещяму $ отъ —1 №0, 
получить 


А, = а, А-а, А-а ааа, о... Анн обо... а, 
откуда - 
А» А, Е 
а А. — 3,... 0, .. 
й род, в, А 


Мы получаемъ слфхующую, заспуживающую внимая формулу 


. 2, 4 а, 
(6) ТЕХ Хе а Хе 


Мы предполатали коэффищелты формы { неопредфленными; очевидно, 
что формула (6) будеть оставаться справедливой и въ томъ случа, если 
коэффищентамъ первоначального вида формы приданы иЪфкоторыя зиелен- 
выя значешя, лишь бы не обрыцалея въ нуль ии одийф опредфлитель 


А, А. А... Аь. 


$18. 


Приведемъ теперь весьма важное зазчан!е относительно преобразо- 
вейя квадротичныхь формъ, припахленелцее Ктопескег`у. Обозначимъ че- 
резъ д, Ё,.-.[ь частиыя производвыя отъ заданлой квадратичной формы: 
Г по нозавненмымъ перемфинымтъ 21, #2, ... Я. 

Очевидио, что ели рангь квадратичной формы есть г, то незавиви- 
мыхь можхлу собой частныхь производныхь будегь равно >; пуеть это’ 


будуть 1, №,..-Ё, 


ели мы иредположниь, что система 


@ #0, =0,...8 


$ 
рЪшается относительно первыфняыхь 21; 22,...3,, то дая нихь получа- 
ются выражетя черезь остальныя 4,41, Яд, ...Я», которыя остаются 


совертенио произвольными. Дадимъ этимъ послЗдниит величинам произ- 
вольно выбранныя злалеяйя 


Па ЕЬцА, Пане, о. тЕфЬ. 
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Изь уразиенй (1) получаются зиачетя 


-& 


для букзь 21, 2,,...2,, эти значешя суть линейныя фунющи от Е 
За... 
Ктопескег разсматриваетъ преобразоване 


= ХР, = ЖЮЬ,... 1, = ХЕ 


+ ‚ба 2. 


+ 


Тавихь обравомъ 


Фен тоНИХа НЫ, Хо, ... ХУНЫ, ОЧ Одь, ... 04). 
Примфияя формулу Тауог’а, получимъ 
2) Ка, м, ... 5.) = ИХ, Ха, ...Д,, 0,0,...0), 


Вь самомь. дфлЬ, величины 6 обращелоть въ нуль воЪф частныя про- 
„ызвохныя А, [2,...[в; 160 эти величины обращаютъ въ нуль чаотныя 
пролаводныя И, 2, .../№ (уравнешя (1), остальныя же частный произ- 
зодный {,41, .../ь Тавже обрыцщаются въ нуль, пбо опф выражаются ли- 
нейно черезъ А, р,.'.Ё. Значить, обращеиотся независимо отъ значе- 
40 Х,, Х», ...Х, въ нуль оба выражешя 


ЖАЛЬ... + 


Тай... 


"Итажь, формула Кхопоскега {2) оказывается справедливою. 


$14. 


Въ связн съ разложешемъ квадратичной формы на сумму квадратов», 
зкожло показать, что дискриминанть есть едпиственный. независимый ин- 
‚заранть квадраичной формы. Мы докалюемиь теорему. 

Вели ноль реилональный пиворланть квадрелиичиой форлиы ози- 
личаетел постолимымз мнооецтедедю отъ стенени дискриматоанита. 

‚Мы ограннчиыся раземотрышемь случая, когда днснримниалть ие 
равепъ’ пул. 

Обозначим чорезъ с опредфлитоль преобравовая заданцой формы 
Зиилие; въ сумму квадратов 2? |2 -.,.-{- 22°. . . 
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Пусть равемалриваетоя цВлый ратональтый инваранть 


(1) Кан, -.. @) 


формы Хаужу, умфюшИй во #. Обозначимь черозъ До значене того 
же инвораита лял преобразовалиой формы. /, получается изъ выраженя 
(1}, если подотавуть ан=={, в; =0. Но свойству инварита получаемь 


(2) =еЦан. ... аъ»). 


Но мы знаемъ, что дискримилаить 4 =|ау| формы есть инварЁанаь 
ъЪса 2, и кромБ того, что А обращается въ | для преобразованной формы 
2-+-...-Р 1”; тб получаемъ 


(3) 


Возвышая (2) въ квадралть и (3) въ етенець #, и исключая е, получимь 
(4) Ааа, --- Ян) == ВАХ. 


Повлфднее раволотно ость тождоство, кахь олфхотвЮ двухъ хомдествь. 
Тождество (4) ныфоть степень # относнтолью аи. Очеввхно, что эта, сте- 
нень должна быть четная, то есть #=2#. Извлекая корень квохралиый. 
мы получаемъ одно изъ двухъ 


Кат, ..- а») == (045 Кац. ... 


— 6, 


н теорема доказана. 

Эта теорема показываеть, что иолной снетемой инвараитовъ въ емы- 
сл 8 38 главы УТ являетел для квадратичной формы одпиъ только дн- 
скримкнарть. 


$ 15. 


Квалратачная форма будеть приводимото, если опа расклодываетея: 
на два линейныхь множителя 


Хауз == (бе, Е ыже --.. би) (а + сай... выть). 


Эти множители мотуть быть одицаковы, тогда форм» будеть равна. 
хвадрагу линейной‘ формы 


Харуно = (аа -- бы вы. 


Таль кант, в, первомь случа форма раскладывается па, два, квадрала 
и-а * |-е 
крут 


2 во второмь иа одишь, то мы получаезь теорему. 
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„Необходимымь и достаточным условемь приводимости, форлиы яв- 
ляется тробованае, чтобы ралпь не тфевосходиль чиела 2. 


Союзная форма. 
$ 16. 


Прихадимь изложенно геометричесвй характеръ '). Будемъ разема- 
тривайь сверхтовераность второю порядка, опредфляемую уравненгемь 


[© Зараау 0 


зъ пространствв н—\ измфрошя, въ котором каждая точка опредфля. 
ется м одиородными координатами 


{2} „а, %,... м). 
Возьмемъ още одну точку 

8) рт, 9) 

проетранетва. у 


Координаты точки, дВлящей въ отноше ^ ‘разотояе между точ- 
ками (2) п {3), будуть 


(4) (и ма, ма, (№ м)... 


оли ^>0, то точка, (4) лежить на прямой, совднияющей точки {2) 
н (3) знутри отрЪзка между этими точками. 

Тохъ напрьмВрь, при Х=1 получается ередина отрфзкв. 

Чтобы найти точви, въ которыхь переефнается сверхповерхность (1) 
съ прямою, соединяющею точки я и у, нало будетъ найти № изъ ввад- 
ратнато уравненя 


Зил Е Миху Нм = 


которое можно переписать еще таль 


(5) Зал; -- ЗАЗалутя Е АЗ Хаул 


Если точка у лежать па сверхповерхиости (1), то Халлу; =0, и 
уравиеше (5) ныфеть одинъ корень ^==0. Если кромф того еще имфетъ 
мЪето равенстве 


(6) 


1) Можно сравнить Д, Гриле. Основы Аналитической Геомотрии. Часть [ слава ХЛ]. 
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то уравнеше (5) имфоть двухкратный корешь ^==0. Въ этомъ случаев 
прямая, соединяющая точин Е: уг, касаотоя въ точку: съ (1). Уравионо 
{6), вогда заданы коордипаты у; точен, лежеьщей на сверхповерхносли (1), 
будеть уравнешемъ танъ назызаемой. касательной читерплосковти; точка, 
зи будеть называться ея очной кассиил. Первую часть уравношя каса- 
телыюй овбрхплосжоетн составляеть, кахь мы видимъ, полярпая форна. 


$1. 
Введенть подобно тому, каюъ это дВлаетея для грехмриаго проетран- 
отва, плоскостных координат чи ... Мн. 
Пусть разоматривается уравнене 
{1) ада -- чо... инь == 0 
ифьоторой перемфнной сверхилоскости. МФняя параметры м, ме, ... м», 


заетавимъ сверхилоскость мфиять евоо положешще въ пространств. 

Если мы желаемъ разсматриваль сворхповерхвость Хахикуу ==0, кашь 
огибмощую плоскость (1), то мы доляишы выразит уелове того, что урав- 
неше (1) есть уравнеше касательной сверхплоскоети; сравнивая еъ ураз- 
нещемъ (6) $ 16, мы получаемь слфдуюцщяй раду, уравнений 


ан: а... Е бы = МЫ 


аз Р.взуь -... Е ау == М 


@ть ул Е Яаыуз 5... быв А, 


тдф ^ произвольный множитель пропорщональности. Еели-къ уравкеямъ 
(2} мы присоедивимъ сще уравнете 


(3) зы) у +... Ру 0, 


выражающее, что точна касмия (у, У... Ун), дожить ха косательной 
сверхплоскости; то, неключая изъ я--1 уразнешя (2) и (3) п 1 одио- 
родно зходящихьъ волнчинъ у;, У2, ...Ун, Х, получимь уравнеше сверх- 
поверхности второго порядка 


Гар бб м | 


(4} | еее =—0 
| бр брт... ва Мю 
1 
19 92... 0 


въ плоокоетныхь координатах. 
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Мы звидимъ, что въ лФвой части уравнешя (4) находитея квадра- 
тичпая форма 
(6) — ХАяниу 


относительно плоскостныхь координать чи, воэффишентами которой яв- 
ляются алгобрилчесия дополненя Аз; соотвфтетвенныхь коэффищеитовъ 
а; первоначальной формы, 

Форма (5) называется союзною относителью первонамельлой формы 


Зеиринеу. 


Матрице союзной формы будеть взанмною (ем. $ 39 главы ГУ) отно- 
сительно перводачальной. 


А 


Раземотримъ линойное преобразоване 


. а), 
тогха обратное преобразоване 


г =а-ц® 


приводвть къ обралной малрал.5 


. Квадратичная форм» съ обратпой матрикей носить назваяе обрат- 
0 квадратичной формы. Принимая во внямане предположене о. вильие- 
тричности малрицы формы, мы приходимь въ зазлюченно, что обратная 


1 в 
заитрица. отличается лишь миожителемь : оть союзной, 


Евадратичиал Формы сз неособениой матрицей моееть быть пре- 
образована въ обралиную при помощи неовобениио преобразовалил: 


(г) о в... ад 61, 2,...в). 
Въ самомъ дьлЪ, мы пыБемъ тождество 
{2) . Энурез == Уж. 


Обращая преобразовале (1); получавуъ 


1 
® т [Ана +... Ан] 
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откуда, подставляя въ (2), находимъ 
1 и 
ние, аАлиту. 


Беля заданная квадратная форма вещественна, то вещественно также 
в преобразоваие (1} и, елбховательно, скинииура обратной формы оди- 
акова оз сизнатурой заданной. 


$ 18. 
ЧГеореме. Союзная форма ХАзущи; ость итварлатить вива 2 системы 
буть форнь 
Хаит, Хи. 
Раземотримь ивадратичную форму 
Хаит, | 2, ить |... Е мыть) 


оть церемфнныхь независимых #2, 22...2», #. ` 
Ел дискриминаить равекнь какъ разъ союзной форн® 


| ..: т % | 
(1) | 
быт... ня Ши’ 
1. 1ив 0 | 
Пусть преобразоваше координать я: будет 
ея... ви 
2) 
2, == от... сбив и. 
Есля мы добавимъ еще новое равенство 
(3) 


чо преобразоваше »-- 1 буквъ 2, ,. ‚ #, выражаемое формулами (2) 
и (3), иметь тоть же опредфлитель с, ч10 и преобразоване (2), раз- 
«матриваемое отдльно. ^ 

Лискриминанть же (1) пробрётасть множителя с? при преобразования 
(2), {3} и теорема доказана. 

Можно составить инваруанть в%са 2 для квадратичной формы Заза; 
ц рада линейныхь формъ ” 


Хацан, Вов, о... Хи. 
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Этоть инварманть будеть имфть видь 


| ва биз 91 чл 
еее 
б8]... бан Ны В ь 
р = 00 
я м 00 } 


$0. 
„Пусть х будеть рапгь задапной формы Уве», а В раигь 6088- 
ной Улуши,. 


о „=, хо дионриминаяте а формы заданной но равенъ нулю, 
а, слБдовательно, ие равень пулю таке и диовримипанть союзной формы, 
ибо онъ, коль взаимный опредфлихель, равень аз-Ё; значить В==и. 

Шолн т-=и—ТЁ, то взапмиая матрица 1 А:;| не равна нулю. Она. 
имфеть рангь Ё-==1, ибо продадають ка основан $41 главы ГИ ве 
миноры, составлеяные изъ двухъ горизонталей и колоннъ. 

Наконець, если ‘< и— 1, то В=0, 

Если г-==н— 1, то союзная форма, будучи иервато ранга, должна, 
при разложеши на сумму хвадратовъ давать одниь только квадрат; и мы 
приходихъ въ теорем. 

Вели квадратная форма отъ т перемунныхь иметь раз в — 
эпо союзная форма есть квадратз линейой. 

Полагая 


ЗА; = (Хари) = Жадици; , 
волучаемъ 
Аунову. 


Ве а, не могуть равпяться нулю. Пусть 520, тогда Аы=-аьа-Ё0 
й, слёдоветельно, не уничтолимотся всв величины (Ам, Ан, ... Ав). 
На основаши $ 8 точка (Ам, Ам, ..- Ал») ИЛИ, что одно п тоже, точка 
{2:, %,... 15) будеть двонною для. нервоначальной квадратичной формы. 


.Энвивалентность формъ. 
$ 20. 


Въ предыдущей главз было уеталовлено ионлте о предметахь эк- 
вивалентиыхь по отношению къ нёкоторой групиВ преобразован. Между 
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прочимъ мы можемьъ забить, что всЪ кводратачныя формы; имфющя 
одинъ в тоть 2 ранбь, эквивалентны по отношено къ групль иеовобен- 
ныхь зинейпыхь прообразоваий, Подобиммъ же образомъ эквивалелтны 
0 отношению къ веществоппымь линейёнымъ преобразовайямь формы, 
`пмБюшия одинаковые ранг и еиглатуру. 

Эквивалентные между собой продмоты образують тавь пазываемый 
елавсь, такимъ образомь мы приходимь юъ понлтио о илассв квалратич- 
лыхъ формъ. 

Во многихь залачахт, нолезпо ъустатовить дли каждлато клаюса пред- 
метовъ ого предетавитоля. Схошть припомнить. кажъ въ оломенарной те- 
орш чисель ‘) берется за продогавитоля класед чиеолт по модулю вычез\ 
этого класса, 

Поняме о класбв ввадразпапыхь формь зависпть всецфло отъ той 
труппы лнпониыхь преобразованёй, которая кладется въ основу излфдова- 
ця; чВмъ эть труппь шире, тЪмь проще рЫциетен вопробъ о выбор 
предетавителя класса. Такъ напрляфръ, задача льзаотол совбршеняю лри- 
вгальной, если разсматривать иеособенныя линейпыя преобразовая замаго 
общего вида, причемъ допустимь комплехспыя числа. Тогда влавеъ клал 
ратечныхъ форм завпенть только отъ рапга *, тазь чо 38 продотали 
тельципу класса можно пропять форму 


(1) дет... а, 


веь формы класса приводятся къ виду (1) при помощи изкоторато ли- 
нейнаго преобразовашя, 

Форма (Г) носить назвоыые хазозевческой плн ‘приведенной формы 
класса. 


$21 


Обобенио важиое научное зпачеше имфоть такт называсмал арие- 
ъметическая теоил квахратичпыхь формь, Въ этой теоршт обыкновенно. 
раземалриваютея формы Умнлих;, нооффищенты поторыхъ в; суть цфлыя 
числа; перемфолымь пезависимымъ даютея тожа пьлыя значения. Линой- 
ныя преобразоватя разсматризаюль таже только тая, которыя ныоть 
-цВлые коэффищелты, 

Началомъ ариометической теор?н формъ явилнеь вопросы творит. чи- 
сель о предетавлени ифлыхь чисель квадратичными формами. Въ атих\ 
вопрозахь было важпымъ разоматралаль преобразовыйя еъ цфлымн коэ{- 
‘фищентами, опредвллтоль которыхъ равень =1, ибо, очёведио, что ‘эъ- 


*) Сы. Д. Граве. Элементариый ‘куроъ тоори чиселъ, 1918. $ 6. Рлава. 11. 
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визалонтиыя относительно такихь преобразован: ивадратичныя формы 
иредотавляютъ при цфлыхъ значеняхь перемВнныхъ 5; одннаковыя числа. 
Въ этрмъ легко убЪдиться, если замфтеть, что дил ташихъ ирообразоваяй 
образное преобразовыйе ныфетъ такжо цлые коэффищеотеы. Формы. на- 
зывамтся ргорме-эивнвалертиыми, если опредфлитоль веякаго преобразо- 
зан, пероводлщато одну въ другую, ееть -- 1 и уаргоре-эквивалептными 
при опрехфлитолв —1. 

Поняте объ эквиваленткоетн формь въ арнометичеекомь омыслф олова. 
установлено. Т.аатапее’омъ, при чемъ ему припадлежнть восьмое валитое по- 
цямо о риведеньой форлиь 1), какъ предотавительнии$ клосса. Ввиду вазж- 
ности этого понямя а тодеке ввиду замЪчательныхь слЬдетый и обобщо- 
и ‘я должен еказать два слова, о тори Тасталее’а. 


$ 22. 


Ограничимел олучабыъ бинарныхь квадрахичныхь формъ, кажь это - 
ифлато у Гарталее’а, 
Назовемъ мриведенною форму 


{1) а Эжу -- су, 
въ которой цфлые коэффишенты а, 8, с удовлетворяють неравенствамт, 
(2) оао р, 12815 [| 


Возможноеть привести форму (1), не удовлетворяющую неравенотваль - 
{2), къ. ввду, коэффишенты котораго уже удовлотворяютъ норавенстваагь, 
{2), основывается на слёхующихь соображешяхъ. 

Если форма (1) не приведенная, то сдфлаемъ преобразовазе пере-- 


иЪинихъ . 
х=я—ф ту 


{3) , 
у= у, 
опредблитель котораго есть 
а. 
10. 1, 


`Новал форма будеть 
аз Зи ву, 
ТА 
аа, И ат, в =е—25т Нат. 


=) Гасталее, Всоногойоз @'агие сие. Моцу. Мет, 4е Век 1773, 1796. . 
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Назвая переизиныхь 2 и у могуть быть выбраны тажт, что а660- 
лютиая величина а меньше обеолютиой величины 26. Вели мы возьмем 
за $ абеолютно малый вычеть числа $ по модулю а, то будемъ иыЪть 


13| 1а|- 


Форма (1} предполагается пепривохенною, значить, назЪрно |251 >|], 


значить 
1357 |< |2]; 


‘италхь, если формы (1} вепразеденная, то при помощи преобразовалия (3} 
мы уменылили коэффяниепть при ху по абсомотной его величин. 


Если в полученной нами форм этотъ козффиуениъ превосходить 
динъ пзъ коэффищентовт, ирайнихъ члополь, мы се снова также преобра- 
зовываемъ, какъ преобразовали 2.2? -- З0ху-- су? и будемъ повторять это 
ирообразоваше до тзхъ портъ, покь не получимь форму, гдФ такое пре- 
образовае невозможно ы, слФдовательно, средий пооффтиить не пре- 
восходить пи одного изъ крайнихъ. 


Пры разомотрФйи вычисляемыхь такимъ образомъ приведеиныхь 
формъ получается большая разница въ пзучет двухъ случаевъ, когда 
хисьримипанть 52-— ае отрицательный п когда опт, полоюительный. 

Отсылья читателя къ моему курву теорйи чноелъ, гдб въ главв ХЕ 
зопросъ о приведенныхь формахъ изложенъ подробло, я должен обратить 
виимаше на то обстоятельство, что С. г. бамзз’ въ боземертной книгв 
РузуияНопев а’Иртейсае видоизминль опредфлене приведенной формы 
въ случаЪ положительнаго хискримннаита $ — ае. Въ моей кинг я ирн- 
дорживалея ндей @алёза. Въ добавлене къ тамъ сказалному я хочу об- 
ратить винмаше па замфчательное теометрическое холковалю приведеп- 
ныхъ формь метода @ал15з’а. 

Пусть вещественные коэффищенты а, 6, с квадратичкой формы 


{1}. ад Зои су" 


разематриваются канъ прямоугольная коорлинаты трехм$риаго проетрал- 

ствы; тогда, каждой форм (1) соотвЪтотвуеть точко пробтранезва, и‘обратио. 
Веф формы (1) хапиато диекримниаита С соотвЪтетвують точкамт, 

зциелболонде, опредфялемато урадузшемь 

(2) и —а2=, 


- порейдемь оть оббзначешя а, 0, с координать трехмфрнаго про- 
«еранотвь уъ обыкиовоячему обозналендю' в, 9,2 
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При 2<0 гиперболонль будоть двуполый, а при 2)>>0 однополый. 

:Отрошмь восемь прлмолинейщыть ›образующихь однополало читербо- 
зонда (при Р>0), проходлщиль черезь чертирре вершины эллитей, пере- 
чвата (зорла). Эти образуюиия замыкають ча ‘првертности эллиисонда 
четыре чуска поверхности конечныхь размтировз. Каосдый изъ этиль ку- 
2к08% озраничень ковымъ четыреурольникомь, стороналиь которазо явллютея 
чаети, постровниька прямолииейцыхь образующенте. 

„Приведенныя въ смысмь @ацзз’а квадралтииииыя формы вооттвлитезноу- 
зота зпочиема, демолцимь внутри этлыть четырехь куековъ. 


у 


Мысли Гавталее’а получили въ книг @ал5з’а, развито, поралелощее 
по богатетву и глубипв новыхь илей. Киига @ал55’а быль откровенемъ, 
ивъ которато въ продолжент стольня наука черпасть матермаль для по- 
выхъ обобщен, Появилась аризметическая теорЁл алгебранческихь формъ 
произвольной етеиени и съ пропзвольнымъ чиеломъ поремфнныхь, первой 
тловой которой являетея теория балез`а бипарныхь квадратичныхь фориъ. 


Обобщеше но что-бы то пи стало, обобщеше, не оправдываемое ко- 
кпми либо болзе серьезимии мотивами, не есть цфль науки. Цфлью науки 
явлиютея тавя обобщеня, которыя вызнапы и-Йотвительно научною по- 
требкостью. Эта потребность можеть быть двухъ категор: илн потреб- 
ноеть вызывается желаномъ рЫшать тв пли друмя конкретныя задачи, 
или жо потребиоеть завершить ясиое представлеше о существующихь за- 
хономЪрностяхь изучеше»гь предмета еще пе ясно представлясмаго, пред- 
ставтяющаго такимь образомь пробфль въ общей картипф зналйя. Та- 
химъ образомъ подъ вшящемъ  дЪйствительныхь научиыхь потребпостей 
въ ариометической теорш формъ обобщен плей балзз’а пошло главным 
образомъ въ лвухь направлошяхъ: 1) въ направлен изученя такъ на- 
зываемыхь разлодсильть форыъ и 2) въ направлен нзучешя хвадраниич- 
чызь формь промзвольнело числа поромфиныхъ. ` 

Подь разложимыми формами я разумВю здЪсь форму -ой стеиени, 
хоторая представлять пзъ себя пронзведеше я липейнихь формъ въ ирра- 
цгопальными коэффищенталив- . 

Тооря разложимыхь формъ вылилась въ замфчательную творно но- 
выхъ чисель, пазвалшыхъ чдеальиыли. 

Какъ въ теорит идозльныхт, чнсель, занъ м въ арпометической теор{и 
квадраличимхь формь ббльшаго чнола перемфиныхь пезависнмыхь игра- 
еть бильшую роль моняме о приведенном предмет нЪкотораго класеа 
аквивалентныхь предмоговъ. 
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Устеноваещемь этого попямя для ивадратичныхь формь наука, обя- 
зала посль Тавуопсе’а и Сайзза ифмецкому матомалику БееБог’у 1). По- 
елБдшй показалъ, что въ каждомь класс положительныхь тройвичиыхь 
хводратичныхь фориъ. сущеетвуеть форма, цвлые коэффищенты которой 
удовлетворяють иЪкоторымъ имъ установлешиямъ неравенотвамъ. 

Для озучейя ариомотпческой теори квадратичпыхь фориъ можно. 
рекоменловать киигу: Р. Ваейтале. Ге АМИние НК дег доадгайвовел Рот- 
шеп. Берме 1898. 


2) Зеввог. Чифезвиовипеот Бег @е В/ропесваел @ог ровфЫтеп 1егоётоп 9иа4- 
тамвснеп Ротщел, Реефите {. Вг. 1831. 


ГЛАВА УП. 


Дальнфишя свойетва цфлыхъ Функщй. 


Тождественное обращене въ нуль цфлой фуньши. 


$1. 


Въ обпову налиего изслфдованял мы поставимъ слфдующее опредВ- 
лье. 

Дель рълыл фупсцйи оз мобою чнола перемьниыть независимы 
вазывазюзлел тозюдественно равнылиь, воли числениыя зноменёя ить совта- 
доють при воякижь знаметяхь незавивимыхь перемпитыяь. у 

Какъ частный случа этого опредфленя, можно установить: 

Цълал фунишя унитолсается зпожедествеиио, если, она, равна ну 
пры велюить значенлть перелльнныхь пезависизмиылл. ‘ 


$2. 


Теорема. Цлмал фумкщя произвольнело числа теремьнныхь пезави- 
симыль униповается тооюдевтвенио, тизда и только пода, кода веть 
ея коэффииенты равиы зулю. 

Достаточность этой теоремы очевнлия. Докажемь ея необходимость 
ио мидувщи. Въ самомь дфлЬ, ея справедливость въ олуча$ одной пере- 
миной незавиенмой вытекаоть иепоередственко изъ заключнтельнато за- 
мБчалия $ 2 главы П. Поважемъ теперь, что теорема справедлива дла 
случая т перемфиныхь незавшенмыхь, если она вЪриё при и — 1 поре- 
ыВннысеь независимыхъ. 

[Густь цълая фупешя 


Ра, ть... ви} во(о, .. 


пет” -- а1(27р› .-. биде -1 Е... На (о... ти) 
16 


упичтожаотся тождоетвегио. Дадимъ иеромфниыниь позавневмызгь жо, ... бы 
‘узкоторыя опредленныя чнолоенныя значення 250, 2„б; тогда фунайя Ё 
обращается въ фуцкцио оть одной перембнной независимой х:. [о пред- 
положеню эта фупкщя обрцаотся въ куль при возхь значешяхь х,, 
значить, равны” иулю вов коэффищенты 


аж, 0, о... Мио). 
Другими оловами, в0$ ифлыя фуихити а, @1,... а» обращаются въ 
пуль при воЪхь значешяхь перемфниыхь незавненмыхь, нбо вначешя 
10, 23, ... 2» выбрамы вовершеинно произвольно. 


Плавки, по предположению справедливости теоремы при з› —1 иеза- 
зиенмыхь перемЪнныхь мы заключаемъ о равенетв$ пулю везхь коэф- 
фищентовъ полипомовт, @. 41, ... @», и каша теорема доказала. 

Сльдетью. Деь зълыя фувкшь позда и тольно тозда тоюдевивенно 
разви меду собою, козда одинажовы коэффилиеины . соотвизтетвенныть 
членов. . 

Тождествениое равенетво двух» фуиющй сеть ис что иное, как, го- 
эждеехвенное равенство нулю ихъ разлости. 


$3. 


Теорема. Нроизведене Гр зпьлой фупинйь Ё, степени п) на цъаую 
фупгийо Ь степены п) имъеть степень п -- но. 

Теорема очевидна дял случая одной неремфитой незавиеныой. 

Таземотримъ сначала теорему для случая однорохиыхь фунжий, или 
формь. Очевидно, что хажное охдфльное произведоше члель формы {, на 
члеиъ формы № будеть имЪть произведеню слененк в, Ри». Иужио, 
сафдовательно, убЪийться только въ томь, что ие обращемотся въ пуль 
зо кооффишенты произведемя дЁ. 

Расположниь перомфиныя иезависимыя 2, 22, ... шы 5Ъ порлдк$ 
зозраставя значковъ. Начнемт съ 2; и соберемъ вов члены фуйющи }. 
вт, которые входить 2, съ наибольшимъ показателем м. Изь этихт, чае- 
зювь выберемь т, у которьсь х› имфеть ивибольшй показатель в». Изъ 
послфднихь члевовъ выбираемь т, у козорыхь жа имфеть наибольший! 
показатель в;, и такъь продолжаемт, до послздней перемипой 2. Нолу- 
чаомь рядь покозатеной 1, ‚и, Орехи козорыжь могуть быть, 
коиечпо, равные пулю. Полученный тахииф образомь членъ 


(1) г 


можно назвать сиебриииие. Данное поме поняйе о старшем члетВ в00т- 


фан 


— 248 -.- 


зтетвуеть, колечио, выбраниому расположею иперемфипыхь нозавиои- 
мых 1), ирн лругомь расположениг отафиимт, можеть быгь другой чили. 

Пуоть при тозь же расположенит порехиныхъ незавненмыхь будеть 
тарицить въ функит 7, члонь 


8) ме 


(8) 


Нетрудно убЪлитьсл, что члеть (3) оказкется старииигь въ ироизве- 
деши Ё относительно делнаго расмоложеня перемфимихь нозавиенмыхь 
`и ве будеть пабВть себВ подобныхъ. Значить, кооффищеняь аб злеша, (3) 
не можуть обралиться въ пуль, ибо отличны отъ нуля оба множителя 
аиё. 


Нтать, теорема доказана для елучая однородныхь функшй. 
Обрыцаяеь теперь къ общему случа, мы хожомь разложлеь ноодио- 
фодпыя фунвшн па однородныя составныя части 


ев ойч-ы, вы... 
ее, и) Ца, .. а)... 


дБ Фи, 95 формы гой, ой етешени, иЪкохорыи изъ которыхь мгу 
зполедовтвенго фавняььеся нулю. 

Такъ вакъ фулкци А и Ь пмфФють стецени, точно равныя числамь 
яьи и›, вафдовательно, не равпы тождеетвениой пулю фулюши 2: и 
25. Шаавъь, старшя стенепы: въ произведоши 4 получаются изъ про- 
изведешя 20; это же повлбднее яе можеть равняться нулю па 
основан ужо доказанной справедливости теоремы для форхъ. 

Итажъ, стелонь производеня Д/ веть я --#з, что и требовалось 
моназаль. 


$4. 


Теорема. Если пронзведенйе двуль или боунанело числа шьлыхь фуме- 
ЗИЯ птожедесищенно равно пулю, то одииь изъ множителей должевнь рак- 
зваться тождественно нули. 


*) Такъ, ванрихбрт, въ цълой функциях 
амуе ира 


Фудеть старшамъ 25 дня расположеня буквъ (г, у, <). а для расположешя 
4, =, у) будомь смципимь чденъ эбуй. 


— 244 — 


Въ самомь дЪзлЪ, волы бы ни одинъ. мвожитевь произведен!я ‘ие ’раз— 
нялол тождественно нулю, то каждый изъ пихъ имфлъ бы иъкоторую опре-- 
хвленную отепепь; сумма этихь отеленей дазала бы (топонь произведе- 
ия, ‚олховательно, это проповоден не могло бы тождоственно равняться” 
пулю. 

Весьма, выкное практическое олхотве изъ доказанной хеоремы в0- 
стоптъ въ томъ, чго можиго веякое алгебраическое тождаетво сокращаит, 
на множители нетождоственно равные нулю; отъ такого сокращещя тожде- 
ство остаетел тождествомъ. 


$5. 
Теорема. Если цльдая фуниия Га, Ут, ... ты) не равна тозодественно» 
пулю, по уничтожастсл тобедественно злълая фулисил (а, 2,... ы) > 
если только она обращается въ эль при значещяжь 1, 2,... Жи, ие 


обращающинте рат иль. 
Эта теорема есть слфиствю предыдущей, еблн принять въ сообра-” 
жен, что произведене {о тождественио равно нулю. 


$6. 


Будемь разематривать теперь нфлия функши въ онреетностиь н%- 
хоторой аналитической точки, 

Пусть независимых пероминый 2, 2,,... *„ разсматрявмются нажл» 
координат прострапотва т изм рен, 

Если перемфинымь независимымъ заданы ифвоторыя численцыя зна 
чешя (2:0, 250,... хп), то. мы будешь говорить, что задате @ьмити- 
ческая эпочва. Будемь перенфинымъ независпанымь давать кахь вещеет-- 
венвыял, такъ и мациыя значеня, ' 


Пусть для каждой персмЪиной независимой ж: разематривается 060- 
бая плоскость комплексиыхь чисоль. Дадимъ частному значенно 21° этой» 
перемниой независимой праращете №. 

Мы булемьъ говорить, что новая точка 


(О, 2, ... бы йы) 


находится въ окрестности точки (21°, 25°, ... х„б), обли. модули приро 
щей № удовлетворяютъ неравенетваму, 


В, 14| ар, ... [| Зе, 


и), аз, произвольно задаипыя положнтельныя чела... 
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$7. 
Теорема. Для поэсдественииео унилипоовеная чтьяой функуги 


Й=,, 


, 2%) 


‘необходимо  достиипочно, чтобы ое равнялаеь нулю для веьть точекь 
аз окрестность чнокоторой опредтлениой точки. 

Доказательство этой хеоремы тоже самое, что и дия теоремы $ 2, 
`ибо при доказательств» той теоремы играло ройь лишь то обстоятельство, 
что каждая изъ координать могла иринималь безчиеленное мложество зла- 
че; это же обстоятельство имбеть мЪето и въ ханномъ случаз. 

`  (лёдетыю. Дая чпожовстветиио фавенетва двуть цтльсь фуший 
зеобходимо и достелпочно равенство этихть функий лишь для точекъ 
опревтности какой либо опредъленной точки. 


$8. 


Данное нами въ $ 16 главы 1 доказательство непрерывности ифлой 
друньцён отъ одной перемЪнной незавченмой, можеть быть обобщено н па 
случай нЪоколькихь перемфнныхь незавнелмыхь. . 

Мы назовемь фупатю Их, 28, ... Жи) непрерыеною в точкь 
(215, 250, ... 2„®), если волмоль) полоокитвльному чиелу = моаено сопоста- 
„вить такую окрестиовнть точеи (20, 2.0, ... пб), чапо для воякой точки 
«=, 8, ... 5!) этой окрестиссти будете 


Ибти, жи, 2. вы) — Кад®, 210, 2... тб) | < в. 


Покажемъ, чипо для всякой аналитической точки цтлал функюцая 
„воть фуниная непрерывная. 

Докажем предварительно двё леммы. 

Лемма Т. Сумма копечнию числа функи  непрерывныхь въ точь 
есть фупкйя непрерывная въ той эже точить, 

Достаточно доказать эту лемму для двухь фунншй А и Ё. Обозиа- 
зивиь черезъ {18 и К значешя фунещи въ разомалриваемой точкВ. Роли 
„об фупкциг непрерывтыя въ очи, то 1) 


1 


воз при |2-- 2 < 


ара 


18—21 < при |208. 


=) Здьсь чероёъ 3 обозначено напыоаьшее пеъ ЧИсолЬ пр, оз, ›-. м, 
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Тогда, обозпачая черозь 8 мельшее пзъ чиселъ 61 п &», получимт- 


ра Пе 0] <= при 


По ино формуд 


|< 8. 


аа 


получаем, 


ПАВ) бе пра ри 


п, значить, сумма 1, -- № сеть фупкц непрерывцая. 


Лемма И. Произведеще конечна числе испрерывныхь вь тойьль мно- 


жиннедей есть фунюшя пепрерывныхь въ той о тонить. 
Досталочно доказать эту теорему для случая двухь мпожителей, 
Взявъ произвольно малое положительное число м, подберемь поло- 
жительныя чпела. 8, п 5, такимъ образомь, чтобы било 


1-88 <Я при |< 
В при |, 


тогда, обозначал по прежнему черезъ 2 напменьшее из чибель 6, и 4. 


1: — А9 — 89) -- АВ — п) ВА — = ВВ ГВ. 


«лздователью, 


рав бое < НЫ я. 
Обставхея подобрать я тамт, чтобы было ` 


А-П я-а, 


и теорема цоказана, нбо 


ив — 


95| а при [1 —98|< 8. 


На основа ипрпведенныхь леммь убфждаемея въ непрерывности 


а, бы 
фуики вида аа *... бы ‚ ТАЗ @; лыя чнела или иуди. ммируя 01-3 


дьльяо часы, мы докажемь пепрерывность цфлой функ. 


$9. 


Теорема. Дели цилал фупьшя Гл, - 
вы точить (210, 20°, ... бы), то около этой почин можно указать накую 


м) ие обреицаетея въ нуль 


овресуиюсть, чипо в0 веъаб ея точниль функия Ё отличие ото пуля. 
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Положим Ё (ту Гы.) == 2. Возьмемъ 8 настолько малым, чтобы 


:— 20| <. 8 было 


Ир | 


ТЫ 


Вехи дь изъ точоюъь указанной окрестности, то 


мы приходиме къ противор чо 


0 лая какой ниб 


ДБлимость цфлыхь фувный. _ 
$ 10, 


Еслн между тремя ибяыми фупьщями {, 2, ? существуеть соотио- 
ное 


=, 
которое является тождествомъ, т. е: которое справедливо ири везхъ зна- 
чешаяхъ пезавиенымхь перемфиныхь 2,, 2, ... Иж, То каждая изъ фуну- 


цоп пазывается дънртелемь фупицйи Г. 

Всякая постоянна величина, отличная отъ нуля, есть дзаитель вся- 
вой ифлой фунюцн. 

Всякая цфлая функшя можеть быть разематриваема кавуь дВайгель, 
‘ождественио равный пулю цвлой функши. 

Цъхжая фупьцйн пудевой степени, которая есть нечто-иное, вакь иосто- 
яиная величина, ие ‚можеть имЪфть пвлыхь двлителей ме мулевой степени. 

Цзлая фуньшя 2, 22 „.. Мы, ие равная тожиественно нулю, не мо- 
жеть‘имВть двлителей, заключающихь еще друйи перемЪнныя пезави- 
снмыя. 


и. 


Теверь мы установниь еще одно весьма важное поняте, & именио, 
ноняе 0 такъ пазываемой юрыводимости цВлыхъ фупьий. 

Ньмую фуношю мы ‘назовень чриводимою, исли опа ттозодественно 
равна произведено двуто цльяыхь функийь изъ которьть каждая ие во- 
Фит юз повтолинюму числу. ` 

Въ обратиомь случаВ фуикщя называется пеприводимою. 

Каюь примфръ прьводимой функщи можно указать 


эи А-З = вру еее + 


РАБ а ость корень уравненя о? фа 1= 


| 
5 
Е> 
| 


Вь вид примфра неприводимой функщи можно указать 


Ка) у, 


`дф /(=) произвольная цзла фунющя оть одной незавыснмой перемфнной 7. 
$12. 


Вь дальиБищемъ изложеши поняе о приводимости ифлыхъ функ- 
ий бущеть подвергнуто нфкоторому нзмнен!о. 

Въ предыдущихь параграфахъ коэффищенты цфлыхъ фунилй счи- 
тмотея произвольными казъ веществентыми, такъ и мнымыми числами. По- 
нимаемыя в этомъ смыолё приводимость или веприводимость мы будемь 
называть абсолютными. Въ дальнёйшемъ мы убтановимъ попяте об, 
условной приводимости въ зовнонмости отъ харадлера коэффитщентовь: 
`Такъ напримзрь, фупкшя 22-1 яриводима въ абоолютномъ смыслф, ибо 
она равна (#-РУ--1)(&—У-\), но она отановитея неприводимою, если 
мы допусввемъ только вещеетвенные козффишенты. Въ настоящей глазЪ 
мы будемъ поключительно заниматься абсолютною призодныюстью. 


$ 18. 


: Теорема. Опредълитель порядка п есть поприводимая фуайя во 

1? элементовь, если эти элемешны раземеипривать какз независимыл тере- 
эвъиныя. 

Допустимъ, что опредфлитель О ==| ав | будеть фуившей приводимой, 


тан это | 
Р-р. ..- бад с. би). 


Лакъ какъ веямй олементь опредфдетеля входить въ иего въ лер- 

вой степени, значииь, онъ долженъ входить въ этой первой отецени в 
одну изъ функц, а въ другую не должень входить. Разомотримт, эле- 
ментъ аз главной магоиали. Пусть оиъ входнхъ въ фуйкцю А, тогда въ 
функпию не мотуть входить элементы {-0й гоаризовталк и 1-ой колониы, 
160 илаче въ членахь опредфлителя входило бы одно изъ пронзведени 
ада; пли @нах, что протаворЪьчить закопу составлены опредёлителя. 
Раземотримь теперь другой элементь а;; главной горизонтали. Можио по- 
вазаль, что онъ не можеть входить въ /2. Въ вомомь дфяЪ, донустивь 
это, тогда въ функцио /: ие входить ип одинь членъ 7-ой торизонтали и 
-0й колонны. Сопоставляя еъ предыдущимтъ, мы прндемъ къ ложному за- 
ключению, что элементы а;, ал ие входять пи въ одниь изъ множителей 
р, Ё. Итаюь, волы а, яходать въ фунюцио р, то въ. эту же функцию 
` входить и вояюИ другой чяенЪ @у; главной горизолтали, & вмфет5`еъ намъ 
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н веВ элементы опредфлителя. Функшя }› сводется къ ностояниому чнелу, 
мо я требовалось оказать. 


$14. 


Если въ выражен ЦБлой функди 


иЪть подобныхь членовъ и воЪ коэффищенты в, $, ... суть незавионмыя 
перемфиныя, то фунишя леприводвма, сели предположить, что ноказатели 
‚ в, -.. 


налъ воякой бумвой 2: пе во воВхъ чиенахь суть чиело положительныя. 


$15. 


Часто полезно сопоставлять однородныя и неоднородчыя пфлыя фунищи. 


Есль мы собпавиме изъ неоднородной зпьлой фуикциь степени т оть 
перемльиныхь независимые т, 22, .. - Я» Човую итлую функийю черезь 
зриножене членовь степеть нике п ва соотвзтетвенииия етенени, новой . 
перелльниой пезавивимой икру, нажим образом, чтобы получалась одно- 
‘родная фумищил отз т 1 перелиъинихь чезависимьнть, то эта однород- 
пал фуцтцал чосить назовлие соотвутетвующей. 

Очевидно, что для цфлой фунюши (д, о, ... и) будеть соотвЪт- 
ствующею фупкшя 


: ) 
о’ бин ^^ Жи” 


{#) яр и 


Изъ однородной соотвфтотвующей фукьлуи получимъ первоначальную, 
одагея Сида =. 

Нетрудно видфть, что у всякой неоднородной функщи существуеть 
одна соотвфтотвующаз. Одпороднал же фунишя можеть имфть ифеколько 
оотвётотвующихь функщй, судя по тому, которую изъ перемфиныхь мы 
приравняемъ еднницВ. Однородная функщя не будеть нмзть воотвфтетву- 
зощен, если воЪ леремфнпыя пезависнмыя входягь въ важдый членъ ея, 
малримврь, дот -- Фу ть -Р еиеии?, 

Теорема. Асль однф изъ друзь друзу соотвтопетвуонияь функий 
лориводимая, то тазови оке будете и другая; туиь отоль миозвители, 
одной соотепипетиуюлтнь минозеияйелямь друлой, 
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Пусть пеодпородная фуньщя { приводоман 


и Нет, а, ..: и), а, о. Жо), Ва, .. и). 


Проднолатая а ЗЕ 0, пололавимь въ тожиеотво (1) ву 
1. ... 2 ПХЪ отношеня къ Ха, . 


= ба 9.24 =. \. 
жид › ыы Аи 24 / 


обозкачая степени фи ® через ри 4 и умпожая гождеетво (2) на иг, 
получиыь разелетво 


К, оби, а, Я» баны 


(3) А@,. 


для соотвётетвенныхь формъ. Равенетво (3) иметь мото при ве 
личныхь оть пуля значешяхь ии, слВдоватольно, на, ословани теоремы 
$ 5 заключаомъ, что (3) есть тождество, и соотвфхетвующ полиномь А 
приводимый. Обратно пзъ тождества (3) получимь. (1), еели положиму 


бт» Яны, 


ъ от- 


ица==1. 
$6. 


Основная теорема алгебры о существовании у веякато полнпома, по- 
крайней м$рЪ одного корня показынаеть, что иЪлая фушащя оть одиой 
позависниой перемфилой степени выше первой ость всегда абсолютно при- 
водимал. , ° 

ЦЗлая фупкщя оть одной поремБицой степени з раскладывается на, 
и множителей первой степени 


К) == рф — в). — в) ...(2 — ан) 


ТВ ва, @, ...@» буть кории функ {(2). 

ели полнпомы, отличающееся поетоянными миожителями, по очитануь 
за различные, то получается теорема. 

Полиномь степени т от одной пезавиениой поренитой рисклиды- 
виетея знолько одчиьмь способома на перазлоониные (простые) мпозвитеди 
первой степени. 

Вводя повую перемфиную пезависнмую у и переходя въ фупеши 
соотвфтотвуюзней, мы получимъ формулу 


Ве, д = — а) ву)... (2-9), 


выражеющую свойство абоолютной ириводимосли бянарной формы. 


Алгориемъ Эвклида для цфлыхь фучкщи. 
Ум. 


Парейдомъ тоиерь къ нахожденио общаге’ нанбольшаго дфлитевя 
ъ цблыхе фуцеИ при помощи послфдовательнаго дзлешя. Другими 
‘човами, мы иереходымь къ изучение знамолитаго алгориома . Эвклида 
который мозыно назвать алгорнембь иопрерывныхь дробей; причемь будезь 
этоть алориомь разоематривот, въ примБиели къ цфлымь фуиющямь. 
Эвулюль пзучаеть ототь алгорномь по двумь поводамь: 1} для нахожя 
ши общаго илибольшаго хвлителя двухт, цфлыхъ чиеель, 2} дяя пахо: 
лешн общей мВры двухъ отрфзкову, въ теор, траюгующой объ измБреви 


протаженпьхь величина. 

Въ прихгвиеши въ пахожденю общей мФры двухъ отр3Заковъ алго- 
риомф приводить въ разложению отиошешя отр®зковь въ пепрерывную 
‘дробь. ели дробь эта онажетея безкопечиою, то отношийе двухъ отрЪз- 
ковъ есть число несопзмфримое. Этоть случай ино имфеть мЪето, котла 
мы примияезмь алгориомь Эвклида ут, иахожденно назбольшаго дфлителя 
двухь цвлыхь чисоль. ЗхВеь алгориомь вбогда оказывается консчнымт. 

Въ тоои чисель ') показывается, что изъ конечности аигорпома 
Эвклиза сльдують в обновиыя теоромы о дзлимоети чиволъ; между 
прочимь. фундаментальная теорема о охинотвенной разложимости пфаго 
числа на простые мпожеители. ° 

-Къ апалотнчнымь выволамь можно придти, разематривья алгориемъ 
Эвклида въ премВнепиг къ полиномамт. Конечиноеть этого дЪйотвя вле- 
четы т же слбдотвя, что повъ арпомстныВ. Располагая два полинома по 
степопямъ одлой п той же буквы х, мы можемъ послдовалельнымт дЪ- 
яешемь съ умепьшыощимиоя степенями остатковъ получить общаго на- 
‘пбояьшаго дьлителя задалиыхь двухъ полиномовъ пян же УбЪлитьея, что 
этн Полиномы ие пмВють облаго дЪлитехя, заклочающето букву х. Про- 
\Влавъ тоже самое относительно вофхь входящихь въ полниомы букяъ, 
пайдомь вебхъ общихь хЪяцтелей атихь полпиомовъ. 


$ 18. 


Разомотувые прим$нешя длториома Эвклндь къ полиномамь пред- 
вляеть извохорую разиицу случая одной перемфнной незавиеимой оть 
лучая полниоховъ оть мпогихь буквъ. Хотя эта разница не существет- 
ная = ие наруваеть полной общности выводовь, остазощихея окийми и 


е 


*) Д. Граве, Эяемонтрный куроъ теорйи зпсель. 2-0е издан. В4овъ. 1918 г. 
Глава Г. 


`твми же во веъхь случалхь, тЪмъ но менфо полезно при изложен раз- 
змотрьхь сначала случай одной перемьниой независимой, 

Начнемъ съ извВетнато изъ арпометнкя способа пахождешй общаго 
наибольшато дфлителя двухъ чисоль а и 6 при помощи послфдовательнато 
хвлешя. 

Пусть >. 

Получаемъ рядьъ равонствъ 


ан, бет №, = + #3, -.. 
те == ды РВ, ТЕ 12 ФИ 
г} 9, 41; ‹--@-1 послвдовательныя частныя двяошя, а м убывающе 


остатки 
ии. тая. 


Какъ извЪетно 7» воть общ папбольшй дЪлитель чибель аи Ъ. 
Первое изъ уравнешй (1} хаетъ 


(2) ==а— 40. 
Похставляя во второе мы получныъ 

(8) = ва ее +1». 
Далзе изъ третьяго 

в = (9 + Па — (Фа в 4. 


Можно ввести новый епиволъ, часто употребляющся математиками. 
-Этоть‘вимволь опродфляется вполнЪ слБдующими формулами 


Г] =1 
= 
ВЫ = а 
> ы. 5) = ВВ ЕЕ Ь 


+, ... 6-3]. 
Этогь сныволь обладаеть можду прочимь овойотвомь 
Бы, а, 6] =, 3, @]. 


Прн помощи ‘новаго онывола получиемт, принимая во вииматуе (2), 
-(8), (4), выражене всякаго остатка, т; линейно черезь ан 5 


тр ах: + Ви, 


ть 
(5) п==(- ПЧ, 4, 0-, = 


Па, а, ,...@- 


Примвняя зъ случаю (= 
шаго дВлителя 


получаемт формулу для общаго наиболь- 


пак -- Вуь. 


оли %=1, то два числа а ин 5 взаимно проетыя, ‘и мы получаем 
формулу 
` аа Фу=1, 


тд 2 п у цВлыл чиоль, изъ которыхъ, конечно, одно положительное, & 
другое” отрицательное. 
` Ил мы приходимь къ заключено. 
Два числа я и © тогда и только тогда взаимно простыл, если ножно 
подобрать два цзльтхь числа = и у такихъ, чтобы было 


их -- фу 
$19. 


Обращаемся теперь къ нахождению общато изибольшато дфлителя“. 
двухь мпотоуленовь Ах) п %(2), причемъ проедположимъ, что ни одниъ. 
изъ пихт не сводатоя къ постояняой величинЪ н что степень { ие мензе 
стовяи ©. 

Поелфдовательное дЪлеше приводить къ ряду тождествь: 


па) 0) + №) 
9) — о ПКа) + ВЫ 
0 = оков -- Вуз) 


О: 


Здесь повлъдовалельные остатьн Ю; пифютъ отецени, убывающия о. 
возрастаномь значка &. ДЬлеше продолжается до тёхь поръ пока мы 
иг дойдемъ до достатка Ан, равнаго ностояниому числу (нулевой отепепи). 

Толя постоянный остатокь Вр: осличенъ оть нуля, то цвлыя фуяк- 
щи Да) и $(2) не иують общаго дтителя, заключмощаго букву 2, ибо 
ца обнованих соображешй амалогичныхь приведенлымъ въ $ 17 мы зам1:- 
ласмь, что общий нанбольций дЪлитоль 2) и (5) холженъ быть дЪли- 
телемь волкаго оотално 2%), © сльдовалельно, и остатка №; это: же 
‘чевозможно, бо, постолиное чиело ие можеть дЪлитьел ‘на цфлую функцию. 
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Итахъ, фунищи =) и $(%) будуть взаьмио зроетыл 1), если Вы: отлично 
хгь пуля. 

Еелн же А, =0, тогда предиослВдий осталокь Ая) будеть а0- 
зциль напбольнигие дюлителеще веЪхЪ предидущихь остатвовъ. & также 
и фушиый И) п <>), то сбть . 


Их) = Бизе), 2) == КИ». 


тд 11). е(@®) будуть ифкоторые полйломы. которые могуть привозуться 
къ постолиному числу, 

Припимая во випымие формулы (5) предидущато нараграфа. нолу- 
чить у 


Выы = (- 149.52)... @®) И 
+ (= 0119 6)0, <), .. бе) 

ИЛИ 

(1) . Изя) -- Фа == 1. 

ТВ 

с 
О т ах. Она 

{3) 


1 


и 
$ ыы 19") 


642). 


Мы приходимь иъ теорем. 

Услове ивобходимое й доетипночиое дли тот, чтобы два политома 
=) в 20) были взаимио простые состонать въ спщеетвовань двуль но. 
зыха полимомовь Е(х) и (2) пакить, чтобы существовал зпоождесаноо 


ЖИ) + Фу) = 1. 


$ 20, 


Изъ теоремы предыдущаго наратрафа можио вывеети тЪ же сл% 
отыя отпоентельно дфлнмости полиномовъ. кая выводятся относя 
чисель °) зъ ариометикЪ. 

Такь папримврь, селн произведен 


ов 


дьзится на 2(2), но полиномы Де) и 2(%) взацыио простые, 10 (2) ХВ 


дитя на э(=). 


ель 


1) Дьлители, равные постоянному числу, ие принимаются въ раземотр’ 
2} Д. Рраве. Элементарный куреъ тоофи чиселт. Чевь, (919. Глава 1. 


| 
в 
& 
| 


Вь самом д: 
@) Изд) = во). 


Фииаии (2) п (=} взмвию провтыя, слфдователено. можно подо- 
брать дв цфлыя фулвши 2(е) и $(&) тамя. чтобы было 


‚, по продноложенйо 


(2) Изя) | Фев) = 1; 


умшожая тождество (2) на (=) и принимая во внимаюс тождество (1). 
золучимт, 


эеГиедео ++ Фред = я, 


откуда слваует, хвлимость (2) на (2). 

Пусть степень А) объ в, а отонень (2) воть и, тогда можно 
одълаль весьма, важное дальиьйшее зажиночеле о стененяхь функщй 22) и 
Ф(2), входящихь в тождество (2). Обозначим черозъ зи; степень 22), 


Стенени 9(2). 9(х\, 932). ...9кз) будуть, очевилио. 


в ош. эт, и — 2. Вы. 


На овновыйн формуль (2) и (3) $ 13 получаемь дая отенени #2) 
3 Ф(5} выражешя 


и — т)... + (и, — т) = т — ть 


пШЩт- (и — зы) Райт)... НО -— въ) ==, 


СлЪдовалольно, «ленень 22) шико степепи 2(=}, а степень (2) 
1пще отоиелы /(2). . 

Поважемь въ заключено. что функыш 2) и $(2) однозначно 
опредвляются тожцествомь (2} и требовашемъ, чтобы ихь етепени были 
ниже степеней фуикцй! (5) п А=).. Допуетимь обралиое. что хром (5) 
п Ф(=) существуеть еще другая пара подоблыхь фунюшй 22) и $). 
при которыхь сущеетвуеть тождество 


в Кез) + Фуа) 1. 
Вычииал (3) изъ (2), получишь 


(Ро, 9) 


Из) п о(>) фушици взацико простых, сяфдоватольно, разность, 2) -- Е (2) 
долям жлитьеи ив (т), а разном, Ф/(=) — 6(2) на Из), что новоз- 
молит, ибо етонени отиуь разностей иже отеноной 


ъ фунешй. на ко- 
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торыя онз должны ДЪлНтЬСя зпачитъ, мы приходимь къ двумъ тождествамт. 


К. --0. Ф—9 


н, значить, функ № и ®, ие отличаются огь Ри Ф. 


$2. 


ели полиномы, отличелонуося друг® оть друга постоянными мнозн- 
телями, ие очиталь з® различные, то изъ тоздеетвь (1).$ 19 вытенаетт. 
одинетленность разложешя полинома на неразложимые далВе, миожатели. 
Эхи множители играотт. туже роль въ дБлнмости полнномовъ, что и 9р0- 
стыл чиела при дфлимоети чиеслъ, 


ВелВдотне абсолютной разложимости полиномовь оть одной лере- 
иВнкой иезваненмой, иепризодиметуиь можось быль лишь полиномъ первой 
степени. 

ели, какъ сказано, ие обращать зивммо па поетоянные мложи- 
тели, то аналотно съ простыми числамн ариеметики составляютъ двучлены 
вида 


(6 2-а. 


На такого рода двучлень одним только способомт разлагается вся- 
кая цфлая фупелая оть одной перемниой позависныой, иричемъ а есть 
корень кзлой фуккши. 

Еели давать « во возможиыя какъ вещественный, табъ и мнимых 
значенит, выращене (1) пробъжить неперечиелимую *) совокупность; про- 
стыл же числа, эъ арнеметви® образують совокупность перечиелимую. 


$29. 


Если мы перейдемь къ фунышямъ оть многнхь лёремфиныхь ноза- 
висимыхь, то туть могуть существоваль неприводимыя функщи высшихт. 
степеней. 

Для доказательство теоремы объ однозначноети разложеня цлой 
функции 8 неприводниыя надо будеть равемотрёть, хавъ доджно произ- 
водить выкладии алгориема Эвклида въ этомь случа. 

Возьиемъ функдио, разложениую по отененяиъ х 


(1) Роу, 2, 


Хари Хоа... Же Х., 


=) Д. Граве. Введен въ анализ. Мевъ 1910 г. Заключен, $ 3. 
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т №, Х,,...Х, суть швлыя функщи отъ остальныхь перемфиныхь 
независимыхь., 

Докажемь хворему: 

„Необходимое 1% досталпочное услове длл ттою, чтобы функия 
Из, у, е, ...) импыв дъяителя $(у, #,...). пезавивимао от, ввето- 
чипа @5 ттомь, чипобы веть коэффициенты Ху дъяиливь и Ф(у, #,...). 

Въ вамомъ дълЪ, достаточность теоремы очевидиа; Что касается ея 
необходимости, то допустамъ, что { длится на о, т. е. 


Хы --...-- Хи =, а, ... [Роя -- Хит... У], 


В У, У, ... Е» суть цфлыя фувющи отъ у, 2, ... Сравнивья козф- 
фиценты при различныхь отепеняхь 2, получим 


(2) „ Ж- фу, Ха ==, ‚.. Хь=Х,. 
Такь какъ равенства (2) должны имфть м$фето при вобхъ звачешяхь 
у, 2, ..., То они должны быть тождествами и, значить, вов Хз дБлятея 
наф. 
$ 28. 


Пусть требуется искать .общато паибольшаго хзлителя двухъ цфлыхь 
функвй, 


уд, 0" +- ХКу, а, „да 2. Хку, 2, =.) 
д" - У(у, 2, ет .- Уфу, 2, =}. 


ели пт, 10 при дВлеши { ва © первый членъ относительно х 
будеть имёТЬ внхь 


Жи, #, 
Ху, 2.. 


причемъ въ частномъ оказываются коэффищенты, которые выражеются 
дробными ращональными функщями оть у, 2, ... Во избълавне дробныхъ 
кооффизентовъ можно умножить предварительно фунви!о р, подлена- 
щую дЪленцо; на нЪкоторую, приличпымь образомь выбранную, функтию 
Ву, 2,...) от у, 2, ... 
Мы можеть въ основу алгорнема Эвклида положить теорему: 
Веди ри ф суть полиюлих ото перелямигихь независимыхь т, у 


примемз © ие уптожаетов зпожедественио, 1по можно ввезди подобрать 
эпры човыл цъяыя фупюии @, В, Р, изз которыль посльдняя Р че за- 


эелючаеть ши неравна зпождествеино нулю, зпатал, зато будет импяпь 
Роз 


лено тождество 
Ру. 2, «Ре, у, я, = у, 2, «де, унг, Ве, у, 2, =), 


этамель фуниаия. В или тозодественю равна пулю, иль оке еп степень 
относительно 2 ниоив степени $ отновителоно и, 
ели степень { по х меньше степени ©, то можию будеть положить 
Р=1, 9==0, = 
__ бете, сяфдовалельно. доказать теорему лишь въ случай (ем. (1)) 
в, ХЗЕО, 50. 
и степень ф ле выше охенени {, 10 можно будехь полобраль ива 


полинома @:, А, которые удовлехворяють тождеетву 


4, =...) у. де, у, дель...) Вы у, 


тлф А, или тождественно равно нулю, пли ме степень В, по букв 2 
меныше степени /. Что это такь, сифлуеть изъ того обетолтельства, что 
можно взять ` 

8 


Поли отешень по д полинома Ё, меньше степени ©, то теорема дока- 
зама, если же этого нфть, то подбираемъ новыхъ два поланома @ и № 
такъ, чтобы было 


Хи. а, .. дм. 


{83) УКу, 2,.. Низ, у, ...) = ба, у, да, у,...)- Виа, у, о...) 
Соноставляя (2) и (3), получииъ 
Уяр = (8: + 9) №. 


ели степень А, по х меныше степени ф, то теорема доказана, ибо 


можно Положить 
ВУ, = 7+4, ЕВ. 


Если же стещень № выше ©, 10 продолжаемъ указанным ©ц0со- 
бомъ поннжеше степени, пова’ не дойдемъ до полинома Ю., отеиень ко- 
тораго будеть уже пиже отепенн ф и который будеть удовлетворять то- 

°ждеству 
= 0-1, + И... ФА, 


тажъ что будет 


Р= Тр, 9= 6, +... 9, ВВ. 


Полезно зазеВтить, ино за фувнуийо Р можно припять введе зиько- 
торую степень фуницен Ху. 
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$24. 


Тонерь можемь приступить въ нахождещю ббщаго панбольшаго д*- 
лителя фунющи (Г) $ 28. 
Получаем снотому тождеству 


Ру, 2, .. ф= 0, у,.. 9 Ва, у,...} 
Ри, 2,.. = ще, у, Ве, и...) ЕВ, у, ...) 


о Рьбу, 2, ...)Пи, у, ,.) = (а, у, Ви, у,...)-- Ва, у...) 


Рьа(уу2, ...)Вь-иаьу, = @ь-Ц, у, Ве 1, )-+Яц, у,.. ы 
Ру, 2,.. Вы, у,. Чи». у, ..) Ву, (2-Е нии, =... 


Стецени ©, А., В», ... относительно буквы 2, по которой мы АВ- 
чниъ, убывыють; олфдовательно, мы доходимъ до такого остатка Ль, 
который не захлючаеть буквы х. 

Полиномы {и будуть нмть общаго яфлителя, заключающаго букву 
%, тотла п ТОЛЬКО тОГХа, кода И, 2,...) тоовдвотвенио уничто- 
эвается. 

Чтобы это доказать, замвтныь прежде всего, что каждый общий дЪли- 
тель {и ф будеть по первому равенотву (1} хБавтелезгь остатка В (м, у, ...), 
& тогда по второму равенетву (1) опъ будеть хазже длотелемь:Р»; про- 
должая разсуждене данфо, мы замфтимъ, что этоть дфлитель, заключая 
букву х, будеть дЪлать Пес:, что девозможно (см. $ 10), Зкамить, дол- 
зкенъ равпаться тождеетвеняо нулю остатокь А. 

Для доказательства обратнаго, & именно, что при тождествВ Лу1 =0 
фунющи [я о вуфють общихь дЪлнтелей, завлочающихь букву 2, и для 
нахожлоня общаго наибольшаго лфлителя этихъ фунецИ, будем равоуя- 
даль по нндувдци. 

Предположимь, чго для нфлыхь фуньтй, ие заключанощехь буквы & , 
другими еловами, для ифлыхь фуньщИ, число перемБиныхь нозависимыхь, 
хоторыхь на одиниду меньше, ныбеть мФото теомя дФлимости аналогич- 
ная арнометической; то отсюда будеть олфловать не только подлежащее 
доказательству обратное завлоченще, но и существоваяе теон, авалогич- 
цой арнеметической, для полиномовь, заключающихь также и перемвниую 
5х. Въ параграфахь 18, 19,.20 мы зидфли, что ариемехнческая теомя 
провряетсл для фуниш отъ одной перемВнной незавнеимой, сяфховательно, 
&Ъ этого влучая можетъ пачалься внхукшя, 

Итавъ, предполагая существоване ариеметнческой теор хяя функ- 
щй оть перемвнныхь независиныхь у, 2, ... (093ъ 2), мы намюмнимъ 
характорныя положешя этой теории: 
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1) Функщи однамъ только способомь 1) раскладывыотея иё неприво-- 
димыхь множителей, 

2) Вели производеше {/; дьлител па ф, по рн ф взаимно проотыя: 
функ, то А длится наф. 

3) Если произведеше {/: дЬлитоя на меприводимаго миожнтеля $, 
то на него должна длиться одна изъ фуньшй [иль Д. 

4) Произведеше фунешй взаныно простыхь съ © есть сама’ фунешя, 
взаимно простая съ ф. 


$ 25. 


Если мы возьмем фунюцию +(у,2,...) 698ъ х, то, какь мы ви- 
Яфли въ $ 21, для дБлимостн па о фупюши, заклочеощей х, необховн- 
мышь п достоточнымь условюмъ является дБлимость на Ф вобхь коэффи- 
центовъ при етепеняхь х. 

Ихакь, если у наеъ задана фушаця 


ЕЕ Хи + Ха +...Х,, 


то, разложивъ воф коэффищенты Х; на неприводнмые множитоли, можемт- 
найти общахо напбольшахо дьлителя этахь козффищентовь. 

Пусть этоть дфлитель будеть $, тогда получимь 

=$ 
В Жи Хи... Хи. 

Новые Х/ не имфють уже отличнаго отъ постояннаго числа общато- 
двлитоли. . 

Итакъ при помощи функши ф выдВлены уже всЪ.неприводимые мно- 
жители р, незоключеионие буквы 2. Функщя же р. можеть раскладиваться: 
лить на множители, зазлючалонце букву х. Фушийя $ по предположенио- 
раскладывается однимъ тольшо способомъ на неприводамые множители. 
Остается показать, что такое же сдинотвениое разложение из- множители 
имветь мото хля функщи {р, заключьющей букву 2. 

Докажемь теперь теорему. 

„Неприводимая фунищая $(у,#,...), че закмочающая в и которал 
веть дълитель произведен [р двуло функций. заключающиаь букву =. 
долосна дъълиинь одну иво функц филь р. ° 

Произведенще двухь полиномовъ 


= Хоть Хи... 
= У + Ул... 


тя 


2} Сь указанной, конечно, выше оговоркой, 
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‘воть 
= Хо Кора ( Хо Я ХА ре" (Хо У. ХУ! Х, Урда "1 --., 


Допустнмь обралное, что ии одна изъ фунищй Ги А не дЬлится на 
9; тотда ие во Х, в ие веб № длятся па я. Пусть коэффишенты 
Хо, Х,,... Хы: дзлятся па ф, ‘© Х; не дблитея на о {можеть быть, 
конечно, $==0); подобнымь же образомь Уз, У;,... У: длятся нах, 
з 7, пв дЬяится на $. Мы получимъ коэффищенть члена х"-Н*"-7 про- 
паведеня Ди въ такомъ вня$ 


<)... Жи... Жара ХУ, Хау... Хы, 


тд Х в Ус индексами большими в и т надо считать раввыми нулю. 
'Цо предположению теоремы выражен! е (1) должно длиться нь ф. Мы при- 
ходимь въ заклоченио о дЪлимости на ф произведентя Хт,, убо друме 
члены будуть по предположенио длиться на Ф; но Х;, У,, $ не заклю- 
зимоть бубвы 2, сяФдовотельно, по предположенно приложимости кв нимъ 
‘ариометнчесной теор мы приходямъ къ противорчно, ибо ни Х; ни У; 
ше длятся па © 1) 


$ 26. 


Докожемъ теперь теорему: вель яроизведене [А двухъ фунжий, за- 
эсмочеющихь букву 2, дъминся ча фунвийо Ф, че заключеиющую х, при- 
чемь {и ® будуть фунициь озамито простыл, то [, додаено дилииться 
ма ф. 

Разложимъ з на произведеше неприводиныхь множитезей 


фыфие, -.. 9 


Но прелположению мы пифемь равенство 
4) фо». ФР, у, 2,...). 


Функшя ©; дВлить произведено {к д, елЪховательно, ова кавъ ие- 
приводимая должна дЪлить вла множитель {, нли же множитель /,, но Г 
'н фо предположенно взаимно простыя, слЗдовательно, 91 должна дЪхить 
.Н и мы получаемъ р, =; тогха равенство (1) хавть 


Фе. 


далфе доказываомъ дфлимость {’ на хз н, продолжая далфе, убдимел, 
что д ДВлитея на <, Что и требовалось доказать. 


*) Мы проенмъ читьтеля сравнить 56 15, 16 главы и. 


Переходим тоцерь въ коказалольскву обратиаго заключешя $ 28, 
а именно, что, оелн существуеть тождество А, ==0, то функц рае 
имоть общихь хБлителей, захлючающихе букву 2. Пусть 


Ва. у, 2,...), 


РЕБ ® есть полнцомъ, но заключающ х и предстозляющий общело мак- 
большаго дБлителя вех поэффищентовь прн разныхь слепеняхь я въ №,. 


Тогла на осцоваии посяВинио изъ равепетву (1} $ 24 мы имЪемь 


Рьвь 1 == 55. 


Функщя Р, взанмио простая съ 6, ибо пе содоржить 2, слЪдова- 


тельно, 
= Рых, у, 2, ...) 


1 мы получаемь 


Я = 48. 


Подетавляя вт, нредыхущес равенство, будемъ ныть 
Р;- Ана = (Г в)$, 
откуда подобио предыдущему нолучаемь 
В =15. 


Илакъ, фупющя 9, зацлючающая обязательно х, ибо первый оеза- 
товь по зажлючаюний ость по предположенцо Ау: , есть лВантель объихь 
функщй но. 

Покажемь, что веямй общие вБлител, (т, у, 2,...) фупкий ри 
<, ие нифючий дфицтелей безъ д, будеть дВлателемь фушещи 5. Въ 
самомъ дьяф, ® АВлиТЪ ВО остатки и, слфдовалельно, лолучается 


9-е у, а, ие, у, Е,...), 


310 ф и в взаимно проотыя, слфдовотельно, ® дЬлить 8, что и требова- 
104ь показать. 

Изакь, вели А ==0, ню обийй наибольний длъминель фупкий | 
и Ф, заключеюий 2 и освобожодениый отз венкихь дльлипелей без 


2, по- 


дучяиел, вель изъ Рут, у, 2...) Удалить веъзь подобные Оплителей. 


$28. 


Теперь мы подходныъ мь завершено разеужденй послВянихь пари- 
графовъ, в ныенно къ доказательству бправедливооти ариометической хео- 
ан во воБхъ подробноссяхь дия функц, завлючающихь букву #, если 
справедливость ея извфетна лая фунищи безъ 5. 

Вее осповываетех на тооремЪ: 

Есль раземелириваются при фупеии 


К, И, 2,.-.), 9, у, 2, ,..), Че, у, а, .., 


причеме фумиря $ не приводимал 6 дълитие пролезведеме др, то ® дол- 
зона дтълилть одну изъ фунаецей } ами 9. 

Есап фунющя Ф пе дВхить функцию Г, те функщи Гон Ф взанмно 
простыя, пбо ® фукишя неприводимах. Въ этомь случа, ири прамвнен 
алторнома $ 24 къ двумь фуячкщямь Г и Ф мы должны дойти до оеталтка, 
Ио заключамощаго ® и не тождественно равнато пулю. Пусть этоть оета- 


токъ будеть Вы. Примфняя соображешя $ 18, мы получимъ 
() №н= Де, у, 2, Ле, ув, ...)- а, ура, и, -.), 


тлЪ Ри навЪетнымь образомь подобранныя иблыя функц. 
Умпожаемь тождество (1) наф (х, У, 2, ...). Получаемь въ пра- 
вай части полиномь, двлятйея на $, тавь, что будеть 


=, у, а, ... у, 2,...). 


цу, 2, ... 96, уз а, >. 


Но основыйи неприводимости +, эта фуньща можеть иуфть только 
постолннаго множителя съ Аа, сл6ховательно, $ длится на ®. 
Слдотые Т. Нель ироцвведене 


. Ва, у,-..) 


О, у, ...) <, у, .. 


по один изъ множи- 


Ф’ълилися ит пеприводьную фуминае (т, у... 
зпелей долобвиа дълинел на $. 

аъ этой «воремм вытехаеть на основи соображенй, похобныхъ 
приводимымъ въ твор чисель, единственность разложеня афлой фунюши 
иа неприводимые множители, еслы ме считать за различныя фунипи, отли- 
чаоцуяся па поетояниый множитель. 


$ 29. 


ели фунюин © дёлить ироизведене Я, Л, ... 2; но ве дБлить 
ян одного множителя {, то фуньщя © не можеть быть пеприводамою. 
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Раземотримъ для примфра тождество 


ау их Ре +0: + азжу -- аа сви 0, 
вору + бах -- зу-- 05 ' ацжу и - ву -- д. ` 


ирачемь ие равенз чулю опредвлитель 


Гав в 9, 
аз 5 в д. 


аз 6: 63 94 


| 
а) 
| 


4 ие: д, 


Освобождаяев отъ знаменателей, мы зажфтимь, что фупющя ажу -- 
+ - су-Н 9: дфлить произведене 


@) (оу - р сау Е дд (ава + ый + су 43), 


но въ тоже самое время она не можеть дфлить ин одного изь множито- 
лей производешя (2), нбо иначе опредВличель (1} равнялся бы нулю. 
Итакъ, разоматриваемая фувыщя приводимая, то есть 


анти а Ной д. = #-- Ву). 


$ 30. 


бели фунишя пфлая ф дЬлить степень [*, гдз Г функшя неправо- 
диная, хо 
=}. 
Приложилиь эту теорему къ равемотрвнио одлого опредфлителя, 
Пусть задань опредзяитель А==|аи|. Обозночимь 


тд 1 обозначаеть число горизоиталей и колониь, вов магопальные эле- 
менты суть аи, & остальные—нули. 


— 265 — 


Требуется вычислить опредВлитель 


<) 


Для пояснешя этого знаюь замфтимъ, что, воли 


ном | 


а= ыъь 


ет 61 6: 
то при $==2 получимъ 


та, 0 0 0 


р 


| 
ба0%0 а. 
О О 0 
[о Боъовг 
00060 


а®— 


10 210 0 в 


Для вычислешя опредфлителя (1) раземотримъ новый, который по- 
лучается, если. в6ф пуля оставить на прежнихь мфотахь, & вифето эло- 
ментовъ а; опредвлитехя А подставить ихъ алгебранчесвя хополнешя Аз. 

’Обозначимь этоть новый опредфлитель черезь 1. Тогда произве- 
деше иФфа.®, какъ не трудно видёть, будеть опрадвлителемь поряхка #1, 
36% Магональные элементы вотораго будуть А, а остальные —нулн. Слф- 


ховазельно, 
аа ® = Дм. 


На основайн неприводимости буквеннаго опредЗлителя А мы за- 


включаем 
ао Е. 
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Не труцио однако, оравпивал показателей падь одной какой нибудь 
буквой, получить #==1, таюь что окончательно 


а ==. 


уз. 


ЗлЪеь упомяномт, безъ доказательства весьма важную п общую тео- 
рему Негра 1), & именно, можено в0 великой ие приводимой лълой функ- 
вар ото .10бозо чиела перемтииььькь независимыхь подставить витето лю- 
бой части этииа перелиминыяь теля релпоналивыя чела, лапо фуииая 
овосительно осталиныхь пережньннькть будезнь чо лреюнелну незууиводильой. 


Свойства цфлыхъ ращональныхь инваравтовъ. 
$32. 


Приложимь теиерь выше изложенныя зеоремы мъ доказательетву 
ряда весьма важныхъ замфчан!, относящихея къ ифлымь рашональным 
ннваралтамъ. 

Очевидно, что веякое произведене нфсколькихь цфлыхь инвараи- 
товь будеть опять цфлымь пивемантомъ, при этомъ вЪеъ произведен 
`авенъ сумм вЪеовт отдВленныхъ {множителей. Докажемь теперь пред- 
ложеще обралиое, 

Теорема. Цьльй ребональный нивариано 


) 


„формы Ко, ав, 21, ба, ‹..) вать танал фующя, казедый зльльйь 


Кез, &,. 


эцозюилтель которой есзнь знакзев зииварнииь. 

Очевндио, что достаточно доказать теорему только хия неприводи- 
мых миожителей ф:, 92, ...Ф^ инваранто Г. 

Подвергнемь формулу Г линейному преобразованию модуля ©, и пуеть 
пра», ... суть повые козффишенты. По свойству нивараитовь имЪемъ 


Ка’, а!,.. =, в, ...). 


Разлатая обЪ части па неприводимыхь множителей, получим 


).-. Фил, аа, .. 


. Фа, а», .- 


эКар, аз, . Иа, а, . 


2} НИвегь, Побег дю БтоесНИ ИИ салиюр уборов Рапойолел п капи 
заре бобдедетиет, доцти, Ё. г, п, апк, Майа, В. 110. 


ибо опредблитель общаю вида в ость фуньшя неприводимая. Каждый 

множитель у; кБвой части есть фунышя, накь оть элементовъ опредли- 

толи, такъ и оть первоначальныхь козффишентовь и,, @2,... формы {. 
СлЪлювательню, должно быть 


[9 ца’, а...) ==, @2, .. 


тдБ $ ость цвлая фуикця, равная произведению одной наи нЪеколькихь 
Функий чКа:, 4. ...), ... Фа, , ‹..). 

Примфняя тождество (1) къ случаю  тождествениаго преобразования 
е=1, получим 


а ==01, в а, - 


зь слфдонательно, равенетво (1) даеть чождество 


(а, @з,. (а, @, ...), 


талуь что получаемь окончательно равенство 


ФКау, ах, ...) ее, а», ...), 


мохазывающее, что функшя $; вот, ииваранть, и теорема доказала, 


31. 


< 


Еелибы мы захотБли обобщить понят!е ннзаранто такимь образомь, 
что назвали бы ннвараптомъ такую функцию Ца: , а», ...} коэффишен- 
ховь формы Г, ноторая при преобразовин съ модулемь с==|си| поду- 
чаеть множителомь изкоторую пфлую функцию 


елку ев. +: бы), 


то эта фушици Ф ие: можоть быть иичВмь чнымъ, вакъ степенью модуля. 
Тажимь образомь мы по пояучаемь пикакого обобщещя. 

Для доказательетва этого обстоятельства приведемь предварительно 
лвдующую лемму. 

Если заданы дель зльлыя фупкийь Ги ® отъ тронзвольнаго числа те- 
ремпивыхь пезависильсо, 5 которых Ф неприводилная; то всль { обра- 
цается 85 пуль дан вепсь знаем перелльнныхь незавивимыхь, уничто- 
эвающихь функцию Ф, то [ дълитев на с. 

Пели } не дВлитея па Ф, то функцш {и Ф взопино просзыя. Про- 
извохя послфдовалельныя дфлешя но одной изъ общихь независимыхь ие- 
ромфиныхь, которую обозначимь черезь 2, мы дойдемъ до неравнаго тож- 
доственно пулю оеталка А(у. =, ...), завиочьющаго друбя перемфнныя 
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‘пезавнеимыя /,2,..: Тавъ какъ фупишя ф захлочаотъ по предположо- 
пою х, то можемь палиосать 


пра 2, +... 


9%: у, 2, ...)=ау, 2, . 


тдЪ в (у, Е, ...} Не равиа тожжественио лулю. 
Итавъ, произведен!е 


у, г, ... ща, ...) 


‘ие равно тождественно нулю, и, слдовательно, можно указать тия зна- 
чешя у:, 21, ... независимыхь перемЗицыхь, что будоть 


(1) Ву: 2, --.) 80, ви, 21, ...} 50. 


Полиномь ф(л, у, 2, ...) будем, заключать х, слЬховательто опь 
будеть обращаться въ вуль по крайней мВрВ для олиого значешя 2, пе- 
ремзялаго 2 


(2, Ут, 21» - 


тогда, по продиоложешию {{2:, г, 21, .. 0, а, сльдовательно, на оспо- 
ван тождествь В =/Ё--оФ и В-=0, что противорчить неравонству 
(4). Итажь, р дЪйествительно должна длиться наф. 

Обращаемся теперь зъ доказахельству поставленнаго въ начал ла- 
раграфа утвержденя; дая этой ифли понажемъ, что фупишя (611, -.. бня) 
обращается въ нуль толко при тажихъ значешихь ев, при которыхь рав- 
няетея нулю модуль е==|св| преобразовамя. Въ самомъ дзлф, допустимь 
обратное, ь именно, что при изкоторыхь чаетныхь значещяхь в к02ф- 
фищентовь бк обращается вз пуль функшя $, & модуль с неравене пулю. 

Итакт, хопуетииь, что 


{1) ал, а, ... 


Чен, .. бы) а, ва, ...). 


Возьивагь тазую виетему начальныхь звачешй козффищентовь а, 
а, ... при которыхь 


<) Цен, аа, ...) 5-60. 


Примфняя преобразовайс съ коэффищентами 7, получимъ 


Дау, а, ...) = та, ... 1) Да, в», ...)=0; 
‘обозначая черозъ 7% коэффищенты преобразозатя обратнаго, получныь 


Ца, а, .. 


Чи, -.. уж) Цар, 4...) =0, 
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что противорЪчить иералонству (2). Слздовалельно;, при #==0 должно. 
быть таюже п се==0, 


Разложныь + па неприводимыхь мнолителен 


- кет, 


(3) Чен. 55 бин) = Цен, ‹ 


Если для иБкоторыхь значеши си обращается въ пуль одьнъ иаъ. 
поприводимыхь ниожлтелей, напрамфрь, 9, то должень тогда обращаться. 
в пуль н модуль с преобразовашя, На, основан хоказанной лемыы функ- 
Щи ф; должна быть дФантелемь опрецфлихеля с, раземелриваемато кавъ 
фупвцио отъ @».--Но опредфлятель есть функщя непризодимая, схБдо- 
залельно, $; можеть отличаться только поетоякнымь множителемь отъ с. 
Значитъ, тождество (3) можно переписать тажь: ф == Де", уд Г, цоетоян- 
вая величина. 

Перенишемь теперь тождество (Г) такь 


Кау,.. 


Та, ...) 


и праубнимь тождествениое преобразовмце, то подучимь Ё==1, слдо- 
вательно, будемъ имфть окончательно 


Ф— 6, 


Свойство изебаричности. 
$ 33. 
Разомотримь ифлую функцию оть ифекольвыхь неремфниныхь незь- 


зибамыхъ 
(1) ЗА". , 


Сопостазимь каждой перемфиной независимой нВкоторое дЪлое: число, 
которое мы пазовемь ея вьсомь. 
Пусть перемнныл 


будуть имфть веа. 
ит, т, . 


Выращеше 


Аж Р-... 


мы будемъ пазывать втъсоме члена 


Азуег 


— 0 — 


Наибольший изъ вЪбовъ от 
всей цфлой фулющ (1). 

Кавъ частный случай ионямя о п’ 
въ $ 1 глав { ноняме о стемени. 

Это тоть частный случай, когда вебуъ иерозЁипямь независимым 
‚припиертвастоя вов 1.1. 0. 


Бльныхъ чавновь мы пазовемь бтьсожь 


Ъ можио разематривать далшиое 


@) 1-1, т 


. п ‚..- 


Мы будемь фуикиио (1) называть изобарическою, соли вел воъхЪ 
ол отхвльныхь члоновъ одциаковы. Въ елучаЪ (2) попяо объ изобарич- 
ности совпадаеть съ даннымъь нами въ $ 2 главы 1 понямемь одиород- 
поет. 


$34. 
Пудемъ разоматривать вЪса различныхь членов цивазанть 
Ца, @....), 


иредставляющаго изъ собя цзлую фуньцию отъ воэффишиеитовь а формы 


(1) Хану. 


Будем придавать коэиионтамь и, вЪса въ завпенмости отъ той 
или другой выбранной перемфиной пезазнопмой. Еели выберемъ перомВн- 
ную независимую х, то устаповимь вфет, коэффичента а; по показателю 
? иадъ 2. Птавъ. коэффищенть а; иметь вЪеъ ^ относительно х, вВоъ 
в относительно у, вЪеъ у-— отнооптельно 2 и т. д. 

Доважемъ изобарнчиость ивлаго инвартанта формы относительно каж 
дой перемВнной независимой. 

Зудемь разоматривать одиу изъ перемвнлыхь, навримВръ, 4; то, что 
будоть сказашо относительно нея, будоть, очовидио, годитьоя для важ- 
ой изъ остальных, 

ели мы едфлаемъ линойное преобразоваше 


2) 


въ модулемь равнымь е, то. форма (Г) преобразуется въ тавую 


=, у=у, 


Хау”... о, 
гдЪ й 
а = ще. 


Итак», втоз каоедало изъ козффичиентовь а формы мозено отуедь- 
ыать колбё показателя степени вемииья в, зир которую улножаетев ви 


зи прообразоваии (2). 


Отеюдь слфдуеть, что ивобаричевкИ по отношенно въ 2х лоянномтЪ 
вол ^ пробрЬтаеть © множитолезгь при преобразован (2). 

Справодииво таже обрагиое свойства, а. именно, что, еслн, иоляномт. 
оть воэффищентовь формы получаеть при преобразован (2) множителя 
&, 10 ошъ ость изобарическая относительно х фупкщи вЪса ^. 


Пусть 
в ... Ка, ет, ...). 
'Разобъемь фуцвиио { ла отизльныя изобаричеея части 
Ф Ра ей, а, 


тиб В есть совокуюиосеть чденовь ва },, Ё — вБеа }, ит. д. Мы бу- 
демъ ныть 


{5) Кар, о.) == ети, ...) Ни, ...) +... 
На осповашн (3) п (4) получаемь 
Па ее, ФВ, «О.С 


Правая чаеть послбдияго равенства, должна быть тожлествелно равка, 
правой части равенства (5), и мы получаемъ ` 


Мы приходимъ, хВйстрительно, въ заключено: хозыномь }, совпие- 
денный ‘изъ коэффищентовь формы, получавтг при преобразовать (2) 
„впоэештелл в зпозда и тольшо тоа, зозда онь изобаримескй оттоси- 
этельно х 4 имтъеть въсё \. 


$ 85, 


На осповалйн соображенй предыдущаго параграфа мы приходим же 
слздующему залуноченИо: 

Пълый раональный ниварйильть втъеа ХТ) есть отновилпельно вен- 
кой перолныиюй изобарическая функшя втъеа ^. 

Это свойство пзобаричности сохранлется для инварантовъ веякой ев- 
стемы, состоящей изъ ифеколькихь фориъ. 

Нетрудно убЪдиться, что вояюый цфлый рашональный икваралеть 
имфеть положительный вЪоъ, отличный оть нуля; стонтъ для этой пфяи 
принять только въ соображеше, что вЪоъ воякаго коэффишента а; не 
меньше едииицы ио которой нибудь изъ буквъ. 


2) Въ смывль $ 6. Гл. УТ, 
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$ 36. 


Обращаясь къ’разомотрнию вёоа коваранть, можемъ переписать 
преобразоваяе (2) въ тажомъ вид 


ет, Ужу, 2—0, ...Й О, 


другими словамт, прин раземотрЬя взесовъ ло отношенно въ букв я. 
придетея придавать для когредентныхь перемфиныхь взоъ—1 букв апа- 
чогичной 2 и вЪоъ 0 воВмЪ остальным. Прн такомъ условы мы придемъ 
кь изобаричности веякаго коваранть. 


$ 87. 


Пояскимъ изложенную теор нь примЪр. 
Возьмемъ кведратичную форму 


аа - 26у + су?. 


Коэффицекть а иметь вБоь 2 пох и ввоъ 0 зо у. 
Ипварантъ ас — 6? будеть путь вВоъ 2 по любой нзъ буивъ шину. 
Полярная формы 


але» - Игиуз -- 2ау1) - суша 


будеть зоварантомъ нулевого все. 


Принципъ однородности, 
$ 38. 


Раземотраямь сверхповерхноеть т) въ прострамотв и — { изывренй, 
опродфляемую уравкешемъ 


[0 Ка, 


тд Г форма отноеительно х;. Эта форма будеть однородною функщею 
первой степени относительно коэффищенчовь а. Очевидно, что оверхно- 
верхноеть не измфпястоя, если умножить веЪ коэффищенты а; на одно в 
тоже отличное отъ нуля число с; т. е. уравпене 


7%.,...2.)=0, 


(2) Иса: , спь, 13, ...)20 


опредфляеть туже сверхповерхноеть, тто и (1). 


=) Сы. отр. 198, 
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На простыхь ипримфрахъ можно показать слфдующй ннтереспый 
факхъ, что соотпошеще между козффищентами 


(ал, аа, ...)==0 


ме вседа выдълиетзь изъ веей совокуиности сверхповерхностей иВкогорый 


класвв. 
Возьмемъ уравнеге плоскости въ трохмёриомь ироетранотвь 


(а: а, аз, ща, у, а, 1) 
это уравнеше имфеть вндъ 


{3) а 4 @у- аз фа, =0. 
Соотиошеше 
а, =0 


выдиляеть класеъ плоскостей, проходящихъ черезъ начало координатъ. 
Соотношеще же 
(4) а, =1 


ме выдуляетв никакого класва, ибо черезъ дЪлеше уравнешя (3} всякой 
плоскости (не прохохящей черезъ начало координатъ) на а: мы удовле- 
творимь соотношенно (4). 

Принявъ сказанное въ соображоне, иредположнмь, что соотношене 


(5) (ал, аа, ... 


выдЪляеть ивхоторый классъь сверхиоверхностей. 
Мы будемь говорить, что соотношеще (5) выражаетъ нфноторое 2е0- 
метричестое свойство сверхповерхностей этого класоа. 


$ 39. 


Теорема. Соотношете ф==0, 1дъ ф цълая репональная фумия 
оть коэффилиениовь а; уравиеня вверхтовертностиь тлозда и только тозда 
выражасть зеометричевкае свойство вверхтоверхности, хода ф веть одно- 
родная фунюиал отз а. 

Если 2 не однородная функцщя, то она раскладываются на сумму одно- 
родныхъ 


Фр  ы--..- На - 


тд знакомъ т, обозначена охпородная функщя степени $; мы, конечно, 
предполагаемъ, чго кромВ с» еще по крайней мфрЪ одна изъ $» ие равна 


тождественио нулю. 
18 
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Предогавимь уравнеше сверхноверхности въ такомт, видв 


#) Дев:', ваз, -.., 1, ...ы) == 0, 
тдБ с произволькая перемфниая величнна, а чиела ар, а;', ... тешя зца- 
чения коэффищентовъ (1, @2, ..., При которыхъ не обралумотся въ нуль 


фь Е по крайней мЪрЪ одна нзъ сяфлующихь фк. 
Состкошене ф=0 принимаеть виду 


@ оерь(оиа, щи цей, 4+... 50. 


Таву какъ въ уравневт (2) кромЪ старшего хоэффищента ф» не 
равенъ нулю по крайней мЪрф еще один, то это уравнеше иметь по 
крайней мЁрЪ охантъ отличный отъ нуля корень е‚. Возьмемъ новое зна- 
чеше &, пе удовлетворяющее уравненцо (2). Мы приходимь иъ заключе- 
ю, что при е=е и с==е», уравнене (1) опредфляеть одну и туже 
сверхповерхность, между тБмъ кавъ въ первом случав соотношене 
$==0 удовлетворяется, а во второмъ ить. Слдовательно, соотношеше 
Ф==0 ив предохавляеть теометрическаго свойства. 

Можно показать обратное свойство, а именко, что если $ одкород- 
ная функщя степени т, о соотношене ф==0 доеть геометрическое свой- 
ство еверхповерхности (Г). Для этой пли нахо доказать, что веВ еверх- 
поверхности распадаются на хва класса А ц В, причемъ сверхповерх- 
ности класса А уковлетворяють соотношеню ф==0, & взятыя изъ класса 
В не удовлетворяютъ. 

Пусть я’, п;, ... будуть коэффишенты одной изъ сверхиоверхностей 
класса А, а а", а", ... будуть козффищенты сверхповерхности изъ 
класса В. Нужно показаль, что два уравненя 


Каг, ау, . 


Ков", (ул, ... 0) == 0 


2, .-. 2%) =0 


не могуть давать одну п туже сверхиоверхноеть, другими словами, что 
не сущеотвувуъ пропорцт 


атяен!, абы ваз’, ..., 


тд е-20. 
Йзъь однородности ф олВхуеть 


(ии, а", ...) = 094 (ат, вы, ...), 


ебли мы допустамь существоваме пропорши. Поелфдиое же равенство не- 
зовможно, ибо по предволоженио 


(а. ау, ...)==0, Фа", а...) 0, 


и теорема дохазани. 


= 815 — 
$40. 


Итакъ, мы видимь, что въ геометри особое значеше имВотъ одно- 
родные инваранты. 
Пуеть разематривелотся формы 


а) 


Фтепеней т, из, ... отновительно х;. 
Сллаемь преобразоваше 2 =%(2') съ матрицей 


Пе, 


тогда формы (1) перейдуть въ новыя 


<) 


Новые коэффищенты а’ будуть, очевидио, ифлымн фунюзями одно- 
родиыми первой отепени относительно первоначальныхь коэффищентовь 
ц однородимин стелени м, оть св. Подобнымъ же образомь № будуть 
червой степени относптельно 8 и степенн 7, относительно си и такъ далфе. 


$41. 


Раземотримъ инваранть 


вЪеа \ системы формъ (1) 8 40. Пусть этоть инварфанть будетъ однород- 
хой функщей степени х относительно а,-охнородной фунвщей степени 8 
хтновительно Бит. д. 

Разоматривая тожнество 


1) Те, аи, 


2@,...; 6, 


сравиныъ степени его обЪихъ частей отиосительно элементовъ си йреоб- 
разовыйя. ЛЪвая часть будеть имёть отонень 


те -- в +..., 


нбо а’ степени чт), {" стенени то ит. д. 
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Правая же часть равенства (1) ныегь отиосптельно си степень я. 
Мы приходимъ въ весьма важиому равенегву 


2. 


та - пыВ + .. 


Чеорема. Всль зльлый ропополоный иптваранть 


ЕЬ+Ь+...41 


воть сумма функий 1, изз которьть пазедая; но ие сумма двуть изъ. 
знить, одиородна по отношению ив коэффииментамь в, $, ... визюдой изъ 
Фора в отдплумости, то фунецаи 


т, 5, ...1, 


будуто однородными инварантами систем (1).$ 40. 
Напишемь свойство пнвариалетноети Г. 


Де, 48 Уаз 


,- 


= [1(а, ...; 6, р...) а, 0, 3..3...) 


Принимая въ соображеню, что вс а’ суть формы первой степени: 
относительно &, что воф В’ также первой степени отлосительно $ ит. д., 
и сравнивая однородныя фунвщи одниаковыхъ степеней относпиельно а, 
Ь, ... нолучимъ 


ЧА’, №, ...:. 


и теорема доказана. 


$ 48. 


Теорема. Вояж цълый рашональный инвпраоить одной формы веть. 
однороднан фунаия ел позффиянценятовь. 
Изаке, пусть 7 будеть ннваранть формы 
Рае, 2). 


Разлагая ннварйаять 7 на однородные инваранты, получимъ. 


ть. 


ат — 


Пусть степени икварантовь ЛД, 1, ...Г, относительно а будуть 
г, 4, “, 


Обовначая черезъ т столень формы Ё, получимь для одпородныхь 
инзарантовъ (ом. $ 41) ряжь ревенствъ 


Вы =5 И), Та), ... Та, НМА, 


‘откуда 


==... 54, 


м теорема дочазана. 


ГЛАВА [Х, 


Симметричееня Функции. 


Неизмфняемость функции при подстановнахь перемфнныхъ. 


$1. 
Основной задачей настоящей тлавы будеть раземогрыше овойстев. 

функц отъ ® буввъ 

а) 71, #2, 


2, 


хе изняющихся при подстановкахъ этихь буквъ. 

ЗдЪеь надо точно различать два, различныхь случая: 

1-ый елучай, хотда незавненыыя перемфнныя (1) суть буквы, вото- 
рымъ никакихъ опредфлекньыхь численныхь значешй не сопоставляется, 

2-ой случай, котда буквы (1), входяиця въ составъ фупкщ, имВють 
опреяфленныя численныя значенйя, 

Поэтому, когда мы товорныь, что функщя ие м$няетея оть подота- 
ховки буквъ, то подъ этимъ мы разумфемъ одно изь двухъ; или не м$- 
хяется видъ фуньши, или но мёцяется ея численное значене. Тавъ, на 
иримфръ, если мы надъ функщей 


эха + ат 
произведемъ подотановку 
(= 21, та, =“) 
д» а, яз, 24], 


то видъ фунющи не изифнртоя, т. в. повое выражен будотъ тождестввино, 
равно предыдущему при веякихь значешяхъ буквъ. Если же вовъмемть 
фупкцию 

(2) 2; я 
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(=, 2, =) 
2, Фа, а, 
ло фунюлйя (2) примеге вид» 


{8} = Ни. 


в произведемь подоташовеу 


Функщя (3), очевидно, не равна тождественно фунеши (2); но, если 
мы укажемъ иЪкоторое опредфлениое численное зпачене перемБикымъ 
21, 2, 23, 10 эти значешы могуть оказаться тажими, что фулици (2) и 
(3) будуть одинаковы по численной величин; напрамфръ, можно принять 
1 =1, = 1, Я. =1. 


82. 


Разсмотри!е функ, не м5ияющихея отъ подотамовокъ, играетъ 
ванную родь при рВшев!и уразнеюй въ радикалахъ. Цервый обратиль 
н& это внимане Тазгапое. Оль отраничивалоя раземотрёвемь только 
функ буквенныхь и понималъ нензыниость функщЙ при иодетановкахь 
лишь въ емыелЪ неизифиноетн вида. Гешальный французеый математик 
Буа йе 21015 обобщилъь теоршо Гавталееа, причемъ разсматриваль 
также функщи чполенныя, а имение тоть случай, когда незавиеимыя не- 
ремвиныя числа п оть подстановки независимыхь перемённыхь не м#- 
нлется численная величина функ. Получилась важная теоря, въ кото- 
рой теомя Табгатео”а оказывается лишь чаетнымь случаемь и которая 
даегь убЪдательныя доказательства теоремы АБеРа о томъ, что общее 
уравиене выше 4-ой степени ие рЬшаетея въ радикалахъ. 


Фунищи симиетрическия. 


$3. 


Фудемъ разсматриваль фунвщи, пе мфняюнияся пря веёхь М под- 
становкахъ буквъ. Тая функщи будемъ пазываль слметрическияи. 
Тажь завь пфль нашего ‘ивольдовавя есуъ рёшеню уравненй, то подъ 
независимыми перемнными симметрической фунющи мы будемъ равумёть 
корни ифкотораго алгебраическаго уравнешя степени %. 

Итакъ, будемъ разсматриваль алгебралческое уравнене 


0) О О а 
Обозначая корни этого уразнешя черезь 


21, 22, №, бы, 
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мы вндимь, что коэффищеггы 


Фи, 62, В3> Вы 


будутв пфлыми сныметрическими фунющями оть Этихъ хорней. 
Мы видбии уже (ом. стр. 21), чго эян фунвци зыралимотся еявду- 
юшимъ образомъ 


мифе... =) =— Ум, 
= ить... == Ум), 


д == (— Пя... 


Эти фувьшы казывамются дросииыйниилию симуотричесяими фунвшиями. 
Главною пфлью дальнфйцихь разсуждениЕ будетъ доказательство 


теоремы. . 
Теорема. Черезь указанных простльфийя сиакметрическвя Фушецеи 
21, 22,...2. выразитол релйонально велкая рацоналная симетрическая 


фунющя ота корней уравиеня, 


Формулы Мем{оп’а. 
$4. 


Для доказалельствь теоремы поважемь сначала, кыуь выразить че- 
резь коэффишенты Р:, р2, ...0» уравнешя сумму одинаковыхъ степеней 
корней, т. в., другими вловами, симметрическую функино 


{1} аи -|-... А 


при различных» цёлыхь показателяхь #. 

Для вычислешя фуньщи & существують формулы, данный еще 
`Мезбот?омъ (Ат антееа, пиётетваНа). 

Для вывода этихь.формуль поступниь такт: полагая въ формуль. 
Таетатее”а (см. стр. 61} 
` 8(2) = Р,(а), 


5" (®) _ + 
и) - У «р 


тдв подь функщей 12) мы будемь ризум1 


получимь 


ь первую часть уравнешя 


Пони рии. ета). (в) 
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Отсюда подучимь формулу 


29 29, 2 


я" =. 


7) 


Тожъ каж ая воль корень функщи (=), то эта фунвя дфличен 
‘нацфло на х— аи; раздфляя на самомъ дЪлЪ, получим 


д" рые рае... рые + рн в 
2 — ха 1 15 
бра Еда" рол" 
Краса тира" ® 

(ше -р жир, -- ро)" 


В 
в1() == ал рт › оби) = ав -- а -ь, -.- 
тадь что 
4=" 
Ра) = Уна" обеде? о (ада... о, 
или = : 
0 Кава) апр)... Уюь- К). 


Такъ вакъ съ другой стороны ло правнламъ полученя производной 
двлой функин имземъ 


@ Рони и Пра риа. реа, 


10, сравкивая коэффищенты двухъ выражен (1) и (2) фунещи Е), по- 
учим 


Ува) = (и— Тру, 
Уве) =(и— 2)рь, 


Ув, (и) == вв 1, 
о 
Уре) ==: +- р, 


У) = ва + #8, 
Уо(ая) = 33 Рив + ре Ива» 


Хон) == 1 | рабн-в |... + н-1ь 
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олЪдовательно, сопоставляя эти формулы, получим 


в 5 р =80, 
8» рая: -- 2. =0, 
(3) в + Рея + 3 =0, 


Зы +: Рена 28 -в--... + (и— Пь1=0, 


п, наконець, замчая тождество №\(лл) =0 и суммируя ото по воБмь кор- 
намъ, получнмъ 


Уре реет рем"... рнери р) = 0, 


т. в. друтими словамп 


4) 5* - 28, -- объе --...-- на 5 6» == 


Равеногва (3) п (4) лаютъ ® линейныхь уравнеюй для выражешя я 
пензвфетныхь $1, 5, ...5. черезъ коэффишенты 91, ре, ...Ва- 

Слетену этихь линейныхь уравненйй можно р®шигь относительно 
51, 58, ‹..5,› ПОТОМУ что опредфлитель этой спотемы разняется едняицв. 
Получаемь выражеше пекомыхь фунешЯ $ 


=— 2, 
58 = р’ — 98, 
(5) за= — р Зара — В, 
Зе р — Чрерь -- Чар» -- 2 


Очень валньывь является то оботоятельетво, что веВ $ выражеотел 
ывлыми фунющями съ цфлыми коэффитентами отЪъ р,, де, 2%, ...б». 

Обратно, при помощи формуль (3) можно выразить ралйовально сим- 
метричесвя фуньшн р:, 02, ...0„ черезъ суммы 5,; однако коэффищенты 
этихь выражеюй будуть уже дробные. Итакъ, получимъ 


Ди=— 81, 


Зо, 
(6) 


бр — 918 -- 35198 — 283, 


Въ предыдущемь нараграфВ мы вихфяи, каюъ вычиелить функтйи 3», 
когда значекъ # прицимаеть излыя положительныя значешя, не превосхо- 
ляп значка и. Нетрудно убЪднться, что малымъ измфнещемь способа 
можно вычислить фуныйю &, кажъ лля значешй #7», тавъ и дая зна- 
чей # отрицательных. 

Въ сомомъ дл, вели мы возьмем, тождество 


аи Ел) =0, 


ТА > и, и просуммируемь его по кориямь, т. е. напишем тождество 


Ул" Р(ад=0, 
т 


то получимъ 


вы ры - 5... Рь-би-ь З- Рьбо-ь 


Нослфдияя формула даеть возмониюсть вычиблнть 5», когда, азвЪетно 
зыражене * предыдущихь функий 5»-1, ..-5_я; ЗИаМИТЬ, можно па 
чаль вычиолене съ фушийн 5»-:, выразавъ ее черезъ извфотныя уже 


Яну Зи: г... 82, М. 


$5. 


Совершенио подобнымь образомь можно будеть вычиелить $, съ от- 
ицегельныхи значками #. Въ самомъ дл, тождество 


1, 
Ук 
даатъ 


(1) 51 81-о +... +91. й-- 81 =0. 


Послёдиее равенство даеть возможность выразить +: черезь 54 05 
лоложительными значками #. Когда извЪегна, фуния $-:, мы получимь 
функиио 5, раземотрфвъ тождество 


которое перепишомъ так 


{2) ба + 218н-5 5... Рк-а. Е фь-а9-и + Раба == 


— 284 — 


Продолжая разематривать тождество 
+ 


у вед 0 


въ возрастающими положительными значками #, будемъ получать ноел- 
довательно 


Я, о. 


Замвтимт, что формулы (1) и (2), пользулеь формулами (3),$ 4, 
можно перелнсаль тах» 


280, р, в рн 18- + 2.9-2=0. 


Примфияя формулы Меч{ота иъ двучленному уравиено 


получимь 


9 а - 


.х. =0, 
аи... ха 


жи Нар... Ев". 


Выражене симметричесной фуннци отъ корней черезъ коэффищенты. 


$7. 
Формулы Мезбота для вычислешя фунюшй 9, дають возможность 
зыразить черезъ кооффишщенты 2, №2, ...2» уравнешя всякую ращонаяь- 


ную симметрическую фуяюиио оть корней. Тажъ каль ратональная функ- 

ця оть корней ееть отиошен!е. двухъ цфлыхь фуякдёй, то, слдовательно, 

покажемъ, кажь вычислить цфлую симметрическую функшю отъ корней. 
Самый общий вилъ излой функщи от корней будетъ, конечто, 


{1) Хата. а», 


В №1, 22, ...^, иБкоторыя пвлыя положительныя числа нин пули. * 
Возьмемт, одинъ изъ членовъ этой фуккщи 


{2) Аг 


жи, 


Если фуньлуя симмотрична въ томь емыелЪ, что она не мВняеть 
вида оть. любой подотатювки буквЪ 2; 2», ...20=, ТО ВЪ состав налпей 
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фушьци должель находияъея всяыЙ члень такого вида, который получая» 
ется изъ члена (3) оть вацой-нибудь подоташювки корней. Отеюда, замф-- 
часмь, что въ воставь снмметричеекоя функши (1) должно входить вы- 


ражеше 
дура 2. и, 


гдф поль зпажомь х показалели №, №2, ...^„ Це мЬняютел при переход 
отъ одного члена къ другому, сумма же распроетранена, на, всевозможных 
перемфщены корией. Мтавь, замфчаемь, что общий выдъ цфаой спиметри- 
ческой фуньши оть корией веть слВдуюцщий 


дУерить.. кола ВУ... ту... Мини”... 9иР. 


Зиачить, задачи вычислешя ифлой снммотрической фуньциг самаго. 
общахо вида ириводитея иъ вычисление фупещи 


Уяр. ера; 


въ которой ралъ ноназалелей ):, 2», ...7„ продетавляеть опредБлениый: 
ридъ чпоехь, каждое изъ которыхъ или плов положительлое, или нуль, 
& сумма распространена на весвозможныя порегёщешя корней 


$ 8. 


Разсмотрнмь фушкию Ури) е.. им", Г си и ВСВ показа- 
телы различны между собою. Легко убфдитьея въ возможности выразить. 
заданную функцию ралиюнально черезь поэфишенты 1,, если будемъ по-. 
сльдовательно разсматривать случан 


т, та, 2. 


1-ый случай. т = 


=я,, 


ы вычиолене фуныши намъ уже. извъотно. 
2-ой случай. т==8 
Хара, 


тдь сумма ‘распространена па воевозможныя сочетаня ($, #) п чисель 
1,2, 3, ...Й по два, Нашу двойную сумму можно вычнелимь, проязводя 
сумиироваше сначала по бухвЪ В, погомь по буквЪ #. 

Если желаемъ суммировать по буквЪ №, надо чшело $ очиталь опре- 


дьлоннымъ чпеломь. Тогда для & возможны веф чиолениыл значеня. 
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1,2, 8,...7, ноключая значоше ®, потому что мы мо разематриваемь 
сочетанй корней съ повторещямн нидежсовъ; и у насъ выходить 


Зена Улан Уши ша} == Уз. У : Уаыь 
* : р : * 


Улее, Ул — Уна на, — Яма, 
Е ; т 
а таьъ каз 3, мы умфомъ вычнелить, то и заданная двойная сумма, по- 
чучаетел, какь функщя оть коэффицюитовъ. 
3-Й, случа 


Узы сои. 
Ве 


Тавь каюр леремвщеня ($, #, И) пидекоовъ должииг быть пером5- 
щевнями безъ повторен элементовъ, то, если лачнемъ суммировине по 
значку 1, то ему мы имъемъ право дать во значетия отъ 1 0 п, кром% 
ти В, и мы получаемъ 


и тройную сумму привели кт вычислепно 


Уве 5 


и вь вычисленио чрехь двойныхь сумыъ. На оеноватйи формулы пролы- 
дущаго случая получаемъ окончательно 


пе 9 (Ян, бы} — (ый, Эданы,) 


— быв, ре, На 9 ны 


азы Е 29нь- 


Нажоцець, не можеть предотавить затрулнетя раземотрВн!е случаевт 
п=4, т=5, ит. к. равсуждешя букуть тВ же. СдЪлавъ суммирова- 
ше по одному изъ 22 значвовъ от, пропускомъ, конечно, ж— 1 элемента, 
мы приведемъь все вычислене суммъ т-го порядка къ зычнолёнио рядь 
вуммь мельшаго порядка, 
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Итакь, можно очннагь дохазаниымь, что всякая симметричевная ра- 
зпоналиюмл фулюця ото корней кать цтлал, тать и дробная, выражаетел 
ролнонально через козффииениы уравневя. 

Необхохимо одВлать вевьма важное добавлен е относящееся къ елу- 
чаю, когда среди повезателей ^,, №, ...А» существуегь # одинаковыхь. 
Въ этомь олучаЪ надо результать, пайдоккый по общимъ формулалгь раз- 
"Дълить на 1.2.3...й. Въ вамомь дЪлЪ, еели ), =), ==...==А,, то оть 
пересталововь перемфныыхь пезавионмихь 21, %.,...л» получается одинъ 
и тоть же членъ, Изъ формулы (1) мы получаемъ при \, ==^,. 


2» 
) Чек 


а при № 


я, ва 289 


{98, — 85,50, -- 258]. 


Метода Саиспу. 


$8. 


Узажемъ еще одинъ виособъ вычноленя синметрическихь функ, 
предложенный Сзаспу. 

Равомотримъ сперва. случай двухъ корней о н В, т. е. скучай квал- 
ратнаго уравненя 


2-6 (#—®(#—В= 
Пусть будеть задана пфлая симметрическая функщя 
ба, В) 


хвухь корней; замфчая, что в== —я--В, подотавимь въ, @(«, В) вмфето 
В величину — 


@(«,-—-а—%). 
Раоположныь (’ по степенямь а, получииъ 


(а, —а-а) = Ат Ат... Ана -- 4, 


дБ Аз, А., ...Аи буть дфлыя фуякщи въ цфлыми тоэффищевтами оть 
а и оть коэффищентовь заданной фуньши @. 
Обозначая черезъ ©(х) функцию 


Дол Ди... А 4 
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раздзлимь ве на /(2) =2?-- а2--; тогда, обозначая чвотное черезъ- 
@(®), ь остахокъ черовъ А -- Вх, получимъ 


а) че Гед. ОФ А-- Ва, 


тд Аи В суть цфлыя ралфональныя фунюши отъ кооффищентовь иф 
{это олёхуеть изъ того, что козффищенть при высшемъ членф 2? дЬди- 
хеля равенъ единии%} пн козффищентовь фуйкци @. 

Подставляя въ тождество (1) выфото $ корень « функий {(=), по- 
лучаемъ 
(2) +(а) = ба, ==А-- Ва. 


Мьнля на основашш снмметричноети функщи (а, В} въ зожщеетв.. 
(2) поряховь бухвь а и В, получаемгь 


(3) @&, Э-А ВВ. 


Уахь казь а и В независимых переминыя, то В холжио равняться 
яуяю, ибо въ проиивиомь случав тождество 


А+ Ва = А ВВ 


усханавяивало бы зависимость между. а м В. 
Итавь, В-=0; тогда 
@@&, В=А, 


т. е. симметряческая фуньщя С’ выражается ратонально черезъ коэффи- 
щелты а и 8, ато мы и хотфли показать. ` 

Обратимся къ доказательству справедливости теоремы нри хазомъ 
угодно числ я корней 
2. 


91, “а, 


уравненя 


Ка) = аира"... вскр рьяе 


Будемъ, конечио, предполагать при этомъ, что веф корни различия 
между собою независимыя перемфиныя. Метод будеть состоять въ томъ, 
что предполагая извфетнымъ слособъ вычиеленя для *-—1 перемЪфнной, 
покажемь кадть произвести вычислен1е для м перемниихь. 

Возьмеыъ оимметрическую функцию 


9(@1, 21, ...8»). 


Фазлалая ее по степепямь одного изъ морией, напримьрь, ,, ио- 
лучвемь 
{4} @— бе -- бат... @, 1 + бь, 
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тАВ 
б%, бл, ... бт, 


сусь, очевихно, цфлыя симметричесвя функола оть остальныхь  — 1 вор- 
пей 42, 98, ...@ь, т. @, другими словамн, отъ корней уравнент 


Е ррт-е | руамме-ь.. Рае + Ра, 


первая часть котораго происходить отъ дфлешя /(1) на х---а;. На осно- 
ваши формуль $ 4 кооффищенты ру, р2', ...Р'„-1 выражелотся пфлыми 
ращональными фунвщями отъ а, п козффищентовъ рт, рр, -..Р» задан- 
нако уравнещя, в именио, 


фи = ра, 
27 = ре: + Рь, 


аа + р"... рн Е Рь-а: 


Итакъ, по предположенно справедливости теоремы для я— 1 пере- 
мфиныхь, коэффищенты 6%, @:,... @» выражыютося ращюнально черозт. 
г’, 6! ... Ра-ь 8, олдовательно, и ращонально черевЪ в, 2., Рз, ... М. 

Зычисливъ эти выращенл, подотавивъ въ (4) и собразь окончательно. 
коэффищенты при одинаковыхь отепеняхь а,, получим 

@ — Ара» -- Ала"... -|- Ане | А», 


тдЪ, вообще говоря, т не меньше т, а воэффищенты 
Ау, Ат, ... Ат 


суть цфлын ралцональныя фунеши от5 ру, №, ... В. 
Раземотримъ аналогично функцио 


(2) = Дт -- Ат... Ан + Аы; 
вла ее на 


Пе) =" рай... я в», 
получимь ифкоторое чайтное @(2) и остатовь пе выше ®— 1 степена 
бы би... быв + бь-а, 


тдБ Оз, Сы, Сь, ...Сь-з суть ифлыя фушеши коэффищентовъ р, 2, ..-Вие 
Получаемъ тождество 


(5) би бич... бе 0, 1—4 + 98) 0. 
18 
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Подетавляя въ тождество (5) вмфето < корень в: , получим 


® бт бете -Е...- быки 4 бы @=50, 
ибо р 
Ке;) =0, Че) =9, 


получинъ на основан сниметричности функйк @ рядъ новыхъ тождеетвь 


Замбняя въ тождеств® (6) х, поолфдовалельно через аз, аз, ..., 0 


Зуба"-&-- Са" --... | бы аа б.-1-— @ = и 


Сор" т + Оа-8--...-- бь-в -- С, —@= 


{7 


Ча ВН... С,» -- С,-,— @==0. 


Лождества, (6) и (7} можно разематривать, кажь снотему линейныхь 
однородныхь уравксий съ неизвфотными 


. Сь, (1, .., ба бы --@ 
и 6 опредълиталемь 


"т 91", 9, || 
т 2" ®, &, 1 й 
|=2. 
нее + . 
Тат, ан", 9, || 


На основани $8 45 тлавы Г’ имфемъ. 
Р= (в — 52 — в)... (а бы — 41) 


(ия—в2)... (8—4, 1) (аа, 


(8) 
(бн- 2—9) (быв -— @) 
(@,-1- 8). 
Считая вов ворыи 1, вз, ...@, ‚произвольными различными между 


с0б0ю независимыми перемВиными, завлючаемъ, что 7) не равно нулю, и. 
оафковательно, 


0,=0, 6,50, ... 6, = 9, 


0,-:-- @=0, 
откуда 
@= 0, 


>) 
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т. е. полузаемъ выражен симметрической фуцвши черезъ коэффищенты 


2, №: В». 
Тоть же результать можно получить короче, замВчья, что функшя 


болт ба... С, ео, @ 


обращается въ нуль для ® реаяичныхь зналенй 2, именно. для а] › аз, ..: 08; 
ол довательно, (ем. ср. 20) вс ся коэффишенты должны тождественно 
равняться пулю, и, значить, 

0.1—6=0. 


Понят!е о результазтЪ. 
$ 10. 


ЖКажь первый примфрь симметрической фунвьши разомотримъ фун- 
хило, носящую назвале результанть двухъ цфлыхь фувкй. 
Пусть заданы дз црлыя функши 


(1) аа д Ч ры" 4 род"... а р,, 
<?) у =" бат фт --... д в. 
Обозначимь черезъ а1, в», ...а» корни функщи +), а род в, 
В. ...В» корпи фунеши $2). Разомотримъ два елфдующихъ произведешя 
{3} 4(а1) .9(ва). 9(аз)...Ф(@н), 
4) Я) (В). 7 (а)... (Вы). 


Нетрудно убЪдиться, что два произведещя (3) и (4) могугь отли- 
‘чаться другь оть друга только знакомъ, абеолютныя ве величины у нихь 
одинаковы. Въ вамомъ дёлЬ, замЪфтивъ, что 


о -и ее. @- в). 
ее е-№...@-№. 


мы можемъ написаль произведезе (3) въ такомъ видь 


‚ 5} Не), 
:д% произведеме П распростраинетел мы во значешя # изъ ряда 1, 
2,3, ...% и на вов звачешя 7 изъ ряда 1,2, 3,...т. Совершенно, 


ходобиымь эке образомъ подучимъ для выражешя (4) 


{8) 18; —э). 
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Выражеше (6) получастся изъ выраженя (5) перемною знажо, хаж- 
даго множителя, входящаго въ произведене. Такь каль чиело вевхъ мно- 
жителей равно жж; проневеденцо степеней заданиыхь фушиий, то, зна- 
чить, можемь написать олёхующее равенство 


че) ебу. вы) (ОВ). 


Если мы пе будемь обращель виамайя на знавъ выражен (3) и (4), 
10 можемъ сиазать, что эти два выраженя представляють одиу и ту же 
зеличику. Эта величина будеть снмметричеекой фучкшей, кожъ отъ кор- 
ней а функщи /(2), тах и отъ корней В фунещи *(=). Въ этомь убёж- 
дають насъ выраженвя (3) и (4). 

Эта сиимотрическая функц я называется результантомъ двухъ задаи- 
ныхь цфлыхь фунюшй Да) и $(=) и выразиьетея, каюъ мы видимь, рады 
онально черезъ коэффишенты обфихь фуньшй. 

Возьмемъ для примфра случай двухъ нвадратныхь фуцьшй 


На) = 27° + ре ре, 
фа) = ав --%. 


Пуеть а и а; бухуть корни уравненя (4) ==0, тогда результанть 
Е = (аа (ай ра) = 


тара цела, ара) -- дтн +- Фа? ал) - кал -- ва) 48; 
но й ` 
. оба == рр, @1 98 = В, 
слбхдовательно, получииъ 


Вар? рр + ва — 2) — ра Бар 
— (2—2: — (9, — 2). 
$. 


Теорема. Необжодилюе достаточное услофе для-тою, чтобы дель 
фуниии Г(2) 4 $(2) имтъли обийй корень, совтоито въ томь, чтобы ив 
чялев нулю ито редультолить, ° 

Въ самомъ дфлЪ, необходимость теоремы елфдуеть изъ того с006-. 
раженя, что, ‘если фунвия $(2) имфетъ нЪкоторый корень а;, принедде- 
жай фунвши /(=), то будеть тождественно (а) ==0, и, сяфдовательно, 
фбратитея въ нуль произведене 


© (а) (вн)... 90. 9@ы), 


предетазаяющебе собою результанть функц 7 (2) и (=). 
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Достагочность жв теоремы олвдуетъ иИЗЪ того, что, если результанть 
равень нулю; т. е. другими словами, разно нулю ‘произведение {1}, то 
должеть равняться нулю по крайней мЪрВ одинъ изъ множителей этого 
произведеня; значить, равнымъ нулю оказывается, паиримьрь, множитель 
$(@), т. © а, оказываетея общимъ кориемъ двухъ функц! /(2) и %(2). 


Иснлючен!е перемфнныхъ, 
$ 12; 
Предположимь, что коэффищенты заданныхь уразиаюий 


(1) др ра" ре... ру к =0, 


2) д" -- а"-1 ие" 8... - Чек -- ды ==0 


суть цфлыя функши отъ ряда новыхь независнмыхь переминыхь У, 2,... 

Вычисливъ результанть В первыхь частей заданныхь уравненй, мы 
замфчаемъ, что этоть результанть оказывается пфлою фузмаею оть но- 
зыжь нозавиолныхь перемфиныхь у, 2, ... 

Если мы напишомьъ равенотво 
<) Е—0, 
то это равенство будеть элгебраическимь уравнешемъ относительно но- 
выжь перемфнныхь у, 2, ... и будеть давать тавшя знеменщя этамь пе“ 
ремфнизигь, при которыхъ уравнешя (1) и (2) совыВотимы, т. е., другими 
зловами, имфоть одинь нли ифоколько общихь корней относительно т. 

` По амаломя съ тфиъ, кань въ Элементерной Алгебрф пуомзводится 

включен1е буквы 2 изъ двухъ уравнешй способомь сравнешя кензвВет- 
ныхь, тОворлть, что уравневе (3) предехавляет изь себя резульзать 
исялюченя буквы х изъ двухь Задьнныхь уравневй. 

Задела исключемя 2 изъ двухь уравнек! равнобильна задаз® вы- 
зода условя, при которомь ива уравкеня (1) и (2) инёють оби корон. 
Въ этомъ случаф два поланома 


в) п 9) 


нифоть общаго дфтителя 2— а, ск а обий корень этихь полиномовъ. 

Будемъ проазводить для отыскашя общато двлителя послфдователь- 
ных двленёя казшь это свазано въ $ 19 главы УП поке не дойхемь до 
линейнаго дъльтеля Ах -|- В. Раздфляя предыдувий осталожь на, Ая -- В, 
‘`цолучимь остатокъ №, незавиениый оть +. Этоть оотатовь будеть ра- 


щональной функцией отъ перемвниыхь у, 2, ... Отеюдь. ши Видимь, что 
необходимымь условемь сущесевованя общаго кория двухъ фуквщ бу- 
деть равенство 

(4) В==0. 


Если равенетво (4) удовлетворлется, то общйй корень двухъ полино- 
молъ {(х) и 9(<) получается изъ уравнешя 


Аз -- В 
Тавъ кавь Ап В выражелотея ролйонально черезъ первмниыя у, 2... 
зо можно скавать, ‘что обпуй корень ® есть разфональная фунвшя от. 
перемфиныхь у, 2, ... 
Теорема Вёхош. 
зв. 


Докащжемъ теорему ВёхоцЬ состоящую въ томъ, что стенень резуль- 
танта двуто цълыть функий обнито вида у 


(1) Ре) — рот" - ра"... рее + рь 


2) «(о оз" Е мб г-... фак | ды 


степени ® и т равна произведеню этижь степеней т. п. 


Предположимъ, ч70 коэффищенты р и @ заданныхь фувкий такимт.. 
образомъ выражены черезъ новыл перснфиныя у, 2, .... что первыя 
части уравнен! (1) и (2) вуть пвлыя фуниши самого общего вида сте- 
пеней ® и тж. Зналичъ, въ каждой изъ этихь фунвшй должны паходитьея 
члены, буквенныя выражевя которыхъ элу2”... могуть праннмать ‘вое- 
возможныя комбилейи иеотрицательныхъ показателей, сумма когорыхъ. 
не превосходить‘ степеии фуньши. Тотда, очевидно, что козффищенты р» 
я 4, должны быть’ цфлыми фуньшями общато вида, степеней равныхъ, 
значкамь ий. 

Раземотримъ теперь нЪ»который членъ результанта Ё. Такъ какь 
этоть результанаь есть цфлая функщя оть коэффищентовь обфихь функ 
И, то, значить, каждый вго членъ должен имть видь 


о ов ра 
(3) Арво °ру ‘р 0‘. 92°... и › 


ТАВ Ми вы суть цЬлыя неопредвленныя числа, & коэффищенть 4 воть. 
ифкоторый чиеленный козффищеить. 
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Такъ кавъ отенень у: отпосительно коркей а, аз, ... ость &, в ете- 
цень 4) относительно‘ корней В, в, .... есть 7, то членъ (3) будеть функ 
щЩя оть корией о и В степени 


1. -- 2. №... м2, ы, 


но, въ другой отороны, результапяь 


ВИ — 


веть однородная фупющл стецени тоя оть корней х н В, слЪдовательно; 


(9 ма... и, 1. мы +... ито я. 


Но, сь другой стороны, схепень члона, (3) отновительно перемВнныхи 
у. 2,... ВОТЬ 


т 2. и, а 2 -...щь, 


сявдовательно, ввиду (4), отенень резульганта № относительно перемн- 
вых у, #, ... будеть т.т, что п требовалось доказать. 

Это развуждеще повазываеть, собственно говоря, что степень ре- 
зультанта не выше ии; но можеть быть эта степень будеть ниже те, 
ДЪйотвительн, такое поннжоше стелени результанта возможно, когда ко- 
эффищенты при нензвфотлыхь у, 2,... въ фуницяхъ рг, 9 имють опре- 
хВленныя численныя знаяешя, приземь н®которые могуть равняться пулю. 

Надо показнть однако, что въ общемъ случа буквенныхт коэффи- 
\Чентовъ чакого понижешя не существуеть. Проще всего показать по 
`крайкей мЪрЪ одиыъ чнеленный примфръ, въ которомъ результанть имф- 
еть казъ разъ стелель ти. 

Для этой или возьмемъ два уразненя: 


Даа у" 0, д) ==" --у—1=0 


исключая х, получим 
Дау -у-ьо. 


$ 14. 


Пояснимъ геометрически нашу теоршо. Раземотримь исключене ко- 
ординаты у изъ двухь уравией 


№2, )=0, а, у = 


— 296 — 


алгобранчвенихь хривыхъ. Пусть } будеть цВлою фунюшею степени я об- 
щаго вида оть 2, у съ буквенными коэффищентами, а о--также общего 
вида, степени т. 

Мы замфчаемъ, что, праравнивая результанть, Ве) вулю, получимъ 
уравнене 
@) 8(2)=0 


степени из, дающее абедиесы точежь’ нересфченя кривой {=0 съ ири- 
вою ©=0. Итакь, въ общемъ случав уравненю (41) будеть имъть чим 
проетыхъ корней п, слФдовательно, лин будуть пересфкаться въ из точ- 
вахъ. На основанш сказаниаго въ конц $ 12 ординать точкл перебВче- 
ня будеть опрехзлятьсл изъ уравнешя первой степени Ау -- В =0, ть 
Ап В ращюнальныя фунымн оть корня уравнения (1). 

При счетВ точекъ недо принимать, конечно, во вииман1е тахже и 
„мнимыя точки, т. ©. точка съ мнимыми коордияалами. 

Когда мы переходимь отъ буквенныхь коэффишентовь въ чиолен- 
ныагь, то возможны самые разнообразные 'овобениостн. 

Прежде всего можеть случиться, что изоволько точекъ лереефчешя 
будуть ямфть окну и туже абозиссу; это будеть, конечно, въ томь слу- 
18% когда уравнеше (3) имфеть крагкые корни. Разонотримъ случай дву- 
зратнаго корня 2 уравнеши (1), тогда, велн этому корню соотвфтетву- 
ють двЪ различныя орлниаты у, то уравнене Ау-- В==0 не хозжно да- 
зать опрежфлеинаго значешя для у и мы получимъ А=0, В=0. Надо 
разомотрфть предыдущий осталокъ второй степени 4:5? -|- Ву -- С,, корня 
котораго и будуть давать абециесы лвухъ точекь ветрЬчи равсматривае- 
мыхь кравыхъ. ` 

Можеть далфе случиться, что дзЪ или ифоволько точекъ ветрфчи 
совладалотъ, тогда получается абеяне лин. 

ВоВ. эти особенности ие нарушать степени зз уравнешя а). Дьлю 
идеть тольо о нралныхь корняхъ этого уравнешя и © зычнолеши у, с0- 
отвфтотвующахо хаждому корню ж уравнения (1). 

Мы должны оставить въ оторонё случай, котха корню 2 соотвЪг- 
ствуеть безчисхенное множество значений у это будеть въ томъ случа, 
когла прямая х-—2==0 входить въ состазь объихь лин = и о==0, 
т.е. когда 06% функши {Г н © дьлятоя на двучлень х — ж. 

Конечно надо предполагать, что фунвши {и $ взаныно простыя, ибо 
существоваше общаго дфлателя $ пряводилось бы въ тому, что 06% алее- 
брарчестя линм имБють общую часть ®=0. 

Понилее степени уравненя (1} на основаши соображен й 6.6 главы 
П можеть происходить только въ томъ случав, когда сущеетвують у 
этого уравленя безнонечио больийе порти, Гвометрически говоря, это бу- 
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„деть тоть случай, когда 06% алгебралчееыя кривыя имфютъ общими без- 
конечно дазекя точки, Можно привести очень много простыхь приив- 
ровъ этого обетоятольства. Напримут, дв гиперболы съ параллельными 
асимптотами пересфкаютея въ общихь точкахъ съ безконечно далекой 
прямою, слфдовательно, онф могуть иыфть только двЪ общуя точки на 
конечномъ разетояни. Значить, въ случа двухъ тавихъ гиперболь послу 
исключеншя одной координаты получается уравнен!е пе 4-ой степени (= 
т =?) а всего только 2-ой, Въ самомь дВлЬ, уравневя Э-хъ гилерболь 
„въ параллельными эсямптотами изють видъ 


Ал? -- Ву | бу Ох + Ву Е =0 


да |. Вту - С++ Ре Ву = 


Вычитая второе уравнеше изъ перваго, получимъ 


Ф — 2 )=- (Е — Ву-Е— 1-0; 
для исключеня рышаемъ поел лнее. относительно. у 


„= = в, ВЕ, Е 
и, подотавляя послёднее выражеше эъ уравнени одной изъ. гиперболъ, 
получаемь квадратное уравнеше отяосительно 2 кажь результать новлю-. 
чешя у. 
Кавъ частный случай явллетея задача нахождешя точекъ пересвче- 
шя хвухъ пруговъ 


2) 


эре + Ву Е =0 
ат -- Ре --ВУ РВ. 


Крути, какъ извЪстно, имють дв точки зотрфчи (пещественныя 
или мнимыя) на, конечномь равётолнйи, 

Чтобы прослвдать механизиъ того, кавимъ образомъ мы теряем 
изъ виду остальныя лзВ безконечно далек я точки, введемь однородиыя 
чоординаты. 

Уравненя (2) перепишутея тазъ 


у -- 2х -- Еу- Е) =0 
2-е ру Ра) =0. 
Вычитая, мы получаем 


#КР— Ве (В Ву (Е Во. 


Въ прохылущемъ анализ мы пропуехели разомотрьне случая 2=0, 


дающего безкопечно далекую прямую. 
ВоЪ круги пересБемотея съ безконечио далекой прямой въ минмыхь 
точкахь, опредзляемыхъ двумя уравнешями 


у, 250. 


Эти. точка, каждая въ отдфльности, опред$ляются уравиевями 


(2-1 =0, #=0), @ - УИ-1=0, 2==0). 


`Это суть извфетиыя, тагь назывозмыя, циилическяя точна, итрало- 
ция большую роль въ вопросв отлишя проентивныхь и метраческяхь 


свойствъ геометрическихь фигуръ- 
Вопросъ объ указанш точной степени результанта въ томъ случа, 
хогда эта степень меньше из быль рфшенъ професворомв Деритекаго 


Университеть Миндингомъ \). 
$15. 


Теорема Вегоц о стеленн резульгамта двухъ уравневй можеть быть 
обобщена на, случай какого угодно чнела ‘уравненй!. 

Разсмотримъ случай трехь уравнен!й; одвако наши воображеня бу- 
хуть отновиться жь произвольному числу уравнен. 

Итакъ, пусть будуть заданы три уравненёя 


Ка, у, 2) = 


Че, у, 2) = 


Ух, =0 
степеней т, п, пр. 
Исключая бучву х изъ уравлешй (и, у, 2) =@ и э(х, у, 2) = 
цолучимь 


(1) Ну. = 


исключая подобнымь же образомь букву 2 изъ уравнемй (2, у, )=0 
в а, у. =) =0, получияь 
® Фу, = 


Уравнене (1) будеть степени ти, а уравнене (2) степени пр. Сов- 
мБетное существоваюе уравнелй (1) п (2) выражаеть усломе существо- 
зая общаго корня относительно 2 у трехъ заданныхь уравненй. 


*) Мише. дойтий 40 Мей, ритез 96 аррИчаее, Зег. 1. Т, 91, 
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Исключая у изъ двухъ уравиеши (1) и (2), цолучимь уравнене 


{3) | $2) 


хоторое булеть отецени зн. яр == мийр, и будеть уховлетворяться воВми 
значении 2, при воторыхь три уравненя 


=0, 5 


@ г=9, 


иметь общую систему рёшешЙ относительно хи у. 
° Еоди мы навовемь результимомь исключешя # и у изъ трехь урав- 
неши хожую фузклую 
.Н(2), 


которая. обращается въ нуль тоько при хЪхъ значешяхь 2, ирй кото- 
рыхъ уравнемя (4) имвють обийл рышеня относительно фи у, то ока- 
зывается, что фунющя 8(2) пе есть результалть 2), & заключаеть этоть 
результанть, каль множитель, т. е. 


(2) == (2). 2). 


Самый способъ получения функц (2) показываегь, что эта функ- 
я не есть результанть поключеня 5 и у. Въ самомь дВлЪЬ, исключая х 
сначала изъ уравнешй 


Ка, и, 2 =0, 4х, у, 2) 


а потомъ изъ уравненй 


Я, у, #) =0, а, у, 2) 


получнмь ява уравнены степеней тр и ир, откуда черезъ исключене у 
получим новов уравиеяе 
(5) 8:(2) =0, 


тлф 9:(2) воть фуныйя степень лир. Наконець, исключая % сначала изъ 
системы 


Из, у, )=6. Уз, у, 2) 
& потомъ изъ системы 
Ка, у, 2) ==0, $2. у, 2) =0, 


получимь два уравнел!я степеней ир п т». откуда черезъ исключене у 
получим уравнеше 


{2} = 0 
степени тар. 
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Очевидно, что функуя палбольшей степени изъ фунещИ 
9(=), 942), (2) 


сзажлючаоть назврио линпые множители. 
Оказывается, что искомый результантз Га) есть общ мможи- 
‚отаедь трехь фунийй 
©(=), 642), №) 


1 0 степень есть произведене тр стетеней задантыхь уравценй. 
Докажемъ. что степень результанта есть тир, показавъ, что таково 
чиело ‘общихъ рЫымешй пашихъ трехъ уравнен!! отноентельно троехъ не- 
извфетняхь #, у, 2. 
> Во избыжане упоминаяый объ нокчючнтольныхь случаяхь сдёлаемт 
наши уравненя одкородными, вводя четвертую перемфниую и, именно 
полагая 


зм$ето 
ж, у, 2. 


Итажъ, надо рЪшить относительно ®, у, 2 уравневя 


Из, у, 2, и) = 


-(6) 9. у, 2, и) = 


$. у, 2, =0. 


Разомотримьъ сначала случай, когда каждая изъ трехъ фунюшй Г, ф,% 
есть произведеше линейныхь множителей. Мы получиут, в6Ъ зозможныя 
рфшешя этихь трехъ уравненй, приравинвая нулю по одному линейному 
множителю изъ каждого уравнешл. 

Чиело тавнхъ комбихащ! трехъ уравиевй первой степени будетъ 
равно 


тр, 


ели мы предполагаемь всф линейные множители независимыми между 
собою, 

Итажь, въ отомъ елучав чиело рышешй нашой системы будегь тир, 
и вов рёнюшя будуть различны между собою. `° 

Предиолатая теперь въ самомъ общем случаев коэзффищенты урав- 
ненй (6) независимыми между с0бою перемфииьи, мы замЗчаемъ, что 
результалть, происходнийй отъ иснлючешя жи у, ие можеть тожжественно 
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разнягься нулю, нбо въ подобиомъь случаи система имла бы воегка без- 
численное множество рЪшонйЙ относительно #, у, 2, что противорбчить 
только чаю разобранному случаю разложешя на ликейные множители, и, 
слфдовательно, результанть асть пБкоторая однородная функщя двухъ. 
перемВнныхь, олемень которой нз можеть мФилться пря кавихъ-либо чаот- 
ныхь прехположещихь отповнтельно козффищентовь {ибо воЪ. члены 
олного и того ие намфрен). 

Тоъ кавъ степень такого результата равна тир при предположе- 
ни разложимости функщи на линейные множители, то, олдовалельно, 
такая эре степень должна был, и въ общемъ елуча$; это н требовалось. 
доказать, 

То, что мы сказали относительно трехъ уравненй, прилагается н вт. 
общему случмо ® уравнешй, Исключая изъ такихъ уравненй ю— 1 пе- 
ренфипыхь, мы получаем уравноно, отопень котораго равна произведе- 
хпо степеней этихь уравнений. 


Премы иснлюченя при помощи опредфлителей.. 
$ 16, 


Укажемь простЬшше способы вычисленя результвитовь въ форм: 
опредьлителей; при этомь будемь помнить, что результантомть двухъ функ- 
Ц1Й оть х называется выражене, позазноящее отъ #, цфлое и рашональ- 
106 относительно коэффищентовь обфихь фуккщй, обрашен1е котораго 
въ нуль предетавляеть услове необходвмое и достаточиов для того, чтобы 
функши имфли обийй корень. 


$17. 


Словобь Ещега. Пусть даны два уравнешя 


0) К) =0, $(2) =0 

степеней и н т, Юоли оба эти уравненя имФюоть общато линейнаго мно-- 
жителя, то мы должны получить толдеетвенные результаты, умножимъ-ли 
мы первое уравнене на м — 1 ‘остальныхь линейныхь множителей вто- 
рото, или же второв уравнене па ®—1 оставитихоя линейныхь множите- 
‘лей перваго: Сяфдоватольно, вели мы первое уравнеше изъ (1) умложныь 
на фулюцио 91(} степови зп —1, завлючелощую ®й произвольныхь ноето- 
янныхъ, а второе уразиоше изъ (1) умножимъ на функцло /4(%) отваени 
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»— 1, завлючмощую и произвольгыхь поогоянныхъ. и въ полученяыхь 
уравненяхъ 

Ио} =0, 

«(ура =0 
сравнимъ коэффишепты, то для полученя результанта функц (=) и (5) 
достаточно будеть написать услове, при которомъ изт, полученныхь отт, 
сравнешя т --в воэффищентовь уразнешй можно опредфлить вполнЪ 


э--я введенныхь постояннихь. 
Итакь, пусть 


Е) = пох" а, аа, 
2 (а) = вот" "аш"... Нана, 
обе) ва" бат. НВ, 
Фе) = воет вай |... вы, 
тогда сравнивал коэффищенты въ обЪихь частяхь толодества. 


Изо (2) = 28/2), 


получимъ слфхдующия уравнетя 


а во — =0, 
а. Во-- по, — баз --- Ва —0, 
аво —- ав: --- вов: — баз -— бла Вова == 0, 


изъ которыхь, какъ изъ системы м --я однородныхь уравненй отиови- 


тельно и -{- ® перемфиныхь 
в, бт, ... ата, Во, В - Вы, 


находимъ искомый резульгаить въ форм опредфлителя ль -|- и порядка 


0.0. ...0] 
а. ‚0, | 

.. ви-1, а. | 
и, 0, ...0' 
Сил, №... | 
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если посл исключешя пертикали позученнаго опредфлителя замфнимъ 
торивонталямн, а горизонтали вертикалями. 
Примбръ: найти результлить уравненй 


22-3 4—0, 


28 — 21-45 — 


По выведелному вравилу находимь 


|1 в 0, 0 
|0 1, 3. 24, 0 


$18. 


Отовобь Бушеяега. Сповобъ Зугезвет’а, даетъ результанть въ форм 
хождественной съ формою Ещег”а, только приводить къ нему посредствомь 
другихъ болфе простыхъ соображен!. 

Будемъ разематривать тЪ же уравненя 


=) =0, 9(2) =0 
степеней ® ит. 
Будемъ умножать урзвнеще Д=)==0 поелфдовалельно на 


27-1, 2"-,...ш, 1 
а уравкеше $2) =0 на у 
2-1, 2"... Т, 


логда получим т -|- я уравкевй, въ которыхъ велачины 


де 00, в 


, 


моруть быть разематриваемы, кажъ нозависимыя перемфнныя. Исключая 
эти величины, пелучимъ результанть въ той же формЪ, что и въ преды- 
дущемъ пораграф$. 
Примвръ: найти результанть уравнешЯ 
в Ре не=о, 


аз —|- Иа ох т ==0; 
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утножаял первое уравновше на 22, х„1, а второв ная, Т, получим си- 
стему плти уравненйй 


вая —|- 658 4 сх? =6, 
923 -|- 657 -|- ст =0,, 

аз ее =0, 

а-я ее фа —0, 
ваз - 9 ев =0, 


изь которой, исключая 2*, 28, 22, х, 1, получамь результанть 


$. 19. 


Споеобь Ввгощё. Этоть вповобъ даеть результенть въ форыВ опре- 
дЬлителя болфе удобной для вычисленя чВыъ способы Ещега и ЗЯчте- 
эвег’а. 

Общая идея этого епособа уяенится легче веего изъ разомотрья 
частнаго случая, натримВръ, двухь уравнешй 4-ой степени ° 


а | 503 1-02 |-ах с ==0, 
а аз 691 |- Фе -е-=0. 


[3 


Умножал первое изъ этихъ. уравнешй на а’, Бторов па @ и вычитая 
второе изъ перваго, получимъ уравненше 


6) паба 4 (еая 4 (аб + (ав) =0, 
гдф, кля краткости, положено 
{аб} == а! — 216, (ав) ==ас' са’, ...; 


умножая основа первое изъ уразненй (1) на 22 -{-5', второе на аз -|- 6 
и вычитая, получимь 


©) (ада ау ++ буре + (ав) + ву -- фе) =; 
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укцожая теперь первое изъ уравиезй (1) на а изо, второе на 
ах? -- р --е и вычитая, получемь 
4) (ада -|- (097) Ч ывуая КФ) + (еФее + (ее) =0; 


лаконень умножая первое изъ уравкенй (1) на а’ -|- 5'? | ее На’, 
второз на ая? -- 62? -|-с2--@ и вычитая, получамь 


(5) (ааа -- (Фе’)? -- (ве) - (4е) =0. 


Изъ составленныхь такимъ образомъ четырехь уразнонй (5), (5), 
(1) я (5) можемъ ноключить буквы 2, 2*, 2,1 и получимъ опредфлитель 


| @5), (а) . _, (@@) . (ве) | 
(пе), (а) | 2), (ав) - $4), (6е) 
(29), (ав) + (69), (ве) + (4), (ее) 
(ав), (5е’), (се), (@) 


ИНримфнон/о этого способа къ общему случаю двухъ уравневй я-ой 
отеполи пастолько очевидно, что н-ть надобноети приводить общего до: 
хазатольства. Изъ раземотрыя найцепиаго опредфлителя легко замтать 
общ законъ составлещя результата въ елучав двухъ уравненй я-ой 
степени. 


Вычислене дискриминанта. 
$ 20. 


Какъ весьша валный примфръ вычислолм симметрическихь функц, 
раземотримъ симметрическую функипо, носящую назвалые дискриминанта. 
Раземотримъ фунецио Р?, тд 


Р== (я — 2) (1 — 23) (1 — а)... (1 2,). 
(и — жа — жд... (4—3) 
(3—2)... (я: — 2). 


(„1 — =), 


ВЪ ЧНСЛЬ 21, 25, ... 2» боль кории уравнешя (2) =0. . 
Фуньшя Р2, очевидно, остается поизмфиной при всякой подстановкь 


. : * 
корной. Эта фупкщя пазывается дисприминолитома уравнешя [(7) =0. 
20 
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Для вычисленя дискраминанта замтныъ прежде всего, что фупьпию 
Р ново представить (о. отр. 121) въ вид слБхующего опредвявтеля: 


Возвысныъ иослЬхий опредфлитель въ квадрать, пронзволя умно- 
жоше элементов по колоннамъ; получим 


180, 5 № 
Е оо Зи 
| 

Р— | $ 8, осы 


1 
| 
' 


{.: нй, 


Итакъ, мы получаемь выражен!е дискримннанта черезъ функцм $. 
Фориулы Метиот’а (см. $ 4) дають возможность выразить диекрииннаятъ 
черезь коэффященты уравненя, 

Прилагая получениее нбив выражете для дискримвяанта нъ квад- 
‘ратному уразненно 

реа, 
получимъ 


р | 


= , 
151, 8: 


откуда. 


СР вова — 5? я (ра? —— Вр) — р? ера — ры, 


1. е. то выражено, которов огоить подъ корнемъ квадратнымь 5 общей 
формул рёшеня квадратнаго уравнешя. 
Для вубическато уравнешя 


22 4- рый ри 0 ==0 


— 307 — 


10 формуламь стр. 78 получаем 


308, 3: 1, 8225 р — 2ра, 51 = -— 21? -- Зрарь — Зрз, 


ре Чар» Е ру: - 227 — 41а, 
Фткуда 


| 305 51» 82 | 
В1==| 81, 84, 83 |= 


32, За, 54 | 


Зовояе — 505% - - 5178, — 583 -[- 25.5158 
== реа? +- 18рурору — 49° Чрйра — 27052. 
Въ случьВ ру ==0, т. е, когда дано уравиене 


2 рае р ==0. 
холучаемь 


2 ‚3 
рые, 


т. в. 1 величиль, которая стоить подъ кведратнымь корнемъ въ формул 
Сагдал’ а. 


ДЦискриминантъ, назъ результантъ. 
$21. 
Представляя лЪвую часть данпаго уравневя {2} ==0 въ ввдё 
Да) = (21) -- 2)... (в — =) 
и взявъ оть объихь частей логариемическую производную, получимъ 


1 1 
Да аа бала, "Ч 


1 


нян 


не. 9 № 


и Тя. 


Подетавляя въ это вырожен!е для |2) вмЪето х послфдовалельно 
21,2, ...Жь, ПОЛУЧИМ, 


к) = — ви — 2)... — 5), 
9 Пан) = бы ь-- 3)... 2), 


— 808 — 


Пользуясь этими формулами, можно дать другой зидъ дискриминалгу 
2. Въ самомъ дёль, перемножая формуны (1) и замЪчая, что въ полу- 
ченномъ такимь образомъ произведоши каждый члеиь 2»—: входить 
два раза съ равнымъ знакомъ, лолучаемв . 


за 


([—№ * Ад) .. Ре аа — в) — сз)" С — 2), 


(о а)?... (жа — 2, 


(о, 
или короче 


2) _ = 


тб) Ра. 


Изъ этой формулы мы вндимь, что дискриминанть Р уравнены 
2) ==0- надо разоматривать, какъ резульпаииь производной функийе. 
[{=) и первоначальной функции [К=), умнорвенный при этозь чу зино- 
` В „щи 


эвителя (—1) * , 30% в веть степень ураенешя К} ==0. 


Изъ выражена (2) для хискриминанта яело видно, что обращене въ. 
нуль дискрёминаита лвлястев Услобемь цеоблодимыме % достаточным. 
для существовалая кретныхь корней уравиешя. 


Поняте о неприводнмости: 
8 99. 


Говорять, что цёлая функшя 72) обладаеть свойствомъ неприводи- 
‘мости въ области ролфональныхь чисехь, вели она’‘ие разлагается на: 
множителей съ рашональными козффиментали. 


Тавъ, напрям8ръ, функщя 
Ка = 1 


не разлагается въ области рашональлыхь ‘чисель ца множителей, но эта. 
фуньщя будегь разлаталься на множителей, если къ фалопальнымь чи- 


слать присоединимь вррычональное число У2. Въ сёмомъ дл, 
да 2ай 1-2 = Ар оны 


= (27 -- 2И8 | 1)? — 21). 


— 309 — 


Очевидно, что, ебли ‘въ области ращональныхь чисель мы присо- 
едипикъ вов ирращональныя, а также всё мнимыя числа, то въ такой 
ховой облаюти вовжь чиселъ не существуеть неприводимыхь функц ввипе 
первой отопевы, мотому что всякая функйя отолони ® разлагается нь и 
„линейныхь множителей. 


$ 28. 


Приведемь иВоколько основаыхь подоженй относительно неприво- 
димыхь фупкиЙ. Таль казь мы будемъ ограничиваться только областью 
`реябональныхь чиеоль, то функдно будемъ навываль проето неприводимою. 

Пусть зодана поириводнмая фунтня {(2). Раземотринъ, хругую д 
лую фучедио 22) съ’ ращональтыми коэффищентами и будемь искать 
бщало нанбольшаго дфлитоли этихь двухь функщй. Пусть этоть обийй 
наибольший дфзитель будегь. (2). 

Тань кавъ нахождоще общаго наибольшато дфлителя’ двухъ елыхь 
функ совершается посредотвомъ ращопальныхь операй, то; еели 
кооффищенты двухь заданиыхь фунющй были ралнональньь то будуть ра: 
цопальны и уоэффащенты функциг 2(2); отсюда мы видвиь, что фупищця" 
3(=) должив быть или носгонннымь чирломъ, нли же равняться /{2), тажь, 
анъ но опрежьлевно пеприводимости фунишя (2) не можоть имфть ии- 
кожого дВлителя <(7) еъ ращепальныхми коэффищентами меньшой степени, 
Такимь образомь мы видныь, что фуныуя 22) или взаимно простая съ 
#2), вал дФлитол па Ах); отсюда получаетол теорема. 

Теорома. ели фушийя (=) съ разпоналюнилиь корффииентами 
обращается вз пуль при каком-либо кормь неприводимало уравненя | 
{®)-=0, то она должие обращелться въ уль ‘при веть корвяхь этою 
уравнешя. ы 

Слъдствй Т. Вели неприводиное уравнеше /(2) ==0 имфетв общ 
хоронв. съ уравиешень (2) ==@ низшей степени, ‘10 в коэффишонты 
фунами (2) должны равиятьси нулю; в, слвдовательно, уравнеше ча— 0 
холлно обращаться зъ тождество. 

Въ самомъ. дВлЪ, (2) ие можеть быть взаимно простым съ я 
не можеть длиться: но, {=), потому что степень $(2) меньше, 

ОСлидетве ТТ. ВоВ корни неприводвмаго уравненйя простые. | 

Въ самомь дел, обратное донущеше‘ приводитв зъ противор®чно, 
тотому что, если допустить, что леприводимая фуикщя (2) нызеть крал- 
ный корепь, то производпая 7'@) столени выше, чвмъ функдия Кл), нызеть 
2ъ нею по крайней мёр одинь общий корень Е не обращаетей тожде- 
ственно въ нуль, 
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Простьйшй видъ рашональной функщи отъ корня неприводимаго 
уравненг. 


$ 24. 


Какъ повое приложеше теорн симмотричесвихь функий,’ раземо- 
триыъ приведен! рыдональной фунжщи отъ кория пеправоднмаго ураз- 
цешя 


в Пе ре". ре рь о 


вл, просеёйшему виду. 
Итакъ, разомотримъ ралйокальную фуякцио 


в) ть 
2) 

тДВ-2 есть корень уравнешя (1). | 

Цалыя функц (2) и $2) можно прехполатать степеней не выше 
я 1, ибо вбф высшим стенени можно исключить, пользуясь уразнешемъ 
(1). Въ самомъ двлЬ, если бы степень функщи $(%) была выше *— 1, 
то, двля (1) па =) и обозначал черезъ ч(2) частное, а через ецл) 
остатокъ, получинъ 


(2) = о) + 92); 
но такъ какъ х веть корень функши 1(2}, то получимь 
$+®=а@). 


у, слвдовательно, при вычислейт радопальной фувкщи (2) оть корня 
уравиевя (1) можно замВнить Фушецио (=) степеян выше ®—1 фупк- 
щею $4(2) отенени не выше »— 1. Похобнымь образомъ, если функ Я 
$(2) стенени выше я—1, то 66 можно замфиить остолкомь %(4} отъ 
двлешя (2) на [(=). у 

Ихакь, будемъ япредполаталь, что схепени фунинйй (2) в $(%) ме 
выше #— 1. Кром того будемь преднолаготь, что фунешя (2) не об- 
рашается въ со ни при одномь изъ корней уравнеяя (1). Обозвачамъ 
хорин заданнаго уравнелял черезъ 


а, В, 1, ...м. 


Умножимъ числителя и знаменателя дроби 


2(@) 
$) 


— и — 


ка выражена 
9840)... 9), 


«(Ву 
Зевс 


| тогда получимь дробь 


знаменатель которой есть результантгь двухъ фунишй /(7) и $(5). 
Обозиачимь ого черезъ В. Произведен е 


8) ВО)... 46) 


воть вимметрическая функшя корней уравнешя 


эзи (см, отр. 76) 

д ое" -в + од 9... ин (в) =0, 
оф, 
оз (а) == аа риа ра, 


тв 


12) 
слЪдовательно, это произведене (3) зыражается въ видв пЪлой ращю- 
нальной функщи отъ коэффищентовь 


аитт р"... ри, 


41(@), оз(а}, ... в,—1(8), 
х. в. въ вид ифлой фунищи отъ «. Обозночимь эту функщю черезь 9(а). 
Итакь, ратлональная функцёя (2) отъ корня « уравнешя (1) можеть 
быть представлена въ видв 


1 
2796), 
т. в. въ видЪ цфлой фуикщи 


п@), 


хоторую можно предположить, согласно предыдущему, не выше в — 1 оте- 
ленн. Высважемъ теорему. 

Теорема. Оалиый обний видз рапопальной фуикии отз корня © не- 
приводимачо уравиенн }х) = 0 степени т, не обращеощейся 0% безконеч- 
новтаь ни ри однолз изъ корней, есть 


Да" |= лама... О-ва бь-з, 


зд С суть разпональныя числа. 


— 319 — 


Цояенимь тоорно прныфромъ. Пуеть ладо привести хь простёйшему 
зилу ращопальную функнцо 
За 8—1 
8 — 42-2 
оть корвя уравнейя 
(4) #—в--1=0. 
Выполияемь дфленл 


Вай 81а 
322 3% 3 = 
7 6-1 


Обозначал корни зэдаппаго уравневя (4) черозъ а и В, придотея 
преобразовать выражеше 
6&—4 
4-1. 


Ноступая по правилу, получаем 


® 6—0 _ Фа 
ии Гар 


о 


в 8-1, 81, 
слёдовательно, правая часть тождества, (5) преобравуется въ 


{ба— 41 —4(1—)} 1 
416 Е] 


(ба-—4)(4а а 34а +12). 


Производя, накопець, дёлеше 
24ел — З4а | 12 | 92 —а-- 1 
24оя — 24а -- 24 [94 — 
— 10—12 
получимъ искомое простЬйнее выражен 


10 12 
18° в 


— 818 — 


Общя формулы, выранающи зависимость между хи 2. 
$ 25. 


Формулы Мезбют’а позволяють вычнелять $; когда извъетим коэффи- 
щенты р; и обратпо. ДБло своднтся къ ръшенно уравнен! лервой сте- 
пени. Можно однако. лолучить сразу явныя выражешя этихъ. количествъ. 

` Пусть будеть 


д" рае роте... ря = (#9) а)... (#— №). 


РаздЬляя об части этого тождества ла 2” и логариемируя, получимъ 


ивы Зин} 


2? 


обозначая для праткости 


и раевладывая логариомы въ рядъ, получиит 


2 аз 1 8 5% 
“+31 На 


. : 8 
Для полученя 5, придется приравиять коэффищенту т при #-* въ 


правой части кооффищенть при`той же стенени въ лЪвой части, Оби 
члень левой части есть ` 


(р 
4 


0) 


речи. +). 


По формул $$ 6, 7 главы 1 выражеше (1) будеть иифть видъ 


УЕ 
Г Вы 


Г № (ЕН. -Новь) 
-- В) В ры (В. д 


Вы! 


Вы. = 


`Намъ необходимо обрахить внималше только па т его члены, въ во- 
торыхъ 


(3) Вы 28 + ЗВ... р, = В. 


— 314 — 


Мы получаем, слЬКоволельно такую общую формулу 


А - НВ» 


тдВ сумма раепростравлется на тая пфлыл подожительныя и равныя кулю 
зналеня 8;, которыя удовлетворяють равенству (2). 
Ядя обратнаго выражешя ду черезъ 5, будемъ разсуждать такъ 


++ 


гы 


ири томъ же условии {2}. 


откуда ваходимъ 


© вычислени симметрическихь фунишй. 
$ 26. 


Выражене симметрическихь функц въ явномъ видф черезъ коэф- 
фищенты р; является настолько важной задачей алгобры, что изучено 
премовъ такого выражещя интересовало большииетво выдающихся мато- 
матиковъ, занимавшихся алгеброй. Особенно вакиы па практыкё пуемы 
вычислен1я, которые хаютъ сразу выражеше черезъ козффишопты рь, ив 
переходя черезъ 5. 

Одпа изъ корошихъ метолъ быха дана еще У зае?омъ 1), 

Она состонть въ общихь чертахь въ слёдующемъ. 

Обозначимъ корви уразнешя черезь в, 6, с, ...Ё, 1. 

Беремь однородную спогемалическую функцию У этахъ корней. Пусть 
& есть наибольшй изъ повазатохей, отоящихь падь корлями въ отдВль- 
ныхъ членахь фуякщи Т. Очевидно, что въ функшм Т будетъ сушество- 
зать одииъ или ифокольо членовъ, заключающихь &, 

Изъ вофхь этихъ членовъ выберемъ таже, гдЪ входить корень 6 въ 
наябольшей степени В. Продолжая процессь выбора далфе по порядку 
слЪдовашя корней с,...#, { придемъ къ опредфлепному члену фупк- 
ця У, который будемъ пазываль синцишимь, тень что будоть 


У =: Аа... 


5 енив,  Мобнаневов деебтасае, ЖАН Чегыа р, 18. 


причема, 


Не трудио вияфть по формулам, 


{— Ир =5а, (-- 1085, = ав, (— 1)8 = Хавс, 


что функшя 
Р, == А(— Ге. Эра вит. еарьх 


будоть умЬть тоть же старшй члеиъ; слБдовательно, разность 


И=У—Р, 
бущеть ихЬть арии члешь, въ которомъ 0 крайней мфрВ одииъ изъ 
показателей а, 8; 1,...^ меныше, ч8мъ для фуикши Г. Продолжая съ. 
фуцещей У; то, чт0 мы ь дял съ фушицей У, придемъ въ новой фупк- 
ци У, =Т, -. В п т. д. получимъ 


тЕВНЬ,+.. 


Посл конечнато ряда операшй фуньщя будеть почерпана, ибо по- 
вазатели уменьшаются. 

ели считать иоизбфжными трухиости, провсходяля оть высокихь 
степоней какъ основного уравиешя, такь п самой спиметрической фупк- 
щи 7, 10 способь \Уамиеа приходитея очиталь хорошимъ для прантики, 
овобонио посл улучшенй нослёдующихь учопыхь !). 


5 


27. 


Имфеть для прыктикн ифкоторое значоте методе Самебу, ивложон- 
ная пами выто. Покажемъ ся ирнложене но одномъ примЁрЪ. 
Требуется вычислить дискриминанть уравнешя 3-ой `етенепи 


28 ра аи == 
Этоть дискримииаить есть 
Ты Ра В а- 0), 


тдф У, есть днекримипамть ($ — 6)? квадратиаго уровненя 


2? ++ (раде ® {ра --9=0, 


*) Ребютвол. Тибоце 403 бамаое мебычанов, Рама 1897, р. 84. 


— 816 — 
кр извотно, 
У, = (ра) —4 (47 ра 4) == — 80? — 2ра | (р? — 49) 
еда 


и, сафдовательно, 
У = (— 34 — 2ра -- 9? — 44) (ва? - ра 9} = 


= — 270% — 54ра8 — 27° | а -- 47| -- 4 | -- 40а 2+ ра? 
549 72а 1879 184 448. 
— 37а 


Разквляя это выражение У нь а? -|- ра? +- де-- т, получамь честное 


2708 — 27ра? — 27да + 419 -- 27т — 1864 
п остатовъ 
— 408 — 277 - 180ду + 074" —4рег; 


послВднее вырожеше н есть искомое выражеше для У. 

Въ куреё' Беггев „Сошо @’МебЬго зирёеаго“ 1910 т, злая тлаво 
посвящена общимь соображешямь о вычиелени онимотричеекихь функ, 
тлф авторъ излагаеть приложено извфотнаго ряда Гавталее’а, а Также 
ивкоторых собствениия мысли, отновяцёяся къ этому предиоту. 


$ 28. 


Я очятёю нообходимыиъ добавить ешо новольно замечая, помо- 
тающихь . составить для воякой одпородиой спммоетрической функц кор- 
ней ея буквенное выражен!е чорозъ р: 6ъ иопредфлонными хозффишон- 
тамн, подлежащими зальн йому опредфленно. 

Теорема, Воли сщитать воомь ре чиоло $, то однородная. цтьлая 
симметрическал фунойл степени т оть корней 1 Эолаена быть поель 
выражещя черезъ р; чвобарическою дев т. 

.ЗБудемъ предиолехать кории 9 незевиниыми перомфинетик, тогда, и 
хоэффищенты р, будуть лавже пезависимыми поремфнными, ибо веякое 
соотпошеню между р; выраженное черезъ корни 2 даваяо бы зависи- 
моств между корнями. 

уоть ныфемь 


Ра, ‚о бь) = ори... Ва). 


Разобьсмь фупкцно © на изобаричееня части и возьмемъ одну изъ 
этихъ частей 2 обозначая ея вЪоъ черезъ в. 
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Эта часть Фо, ие будучи тождеетвенио равной нулю, не можеть да- 
зать тождествонио равное нулю выражеые, если мы вс% ру воразныь че- 
розъ кории. Въ самомъ двл%, о, выраженная эъ корияхь, но будегь равца 
хулю, вели мы возьмомь корни уравиеня сь такими коэффищентамн, при 
которыхь Фо по равно нулю. Итавъ, волноя изобаричоекая часть до ва 
з будеть дазаль однородную Фунецио оть корней степени №. Такъ. какъ 
члены охпоролныхь фуккойй разныхь степоней сокращаться по мотуть, 
слфловательио, если задамная однородная симметрическая функция / им%- 
етъ стопень и, то она должна, быть въ р; изобарическою в%са в ==. 

Теорема. Дльлая симметричеснал функция отъ торней. ди улиьето 
такую степень въ хоэффицевнтать 2, иакой степени она отиноеительно 
206010’ изъ корией, 

Будемь разематриваль фуквдио 


Нал, ..: ты) == (и Фа» +. - В») 
относительно какого пибудь опред®леннаго иЗЪ корней 2. Пусть отнови- 


телью этого кория функщя { имфоть степень т. Обозначиыь чоревъ. в 
степень ф относительно 2, :,...2»‘ Падо доказать равенство. ` 


тер. 


Неравенство ть слфдуетъ изъ того соображеня, что всяшй коэ{- 
фищеить дл первой отевени откосительно‘ ;. Теперь надо показать, что 
но можеть быть. т Ср, то веть, что не можеть тождественно равняться 
зуло коффещерть при 9”. у 

Обозначимь чорезь 41, 9, 4з, ... сумму сочехан` остальныхь, 
(кромВ =!) корней по одному, ‚по два, по три и т. д. Вудемъ имёть фор- 
музы 


(паза, Пра, 4, (— Бра в. 


Мы видить, что боли стейень #,” происходить изь члена руйре”рагри, 
Зо новависино отъ знака. козффащенть у ш:” будеть Пу’ди9уь обратко 
хооффищенть 4200: можеть проноходить’ только отъ члена рии! "рери, 
ибо ро а +=т.. Изакь, этоть члень съ 2:" но можеть еокра- 
титьея оъ членами, происходящеми ‘отъ лрухъ члоновь Ф, и, слёдова- 
тельно, п =. у 


$ 29. 


Когка дЪло идетъ. объ удобныхь пемахь’ вычислешл симметриче- 
свихь: фупкцй, то цфтъ ‘возможности обойти молчашемь прмемы  вычи- 
олени фунзий оть разностей ворней, нозываемыхь нфкоторыми авторами !) 


2) Ва топ. Момезирееп 9: а. АЗееута, 8. Нл, ТгалзЁ 1879; в. 10, 
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зараническьми. К чибяу таннхъ фушицй принадлежоть, папризвръ, дибери- 
минанаъ. 

Критическая фуикщя ие мЪилется, соли ве корпи нолучають одно 
и тоже прирыжено Х. ЗамВнял въ уравненйт 2 на х--Х, получим 


пом (р тит ра + (а ОМ ея рис... 50 


Тогда критическая функшя Ф, выраженная чорозь ре, обратится ‘в 
елздующую ` 


[0 [ех 
ое А 


Но прирмдежя 41’, Фрь, ... коэффищентовь можно замфнить вы- 
риженями 


НА, п. - ПА 1 п — пм, ..., 
отеюда, равволагая выражеше (1) по отененямь >, получииъ 


1) + , Ни 0 Не ы ника 


Тань вакъ зфупющя эф не должиа мфияться, то мы приходхвмъь чкь 
“дифференшальному уравнейю 


95 2. д . 0% 
2 т Фь - .. . 
< О 


$ 30. 


Покожень приложее щиемовъ двухъ предылущихь парохрафову, к 
вычислепио цистрямииалета, 


У (и — ва -- ое, - 
Уравцежя третьей стенени 


27 ра? ре рз=0. 


Тожъ. вакъ У должна быть фунией ивобарической эъ 2: вВса”. и 
степени (исодпородной) 4, то опь можеть ‘быть только тожого виха, 


(1) Рае Яра? -- Врзвари +- Срзр и -- Ррз? -- Ергре. 
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Составляемъ дифференщальнов уравиене 


Получаемь 
А-З В)рая + ОВ-Е9Оунре (В+ 6 -- ВЕ ригр, |-(0-- 48 ру. 


Это равонство должно быть тождествомъ, слфдовательно, 


2А--8В-=0, 284-90=0, Вбр 6Е=0, С++ 4Е-=0 
откуда 


С=.--4Е, В=18Е, А=—27Е, Р 4Е. 


Полагая 2, =0, а, схфдовательно, н р. =0, получаемъ на основания 
{1) Е=1, тажь что окончательно 


Трир? -- 18рурьрз — 49? — Чрури — 27ру. 
Если кубическое уравнеше имет вядъ 
2-7 р --4=0, 
то 2, =0, рр==р, рз:=4 п, слдовательно, 
У—-— ев». 


$81. 
Вычиолимъ дискриминанть уравнен!я 4-ой степени 
{1 д -- ры род рф, 


ибо ого выражеще понадобится немъ въ ладьнйшемъ. 
Уничтожимь по снособу $ 6 главы Ш коэффищенть при 23, тогла 
получимь уравнешо ` 
(<) ура ие =0, 
тАЪ 


Е 1 1 
а ВР На, ВВ — БР 2% 


Ё 1 1 
2 -оББРИ + в Ра — ДР ГР. 
Положим 
Зуи о-ы, 
н кромЪ того для сокрыцовя 


вв 0 а ри или -- и. 


Тогда 
ду — з- 2 -- че -- м) 


буи 48ио - лир 5 мо) - 48-|- Визии Рори). 
Ветавляя въ уравнене {2}, ‘получимъ 
5-4 4аз + 16е- био Зи ров) + 
+48 29) (0 + ши шо) 0. 


ДвЪ произвольный изъ трехь величинь , ©, # подбираем тажъ, 


чтобы было 
{3) ао -- $ =0, $ За =0. 
Тогда будеть `` 


3" +. 48+ 4аз + 16е=0 


или проше (на, основан (3)) 
(4) = а? —46. 


Сопоставляя (3} и (4), мы получаем 
мии = — 34 
Зри ить? -- ци = 01 — 46 
аРОРий == 62 
т. ©. №2, 97, и? оказываются корнямн кубическаго уравнешя 
#-- За? | (42—40). — 20. 


Знаки и, $, 2 надо такъ подбирать, чтобы им®ло мото первое изъ 
равенотвъ (3). Мы приходимъ въ четыремъ вориямь уравнения. (2) 


= иои 


= ии 


Зуб ие 
Зи био. 


Такъ какъ корпи а; уравиеня (1) отличаются постоящиызеь чиеломъ 


= огь корней у уравнешя (2), то диекраминанты. обоихъ. уравиешй одил 


пажовы, и мы можемъ вычислять дискриминаиз» 0). дляуравнешя (2), 


ужо, ибн о—фв 
би и, иофаифв 


узи о, и-фни—фь 


отвуда 
рый — (ий — (и? 2). 


То есть Р воть также диокриминалть уразпеня 
23 | 2а2? -|- (а? — 4) —Р=0. 


Если мы упичтожимь коэффищенть при 22, т. е. будомъ разоматри- 


вель уравнене 
21^ ра. +9 =0, 
то получимъ 


р рае 9 


3714 = (24) — 9. За(и? — 4е) {-27(— 9). 
Днокриминанть будеть выражалься такъ 
р=— +4; 


подетавляя сода выфото ри 4 сначала а, ©, с и затВМЪ р:, 26, а, #4, 
нолучимь посл шаблонлыхь зыкладокъ равенство 


27р=443— В, 


ТАБ 
А = 9 — Зрирз + 12% 


В = Тре ра + 27 -|- 20:8 — Т2рурь —- Эрарарз - 


Преобразоване Тзснипнанзеп’а. 
$ 32. 


Будемъ разсматривать задачу, посхавлениую Тэениипеоветомь, о 
преобразован уравкешя 


(0 ар ря ри"... ры 0 


жь новой пеизвЪотной у, иредставляющой изъ себя ращональную функ- 
чо отъ первоначальной пеизвветпой 2 


(2) у=4$). 
21 


— 399 — 


Другими словами, надо составить уравнеюе 


(3) уе "т амер... 4-=0, 
котораго корпи вуть 


у ==), У 


‚у =(е), 
ебли 
21, 2... 


суть норни первоналальнаго уравнешя (1). 
Очевидно, что коэффищенты @; новаго уравнения будуть симметри- 
`ческлыи функциями отъ выражен 


(21), 2(), ... 9 (т), 


а, сабдовательно, опи будуть таже и симмстрическими фупющями оть 
корней 21, х,,... т, в мы пайлемъ ихъ выражешя черезть р: по выше 
увазаннымт правеламъ вычисяеня сииметрическихь функц. 


$38. 


ЛПокажемъ тецерь болЪе удобный въ пражеическомт, отношени пр!емь 
осуществленя преобразованя Тзегифаязел”а. Прежде всего, мы можем 
на осповани соображешй $ 24 ращональную фунвщио (2) отъ кория 
предетавить въ простёйшемъ вид 


{0 У 2 ао вх + ад +... На": 
умножая равенство (1) на х, получиыь 
9х = ще --акй ада +.. . + ан о" ая". 


На основаши уравнешя (1) $ 32 можно будеть замнвть 5“ на, 


р — ри... о рь ий — ФР. 


1 мы получныь 
ура ати -- ата Ч... -- аи ат, 


ТФ 
в0'= — бк 1рь: бт’ 0 — бы пы а — @в-1@н-а, . 
Подобнымъ же образомъ, предоввляя въ иростьйшемь виз также 
выраженая 94°, уз, .., уз-ь, получамь 


У=а | ах о Ч. филм 
И + вх ай аа" 


0’ - ав ам |... аа"! 


м— в я—| — 1 Вр - 
Е а ао - ах - аб тр? -|-.... ао, 


23 — 


Исключая изъ этой системы величины д, 27,...2“-\, получимь 


Уравнен!е {2) степени в оть у и есть некомое преобразованное по 
мотодВ Тзейпваязен”а. 


$84. 


Тзогивамзей разематриваль преобразовае важь методу для рБ- 
шел уравнеий. Онъ старался пайти видъ фупьщн (2) такамь образомт,, 
чтобы въ преобразованнохь уравнент уничтожаловь возможно большое 
число коэффищентовъ 4;. Такныъ путемъ можно, напримфръ, рёшить 
уравнешя 3-ей и 4-ой степени. 

Даля уравкешй третьей степени во епвашвев и Ещег предлагають 
полояиутт, 


о у ау === 


я подобрать а и В такпмь образом, чтобы поел иеключеня у изъ (1) 
и слВхующаго уравненя 


(2) ры 


получалось заданное уравиене третьсй отенени, 
Вь случаЪ уравневшя третьей степени можно считать простёйшимь 
видомь ращональной функщи от ето коркя одну изъ двухт. функ 


=й 


@2 . 
Чо? 


чакь ч1о можно было бы приводить задалное уравнене третьей степени 
мь виду (2) це только при помощи соотношеня (1), но также и при по- 
мощи такого 
Пе 
1 у 
ла рёшоня уравнения четвертой степени Тес|агиВамзоп предяагаетт 
аривестны ето къ виду 


я-а 
при помощи соотношеня 


удачи. 
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Ж\ег ноключасть у между двумя уравнешями 


2: 


до ау + ву? у 
Иа 


п подбирает до, @;, д», @з, @ тахамъ образомъ, чтобы результать повяю- 
зешя совпадаль съ задоняымъ уравношемь. 


$ 85. 


Возвращаясь къ общей теор, приведемь уравнеше 


(1) д-р"... ь=0 
уъ виду 
{2) у... =0 


при помощи с00хношешя 
Ув ар + вай - ваз 4- вии. 


Всякая сумма #-ыхъ отопепей корней уравношя (2) будеть формой 
стенени # относлтельно 00, а, 2, аз, а, ОлЪдоватольно, козффищенты 
4, выражаясь рощотально черсзъ коэффищенты уравцешя {1), будуть 
въ тоже время формам относительно а, причемъ степень каждато 9: от- 
яосптельно а; будеть равпе индексу $ этого поэффищениа, 

М. Тегтах@ показаль, что молию свести къ рЬшешю кубическато. 
уравксшя задачу выбора 4%, а, @5, аз, а,, такамъ образомъ, чтобы 
Уничтожелись второй, трет@ п четвертый коэффищенты уравнешя, какова 
бы нн была степень этого уравионя; г. в. чтобы было 


(3) Ч: =0, 2=0, 3=0. 


Начнемь съ разомотрЬшя первого уравненя 4: =0. Тажь каюъ это 
уравнеше первой степени отноентельно а;, то можно будетъ выразить я 
линейно черезъ и, @2, йз, аа. Подотавляя эти выраженя въ два, остель- 
кыхъ уравнбийя (3), получимт, 


41=0, а7=0, 


тдВ 42 форма квадратичная отиосительно 41, @2, аз, ., & 93 форма 
третьей степени. 

Представляя коадратичиую форму въ вид» суммы кводраловъ ли- 
цейныхь функнш, лерепишемь уравиея6 47 ==0 въ техомъ вихв 


(4) Вии 0, 


- 325 


т Г, 9,1, & линейныя формы относительно в, уравненио (4) можно 
Фудоть удовлетворить, полагая 


вр 
или 
{5) Е = 1. 


Изь уравнеши (5) выражщотея а,, а, линейно черезь аз, а. Под- 
отавляя эти выражешя въ посдЪдиее уравнеию 4;’==0, получимъ 


о, ве 


4 =0, 


тКЪ 95й кубичоская форма относительно двухъ перемниыхъ аз и аз. Одиь 
изъ этихь перемзнныхь остается произвольною, другая же опредзляется 
изъ уравиевя третьей степени, такъ что теорема, Феггаг@’а оказывается 
‘зправедливою. 

Можпо было бы совершенно полобнымъ образомь достигнуть того 
атобы было 


Ф=0, 92=0, == 


Мы иридемъ очевидно вь уравненио четвертой степени. Итажь, мы 
видимь, что рБшаехся въ радикальхь задача уничтожен при помощи 
преобразоващя ТзсШтлваязет’» или коэффишентовь #1, 2, рз, ЧЯН же 


: : 1 . 
хоэффищентовъ р:, 2, 2... Зам ной 2 на иы неренесемъ соображения, 


-относмщяся къ старшимъ коэффищентамъ на воображешя отновяцяся 
жъ мхадшныь. Можно булеть достигнуть уничтожения, или коэффишентовъ 
Ф»-в, Рив, Вы-1, НЛЕ 38 КОЭффищонтовъ 7н-4, Ры-2, Ра-1. 

Вь примфнени къ уравнешямь 5-ой степенп мы зомБчаемъ, что 
это уравнене можеть быть приведено къ одному изъ слВхующихь видов» 


ж#--рх +9=0 

2 р --4=0 

я 9-=0 

28 р --а=0 
$ 36. 


Цокажемъ теперь замчательный видъ, подъ которымъ прехставля- 
«ть Нез преобразован Тземитпомзетга. 

Мы прададимь изложенио характеръ приложешя онмволическаго ие- 
чиелешя, Мы будемъ предполагать извВотными начала этого исчислешл 


о врайней мзрф въ чой форм, кавь это изложено въ глав ХТУ моего 
курох теорги чивель (второе издане 1913). 

Мысль Невице’» сосхоитъ въ выражен рашональныхь фунющи у 
отъ кория х неприволимаго уравнещя 


(а) — зо" Е ря 1 ра... вы =0 
въ видЬ 
0) у о бое, Н.Е ан 5 0-1 
тАв 
«о -ЕТ, в, = 5-Е р, а = 2° рае Е а, о ай ра... . 


Козффищенты а; въ выражеши (1) суть новыя неремФнныя незави- 
симыя. Тазь нашь степени 1, 2,27, ...2” 1 выражаются лиейно черезь 
5 


Убе Фу» 


хо очевидно, что въ вид (1} можегь быть предетавлень всякая цфлая 
фушиця степени ие выше я—1 ири ломощи соотвётотвеннаго выбора. 
хоэффищентовъ а. Выражая черезъ в; велнтину ух» получим 


(2) уе = Ао, -- Ав, --...-- А, бы. 


Выписавъ вов уравневя (2) для вовхъ значенй 1, 2,...(п—1) 
значка # и исключая в, ©... ... „1, получимъ преобразованное урав- 
неше для у 


„АФУ, 4® ,...4,9 

(8) та 4 
| 
д-о ко, АРУ 


Остается показать какъ вычислить всё коэффишенты 4%. 

Равенство (2) должно быть тождествомъ относительно 2, воли холько 
посл перемяожешй въ произведени ую, залгВиить вов степени выше 
2"-1 при помощи уравнения /(2)==0. Тождество относительно в%, вл, аз, ... би: 
останется тождествомь, если замфнить нилийе знаки показателями, хо 
воть, вифсто прежнихь независнмыхь перемфиныхь ввести величиаы 
Т, а, 02, ...а" 7. Получимь изъ (2) ковов тождество 


оо 9-2, +... Рано -- в = 
= Во, о, |... ь,,, 


(4) 


тд 5 получается изъ А замБной а; на 5. 


Подетавимь въ тождество (4) ж=е, ие забывая формальнаго пра- 
виза моключаль отонени а выше а”-' при помощи уравненя /()==0. 
Нуеть обозначень черезъ ®; результать нодетановки © вуВото д въ во- 
личину «,. Равенство (4) перепишетея тажь 


[ету — О [ии ЗОбДюр--... = 0, 


отсюда па основан нозависнмости унии «/ получишь 
Эро -Р-Ча, 


Тэжимь обравомь мы получаемъ символяческое равелегво 


(5) Ат вю. 


о равенство надо нонимать тажь: надо пайти осталокъ 
ато" - аа"... |: аа + въ 
оть дБлеши в” 5(а) на Ка) и тогда получится настоящее равенетво 
АВ а» 1 аби а -Н..-- вла Е быв, 
овлн замЪнить показатели значками. 
$37. 
Пояенимь теорю прямбромъ уравненй 8-ей степени 


Па) = 28 др? рые р ==0 


о, р-р, =? ра ва 


о == оду ==а,, А ® == арена: , 43® = о == 1 


Зо = ай, — а - ри 2—3 реб — 35 
АК аа 50 - реа ра, 


д: 


в == 2140 


Доб = або == о рой рый == ру Вы 


Аи = 08 {| ро? ра 3 03а 


Ао а, = уе [о 9 -- ра: + рб. 


— 828 — 


Примфнимь символическое в`хчиолое мт, нахожденно кубяческаго 
уразненя 
уз -- РиР-- Рау Рз==0, 


которому удовлетворяеть выражене 
У вуоо ца -- ву». 


Это кубнческое уравнеше можеть быть написано въ снмволияескомь, 
видЪ такъ 


| айва — у, а 5% 
(1) Ра (8} , Вю (В) — у, (В) |0, 
Ро), 16) ‚вр --у| 


тдВ, посл выполневя дЬйствЁй в уничтоженя стеценей выше второй вим- 
ВОЛОВЪ @, В, т на основи уравненй /(а) =0, (В) =0, 1) =0, при- 
детея подставить о = ==. 

Получаемъ 


Р, = «о Вы (8) - во (1) == 8 аа ру) о + ре -- ра 


За | 2ре 92 = Г (о) == За. -- Зво - ра. 
Коэффищенть Р, будеть квадратичной формой оть а, 9: , а», а Р, 
формой кубичной. 


Выберемь одну изъ перехвякыхь независимыхь 4%, а;, @, тозъ, чтобы 
было Р.==0, или, что одно и тоже, 


(2) За» -- Зри Е рез = 0 


изъ этого равенства, можно выразить а, линейно черевъ в; и в; подетав- 
яя это выражене въ козффищенть Р», мы получимь этоть полз въ 
зидВ квадратичной формы отъ двухъ буквъ 4; н 0 ` 


ЗР, = Аа! | Вана - Сар. 


Эта форма во предложенио Бутезвет”а носить пазвайе бозупаанты 
хля заданиаго уравнешя /(2) =0. 


Изъ уравиешя (1} имВемъ 


Р»— № (Роз) аль) 4 оао (8) — уз) — ав) 
— 162,8). 
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Мошло ограличиться, очевидно, двумя только символическими бун- 
вами о, т’ 


-Рь = вв (а) (1) + аз (у) - а (1) рут 
+ аа р) Е юз Е ри) == 
= (307 -|- рев) — ар» -- Зрыт - раз -Ё Райт. 


Но принимая въ соображеню (2), вогорое можно переписать въ та- 
кому, символическом ь Вид 


За р ари-Ерь--О, 
мы получимтъ 


ЗРь == (ра ура + 265) Зайр, -- Эт -Е Зрирз Е Зваа = 
(81 + 21)(вла - Зрз) — (ла + в) (рп 1%), 


или окончательно 


(8) р, За Е рибо ие -- ря | . 
раб, або фи +- Зрзбо | 


Найденпая формула (8) заслуживаеть внимандя. 
Иризедемь первую заоть (=) заданнаго уравнешя въ видъ бннар- 
ной формы 
Кар, у) = 2* + рву р рат? ры 


и вобтавимъ опредвлитель 


8, т), РУС, 1) 


Ни, , 
(6, 1), (Е, 9) 


элементы котораго суть вторыя чаетчыя производныя формы Д‹, у). Этоть 
опредвлитель носить назване чессыиа формы Аш, 9). 
Очевидно, что будетъ у 
ЗР, == Неа, в) 


и коэффищенть искомой безуманты будуть 


А =. — ри, В 9: даре, С = Зрирз— р". 
КромВ того будеть 
32 —=4А0— Вл", 


тхь Р дискриминанть заданнаго кубичееного уравиенйз. 
Замбтимь здВев кетати, что госфманъ Н(Ё, м} есть коваралть вЪса 
2 формы =, У). 
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'Цриведевныя соображешя обобщаются на случай безуманты урав- 
нешя звякой отепекн. 
Вычислимь теперь лослёдЕй коэффищенть Р.,. 


41, ао, 
‚ ВРен(8), Вы (В), в, (В) = о (Вю) (х — Ва — 1—1); 
12а), 19) › 5 (1), 


производя неремножене, уничтожая выспйе стенени @, 8, т и замвнан 
показатели значками, летко получимь окончательное выражене Р, черезь 


у, а1, в». 


ГЛАВАХ. 


0бъ отдёленйи корней. 


© предфлахъ модуля корня. 
$. 


Покажемь, что можно найти два тажихь положительныхь чнела, Ё п 
Т, (при условш Г. >01), что модули вовхь корней уравнешя 


(а) == ро" + рт --... НР ры-аж - ры ==0 


будуть заключаться между этими числами. 
Таня числа Си С называются предьлими модулей корней заданнаго 


уравнешя, число $ называется пизиикие предвломъ, & чноло Г называется 
оыетьмб. 


Раземотримъ фупкцио самаго общахго вида- 


(1) Ре == род" Е ра... ыы ва, 


гдВ воэффищенты ро, 21, ...Рь юмяя угодно вежестненныя плн комплек» 
сныя числа. Мы видВли уже (см. стр. 14), что можно указать такой нругь 
па нлоекости, что для точек виБ этого круга модуль !/(2)| функаи 
будетъ больше иркотораго положительнаео чнела, и, слЪдовательно, корни 
отой фупкти будуть вов ложаь внутри этого круга. Ихъ разетояня оть 
начало хордипатъ, т. с. модули, будуть чнеяа конечныя. 

Не трудно указать простое правнло для вычислеши такого положи- 
тельнаго чнела С, которое больше молулей вех, корпой. 

Обозначимъ черезъ 


20, Ч, @а, 13, ... 
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модули коэффищентовъ- 
Ро, ри, 22, Фа, -. 


м кромЪ тото обозначим черезъ а нанбольшес изъ чиселъ: й1 , 4», аз, ...йв; 
тотда мы получныь но таоремф о модулВ суммы лвухь чисаль 


{2) И) води рае... ры! 
Обозначая черезъ р модуль т, получимт, 


[ро |= во" 
и кромВ того 


Пра рол... рь| ви" 4 ар"... -- в» 


и. +0 


„_ 
а" 
— 


Отсюда мы получаемъ 


8) НИ вр" а 


р—1° 


Для получешя нокомаго верхняго предфла Ё модулей корией доств- 
точно указать такое чпело р, чтобы при ['==р модуль |/(2) быль болыте 
нуля. Для этой ифли, предполагая 


(4) #1, 


достаточно удовлетворить лераленству 


(5) 


На основаны неравенства (4) перавешотво (5) можеть быть перо- 
писано тахъ 
ар ---1) — и" — 1) >0, 
Или 
(6) пор" -- 1) чар" --а>0. 


Неравенство (6) уховлетворитея навфрно, если мы удовлетворимь 
неравелетву 
ар" (в— 1)-- а6*>0, 
ли 
4—1) —&а>0; 
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отсюда, 
вор > а 
и, значить, 
а 
(7) > °. 
Я 


Утажь, за вертийй предвль Г, чолулей корней разематриваемой функ- 
: а 
щи можно привять чноло 1. 
® 


Если коэффитиенеь р, ис равель нулю, хо не существуеть корней 
фушии равлыхъ нулю, и можно будеть указать такое число {, что мо- 
дули вефхъ корией фунющи букуть больше #. 

Въ самомъ дЬлЬ, ввеломъ новую перехфиную при помощи уравнен!я 


В 


1 
у 


тотда уравноше относительно новой переминой приметъ видъ 


(8) Ро Бру... ры" рыу"==0. 


Обозначимь черезъ $ высшй предвлъ модулей корпей послздняго 
уравиеня. Ба осповаши предыдущих сообразженй будемъ ныВиь 


а 
1+, 
тДЪ а паибольшй изъ модулей ао, @;, @е, ..-@н 1. 


Очевидно, что за мизний предёль модулей корней заделиато урав- 
нен!я можно принять 


у: 
т, в. число 


@и. 


ара. 


Итоль, мы видимъ, что, если х есть корень уравиешя 
Яз)=0, 


0 поляны имЪть мЪето неравенства: 


ан а 
< 


и» + 


— 334 — 


$3. 


Получениай результагь можво продетавит, сизаующими, образом 
геометрически. Евли мы изъ цачала воординату,, вакъ центра, онншемтъ 
№ окружности радусами, равными высшему и лизшему предВламъ мо- 
дулой корицей, то веЪ корня уравиеши должны золлючаться въ проезрин- 
ств между этнып окружностями. Сами жо предёлы Ги С будуть давать 
предвлы для вешествонныхь хорией, иричемт для положимельныхь корней 
получаются предвля --Ря -- 7, а для отрипалелюнихь корней продфли 
—Ри- 1. 


О предфлахъ вещественныхь норней. 


$+. 


"Хотя показалные пами зредълы модулей комплоконы корней и 
дають непосредственно предвлы для веществениыхь корней, по часто та- 
имъ путемъ получалогся слишком, шпроке предфлы для вощеетвениыхиь 
корней. 

Покажем ифеколько проетыхъ иремовъ, дающихь возможноеть по- 
‚лучить на празтиев для вещественныхь корней уравнешя боле близкие 
между собою предЪлы, 


Булемъ въ уравнеми 


0 


роте ви" Г... ра ры 


преднолагаль отариий воэффищенть фо чиеломь положительным и во 
коэффищенты числами вещественными. Тогда, если веб коэффищепты 
числа положительныя, то уравнеяте, очевидно, но можеть омВть положи - 
тельшяхь корней, ибо при всяомь положительном 2 иервая часть бу- 
деть числомъ положетельнымъ отлизнымт, отъ нуля; охБховательно, ио- 
обходпмымь убловем для того, чтобы уравиене имфло положительные 
коряи, будеть присутотве въ первой части уравненя члоновъ съ отриза- 
тельными козффишентамн. Пусть первый отрицательный коэффищенть, ^ 
начиная отъ ноэффищента ро будетъ 7. „. Обоанежимь черезь р панболь- 
шую изъ абоолютныхь велинииъ отрицитольныхь коэффишщентовь; тогда, 
предполагая # положотельнымь, получим у 


о р + разы"... ра 28 род" ра"... И. 


Зторая часть неравенства, очевидно, ис больше первой, ибо она но- 
лучаотся черёзь пропускъ вефхь ноложительныхт членовъ между глав- 
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нымь пн первымъ отрицательнымь и черезъ Замфну вефхъ обгальшахъ 
членовь отрицательными членами съ наибольшей абсолютной величиной 
ноэффишентовъ. Нетрудно указать такое число, что при х большемъ этого 
чноль, торая часть этого неравенетва будеть оставаться положительнымт, 
чноломь; дил этого придется удовлетворить иеравенетву 


о рамами... 1)>0. 


пин 
д 
 — 
т" —Р „Ч >90. 
Вудемъ предполагать 2>>1, тогда прндетья рЪитить леравенство 
рии — 1) ра -- ро. 
Достаточно удовлетворить такому новому неравенству 
{и — 1) — рт" 0, 
Вл 
ри" 1)—р>0. 
Это же посльднее неравенство можеть быть замфнено слёдующаемь 
фот — 1)" ЦЕ 1—0, 
или 
.. а "и ро. 
Ратая, будем имфть 
- Е 
д-ра В. 
фи р 
ИЛИ 
вт и 
в. 
#—1!> =, 
р 
откуда 
в У 
#>1 —. 
+ № 


Отсюда мы видимь, что за верамйй предзлъ положительныхь корней 
можеть быть принято число 


Нахождоше чизиино прел®ла положительных» корней приведется т. 
иреобразованио уравнешя при помоши подстановки 


В 
у 
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в къ нахождению высшаго предзла положительныхь корней преобразо- 
- ваимаго уравневя. 

ЗамВияя въ уравиеи # на--2, мы приведемь задачу отысвашя 
предвловъ отрицательныхь корней къ задачв разысканы предбловъ по- 
ложительныхь корией для нового уравнешя. 

Такимь образомь, мы зомфчаемь, что основиой захачей при разы- 
скаши продфловъ вешоехвенныхь корней является задала опрежбленя 
высшаго прехвла положительныхь корней. 


$5. 


Цокажемъ още одинъ ©1050бъ рьшевя послфдней задачи. Пусть 
первая часть разематривасмато уравнешя востоать изъ ряда пололимель- 
выхь чяеновъ, слфлующихь за глазнымь, за которыми слфдуютъ, члоны, 
всБ ниВю0е знокъ иннусъ. Итакъ, первая часть заданнаго уравивнл #®) 
иметь вндъ 


[(®) = (2) — (2), 


тв 2(2) и $(=) полиномы съ положительными зоэффищентами. Пусхь т 
будеть низшая стецень % въ фужкщи $(2); тогда въ выражонт 


Из) 9) о 
р 
(<) (5 
часть Е завлючаетъ члены не отрацахельныхь степеней, & часть ыы 


заклочаеть члены отрикательныхь стопеной. Мы видниъ, слфдовахельно, 
что при возрастал положительныхь значений х первая часть не убываетъ, 
а вторая чиеть убывает. Олфдовательно, разкосль. 


=) 


возравтаеть. Жеди это разность похожитольна при накомъ-нибудь значени 
а позависнмаго перомфинаго 2, то она останется положительною п при 
да, т. в. фушайя 2) ие будоть пмфть корней бдльшахь @, п, вл8- 
довательно, 

волкое полозоительное число а, при котором первая часть задан- 
назо зравиенл есть число положительное, можеть дъять приплто за 
высийй предьлз положительных корней. 

Озсюдь получаотся 01060бъ нахождешя, высшаго предфла корней въ 
случа произвольно заданного уравлещя. Всегда первая часть уравненя 
можеть быть продотавлена въ такомъ вид; 


Иа) = р) — 92(2) + (2) ит)... фаь-(®) — Фе), 
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тд Полиномы $1, 92, 28, -..Фв ИМВЮТЪ положительные коэффищенты 
Достаточно подобрать числа 


(0 4, ба, 8, -- 
при которыхь будуть положикельными полиномы 
912) — е2(=), ф3@) — (2), ... Фь-() -——5=). 


‘Тотда по предыдущему нанбольнее изъ чивелъ (ТР) можеть быть 
принято за искомый верхнй предзлъ. 


$8 


Пусть требуетея опредфлить лродфлы корней уравненя 


245 — 02а 2 — 


По общему правилу паходимь, что верхи предёль будеть 1-- Е 
с 


РАВ @ воть наибольний ивъ модулей коэффищентовь —92, 2, —1, зна- 
чить, @==92, а ==. Отеюда получаемь ==1--46 ==47, 


Примвиля соображеня 5 4, получимь для верхняго предъла выра- 


я-ш ут 
жеще '+у д. Въ даниомъ случа и=5, ж=3, р==92, р 
о 


значить РИ 2-14, ...=4,... 
с 


Но иетрудно вндЪть, на основан соображешй $ 5, что за верхшй 
предфль положительныхь воркей можно принять число 4. Зъ самомь дЪлЬ, 
разематривая фунющи 22 — 922, 2%—1, мы замфчаемъ, что вторая 
функщя узже положительна при 2 =1, первая же функшя 27°(х2 — 46) 
положительна при х=4, слфковательно, 4 можно принять за верхШй 
предъль пояожительныхь корией. 


Чтобы найхи нижн предфлъ положительныхь корней, замЗнимь & 
1 5 =. в 
ив, Ра получим 98 — 24 923 — 2—0. Найдемъ верхнй предвлъ по- 


ложительныхь корней этого уравпешя; разоматривая двЪ фунвши у-— 2у® 
и 92,8—2, мы замВчаемъ, что первая функия уКу— 2) хЬлаетея поло- 
жительной посл у==2; но ирн и==2 вторая функшя тоже положительна; 
слфдовательно, число 2 есть верхи предвль преобразованнаго уразнемя, 


1 Ё 
а число == будеть нижиимъ предфломъ положительныхь корней за- 


даннаго уравнешя. 


1 
Е 
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Для пахождошя предфловъ отрицательтыхь корией захвнимь 2 па 
— 2; полутьть уравиоше 248-9252 --25--1==0. ПоелЪдиео уравио- 
118 ныБоть вв положательные козффещевты, сзфжовазельно, оно ие 
имфоть положительныхь корицей; потому и заданное уравнеше не икбеть 
отрипательныхь хорной. 


Способъ Мем{оп’а опредьлеНя высшаго предфла корней. 


67. 


Способъ Кезфов’а опредфлешя верхияго предфла положатеньныхь 
корней основываетея на слфдуощой теоромВ. 
"Воли при аъкоторомь знамени а независимо перемпииио х весь 


фупкнти 
К»), Р(®). Ру, ... а) = 1.2.8... н.рь 


прилиаииоть положжительныл численныя знаменл, то чиело а мооюеть 
сишататьеся верлиимь предльяомь полоовителььыть корней уравнещя /()==0. 
Доказательство этого предложешя основывастел ма раземотрёии 

формулы Тайогь 
ра 


Де о -—= Ком" +; 


ели вов числа 


Иа), Ра), РФ, ... а) 


цоложитольны, то при пронзвольномъ положительномь числе й будеть 
положительныхгь такие н выраженю | 


Дав. 


Другиым словадиг, чибло а ие можеть быть кориемь уравиошя 
0. 

Нетрудно убъдиться также, что при проязвольномь # будуть поло- 
эательными также чиель 


Га--®), Га в),...Р-Ще-ь. 


Доказательство этого послфдняго свойства можеть быль основано ил 
разложени (а - й) по формулВ Тамога. Въ самомъ двлЪ, пмЪемт, 


12 


о Роу арт... 


) ее) , 


= 339 — 


3 числа 


Рав), гнце), .., Ге) 


по схЗлалному выше предположенно положительны» 

Изъ этой теоремы получается таной промъ вычиолошя верхияго` 
предьла положптельныхь корней. Послфдияя производная я-аго порядка, 
сть число положительное и притомь постолиное. Иредыхущая производ- 
пая 7®-0{2) сеть фупишя порзой схоцони съ положитольнимъ коэффи- 
щентомь при х. Увеличивая достаточно д, остаповамея па какомъ-пибужь 
знечеши а; перемВниой х, при которомъ разематриваемая проязводная 
положительна, Подотавляень ото чиело а: въ предыдущую производную 
#"-3 (2). Если результать подстановки будеть положительный, то оста- 
навливаомоя на числВ а,; если же розульхагь подстановки отрицательный, 
то продолжаемъ увеличивать численное значеше 2, нока вторая произ- 
зодная но слфластся полоямтельною. Приходимъ такимъ путемъ къ числу 
а», при которомъ съ озпой сторопы производная {22} чноло положи- 
тельное, а, 5 другой стороны, останется текже положительною и. прояз- 
водная /70(), ибо число а, ие меньше числа а. Подотавляемь чнело 
„а: въ слбхующую производную }‘“-®(=} пли увеличиваемь его до тфхь 
поръ, пока, эть производная не сдЪластся положнтольною. Такой процессъ 
подстановки чисеть возрастающихь во во производных й задалиую функ 
но приведеть павзрно къ паховдению такого числа, при которомъ вс 
фупаще (а), 2), Г"(=), ...[04(2) одълаются положительными, и, слё- 
довалельно, э10 чноло можеть считаться за верхий предвлъ положитель- 
ныхъ корней уравнешя (2) ==0, ° 


Алгориемъ Ногпег”а. 


$8. 


НМахождеще верхияго предфла положительныхь корней по способу 
`Мезфот’а, требуетъ вычисленл значешй, припимаемыхь фунешями 


Г®. Га), ... 79) 


при х=а. Вычисленю этихь результаловь можеть быть просто вынол- 
лено, пользуясь зхемой вычиоленй, носящей названо плюриома Нотпега. 
Вудемь хВлнть функию 


По) = ре ри... рн рь 


за х--а н обозначамъ частное черезъ 


в) а фиете-. Фь, 
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гАБ 
% =№, 
а =, 
о =», 


Чи == даа -НВь1› 
остатокь же равняется 
Ч» = а 4-2. 


ПоелБловатеньное вычислеше коэффищентовь 4; и остатка 4, мо-- 
жетъ быть расположено слфхующемь образомъ. Составляемъ таблипу, у 
хоторой въ первомъ ряду раеположепы веф коэффишенты задалной функ- 
п въ порядиБ убывающихь стеленей, причемъ ифкоторыя изъ этихь. 
; | . В | Чибель могуть быть нулями; во вто-. 
: 90| т. 21: 2 ромь ряду табанцы подъ мервымт 

2 | @1 Ч | *.- 1: 8 | числомъ ру отавкыь то же самое число. 
| 1 Фо. Затьмь для полученя второго. 
члена этого ряда умножаомъ первый: 
членъ второго ряда па & и силады- 
ваемъ со вторымъ члецомъ перваго рядаз для получешя трехьяго члена 
умножаем предыдуший член, т. е. а:, я прибавляемь тре члень > 
перваго ряда, п т. д. продолжаемь эту операцию до поелвяияго члена 4, - 
Обталовъ 4» оть дЪлешя /(2) нь х—а п будеть какъ разь равняться Да). 

Нь основи сназаниаго нетрудно получить путемъ лодоблыхь же 
выкладокъ значещя производныхь #2), Ё"(2), ... разоматраваоной 
фунвцот. Въ самомъ дфлЪ, на осковани формулы Тауог’а. 


Иа == Пе — 9) +... нь. 


замрчаемь, что частное 41($) оть хвлешя (=) на х— а будеть 


од" 


(х— а)! 
и! 


.+ 19а); 
а отоюда мы замфчаемъ, что Ё(а) можно развсматривать, какъ ооталокъ. 
оть дфлешя частнаго 2;(=) на разность я— а. Новое частное 9(2) от. 
этого послЪдЕяго двлещя будетъ 


— За — 
Мы видимъ, олёдовалельно, что оетатокъ оть дзлешя второго част- 
Ури 
аго $2(2) на э— а будоть т5 Ра. 


Продолжая послфховательное флеше полученныхь частныхь, мы 
„будем получаль остатки 


9, 1, © 


Очевидно, что, виисывая въ нашу таблицу ка предыдущей страпицв 
лремй рядъ чисель ро, М, №,...Ти-ь, КОТорыя также получаются о 
чиелегь второго ряда, какь числа, второго мы получили по зиеламь пер- 
зато ряда, то значене Ро, которое принимаеть производная {'(=) при 
д—=а, будеть равно ’„_:. Продолжья вписываль въ таблицу дальнёйнне 
флдм чисел, бухемъ получаль значешя пропзвохныхъ: 

1 1 
57”), ”"@, ит. д. 


Пусть даша функшя 


2) = 25 -- 22% — 1329 —28 — 250-100, 


тричемь принимается а=—-5. Составим таблицу Нохаегаь 
1 8—1 100 
1 3 2 и 86 50 
1—8 49 —22]1 1135 


ув 
1—8 


Ивъ этой таблиця мы видимъ, 410 послВ раздфешя па х-+ 5 по- 
„лучаетоя чаетное = — 823-227 — И=-- 30 и обталовь — 50. Кромв 
того получается 


(<—5=- 50, /(—5) 5, ИИ 5) =— 156, и. 5) =197, 


1 ; : 
а 88. 
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06ъ втдфлены корней. 


$9. 


Обращаясь кт, задачв отдёлеШя вощественныхь корней, мы зам 
чаем, что она можеть быть формулирозана. сл$лующимъ образомъ. 


Требуется межау предфхами Г ин 7, вотцествекныхь корней зотавить 
рядъ м—1 возрастающихь веществеппыхь чисел 


в, ь,Ь, ... 


човняь образомъ, чтобы въ`калдомъ” изъ промежутковь можду числами 


ыы, В 


существовало не боле одного веществениаго кория задвитаго уравнопя. 


Зъ настоящее время задача отдфленя корней можеть быть раз- 
сматриваема кажъ вт, значительной м$р» усгарфвшая, нбо существуют. 
иремы иряближениаго вычисненя порией, не требующе предварительнаго. 
ихъ отдфленя. 


освящая, однано, цзлую главу отдВленио ворией, я нмфль глав- 
нымьъ образомь въ виду не самую задачу отдфлешя корней, а различные 
методы ‘и премы разсужденя, зам фчалельные по ихъ оригяпазьноети, & 
также рядъ результатовъ, хотя и стояшихъ до и ноторой стопены от- 
дьльно другъ оть друга, но еыгравшихь пзвъетиую роль въ нстоми науки. 

Теорема. Вели значешя Ка) в АЪ) разныхь знаковь, то фуниия Ка) 
лете мечетиюе число корией между а. Всль экс знаки чисел (в) 
 /Б) одинаковы, то между числами а и В пли че существуеть чорней. 
или чиело чить четное. у 


Для воякой пары сопряженныхь комихененыхь корней ХРызи А — 
фупюия /2) будоть заключать произведоне двухь линейныхь множите- 
лей (#—^ — 52) —К-- 5) = (#— Х)А-Е р, которое имфеть положитель- 
ное значене при вофхъ вощественныхь значешяхъ я. Выдёлия въ одну 
цёлую фунецио 22) 365 множители, соотвВтотвующе миямымъ корнямть 
фунюии /(2), и обозначая черезь 


91; Ча, +. 0 
зеществевные корки фуниши /(2), полузимъ 


(1) Ка = И —ча—в)... (фм). 
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Функшя 1(2) будеть сохранять знаюъ плюсъ ири вобха, вещеетвен- 
цыхь зночетшяхь 2, если только мы прохположимъ положительнымь &о- 
эффищенть пви высшой степени х въ функши /(2) 

Подетавляя въ равеногво {1) чнела а п,, получемь 


Иа) = ада Ха)... @—, 
Я) = #6 — «16 —в)...6—%), 
отвуда, раздфляя, получаем 


Ка) __ Иа) аи ав, ао 
75) а 


юбь а) весть число положительное. Раземотримъ дробь 
р 


\0) 


гдВ 4 одно изъ чисель 1, 2,3,...й. Нетрудно видфтЬ, что эта дробь 
подожахельны если корень в: лежить ви промежутка между числами а 
и $, и отрицехельна, волк этоть корень лёжать внутри указаниаго про- 
*межутка. 

Ка 


ГО 
второй части или но будетъ отривательныхь дробей, или же число нхл, 
бухоть четное, и та же дробь будетъ отрицательна въ случа® нахожде- 
Шя нечетнато числа корней внутри проможучна (и, 5), что н доказываеть 


Итодъ, ‘мы видииь, что дробь будеть положительною, если во 


справедливость теоремы. й 
Теорема. Вели х, возрастал переходить черезь корень. а фунеии 
К), то выралеоме $ Кы перефдитаь черезь чвуль всезда, отть ‘отрицател- 


Ре р 


зъиоь эноченёй въ полоовительнылиь, 
Пусть а будеть #-кралный корень функщи /(9), т. в. 
Ка, Гао, ... Г-н, 
тогда по формулв Таога получимъ ° 


© его ви, 


тд А. ивлья фунющя ‘оть №. Прамфняя ‘формулу Твуюг }'в къ. производной 
7), получимъ 


{3} Иен = —0 де мВ, 
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тхБ В цвлая фукюща охь #. Отоюха 


©) 


второй изъ множителей, стоящихь ль правой части формулы (4), етре- 
мится при приближения 2’ кл, пулю къ предфлу 


Ро 
т (а) 


т. 6. въ предьлу 


Мы видимт,, сл6довательно, что при досталочио малыхь по абсолют 
ой величин зкаченяхь приращеныя / дробь, стоящая въ правой части 
равенства (4), предотавляеть положительное число (ибо ея предвль по- 
ложительное число). Итакъ, мы видимъ, что знань выраженя 


. Иа) 
ый те) 


совпадаеть со знакомъ й при достаточно малыхъ абволотныхь значеняхъ 
№. Итань, въ результатв мы зидимт, что, если й переходить черезъ пуль 
оть отрипательныхь зиаменй къ положительнымь, то и выражен (5) пе- 
реходигь черевъ нуль оть отрипалельныхь значешй къ положительных, 
что и требовалось доказать. 

Задача отхвленёя корней будеть просто рёшена, если въ рядЪ 
(8) Ва, ыы 
будотъ эл = и посяВ подотежовки двухъ послбдовательняхь чисель рядь 
{6} вы фуньщю /=), стоящую въ первой частн разсматриваемаго уравие- 
ця, получаютел результаты разные по знаку. Въ самомъ дфлЪ, въ отомь 
случа зъ каждонъ изъ я промежутковь (и есть стенень фунеши И) 
должио существовать не мепфе одного корня фунии (2), а табь какъ 
число корней ие можеть быть больше ®, то въ каждомъ изъ промежутков 
будеть завлючатьсл тольшо один ворень, и, слфиозазельно, корниз фуии- 
щи (2) будуть отдблепы чнелами ряда (6). 
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Способъ Магид’а и Гадгапое’а. 
$ 10. 
Узи и Гавтапее указали обийй сиособъ нахожденя ряда чисолъ 
{1} а, &, В, -.. ыы» 


производящаго отдВлеше корней, —слобобъ, пеоставляющий желать ничего 
лучшаго оъ теоретической точки зрёня. 

Будемь ряль (1) иредполагать ариометическою прогресеею, храй- 
пими членами которой путь будуть предфлы Ён С корней. Обозначая 
разность прогрессйи черезь й, получимь рялъ (1) въ вид такой прогресеш 


2) ал, 2-38, ... Ра ПА, 1. 


Остается подобрать положительную разность й столь малою, чтобы 
въ каждомь изъ промежутков не могло. заключахься болфе одного корня 
`разематриваемой фулкщи {(=). 

Для этой цфли составимъ, тажь называемое, уравцение въ коадратато 
‚ривностей корией задаинаго уравценя, т. е. такое уравнеше, корнями ко- 
зорато будуть квадраты веевозможныхь разностей корней заданнаго урав- 
неня ^ 


{#— 8), («—1}, 8—1)... 


Чнело корней новаго уравиешя будеть, очевидно, 


но чиплу сочетайй изъ я корней по два. 
редиолагая заданное уравнен!ю въ виз» 


д риа +... ры ра 
а уравнен!е въ хвадралахь разностей въ видхВ 


2+ Рак 1--...-- Ра - Рь=0, 


мы замфчаемь, что коэффищенты 
2, В... Вы, В, 


хашь опмметричесыя функдм оть корней <, В, т, 
ролиномами относятельно коэффищентовъ 


будуть выражаться 


Ра, 22, --- Риз 


причем эти полякомы будуть съ цзлыми коэффищентами. 
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“Гакь, нанрииЪръ, порвый коэффищенть Р; вычяеляется такт, 


Раскрывая эту сумму, мы замБчасмь, что въ лее войдуть улвоон- 
чыя произзолешя веевозможныхь сочоталый корней съ знахами мипуеъ м 
сумма квадратовъ корней, причемь квадрать зеювлаго корня повторяотся 
столько разъ, сколько остальныхь корней, т. с. в—1 разъ, н мы полу- 
часом 


Р.==— п ПУ Ув. 


Чо У = 1», & шо формуламъ Мезбоп?а, дом. отр. : 


Ури — р, 


слВдовательно, мы получаемь 


РП Зрд Е ране нрь (п Пр. 


Слёдуюнще коэффищенты 2,, Ру, ... вычнеляются уже сложно: 
Тъаотоиее указаль хороний иромь вычисленя вофхъ остальныхь козффи- 
ептовъ; послвдый коэффимолть Р, есть по что иное, какъ диокрими- 
налть уразномя, рычислене котораго було ужо показаио па отр. 806. 

Метода \Манте’» п Тастапас”а состоять въ составлеши уравиешйял 
въ нвадратахт, разностей и въ нахожлени: нижияго предвла Х его иоло- 
интельныхь корией. Нетрудно убЪдиться, что, воли мы возьмемъ за, раз- 
пость прогресем УХ, то зъ каждомь изъ промемутковь между числами 
{2} пе можеть существовать больше одного хория уравненя, лбо абоо- 
дютпая величина разности «В мюбыхъ двухъ корней заданнаго урав- 
нешя больше УХ (по опредфленю Х, существуеть для любого а и В пе- 
равенство Х < («—В)?, а для вещоственныхь корней а м В корень (=. - В)? 
уравненя въ квадралахь разностей положетелеяъ). 


Упрощене СаисНу. 
$1. 


Прежиическое неудобство способа \Уатте?а нп Гастапие’а состоить въ 
сложиости вычисленй коэффищентовь уровнешя въ квадратахъ разностей 
и еще въ томъ, что вЪ случа малости числа УХ, число промежутков; 
подлелимщихь изслфдовалио оназывается очель значительным», Эти правти- 
чево недостатки не были устранены и вам бчательной методой, предложен- 
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мой Тастапее‘омъ, для вычисления коэффищентовъ уравнешя въ квадра- 
тахъ разностей, 

Солспу упростиль задачу, показавь, что для нахождошя положитель- 
наго числа, меньшаго абсолютной воличииы разновти мобыхъ дву 
цественныхь корней заданнато уравнейя ифть пахобиости составлать все 
уровнем въ квадратахь разиостей, а достаточно составить только ио- 


слвдшЙ коэффищениь, +. о. хиекримииаить. 
Обозпачая черезъ @? модуль этого хозффищента, полученъ 


в = | (в— Иа — 1 — 


Зведемь вь разомотрЫШе верхий предёль р модулей корней задан- 
нато уравнешя. Тогда для каждой пары корней получвмь исравенетво 


0) 18—11 ВЯ. 


Разоматривая опредфлениую пару е и В веществеплыхь корней за- 
ланиато. уравнешя н примбиля ко вефмъ остальнымъ парамъ неравенство 
{1}, получимъ неравенетво 


< Ву, 


ибо число вофхъ разностей между хориями, за ноключеще»ь разноети 
«—В, равно 
#(н— 1) 
р 


Итазъ, длл всякой разности между двумя вещественлыми корнями 
получается поравонство 
62 


> ор 


Отсюда мы вндимъ; что достаточно взять разность прогресей # рав- 
ною или меньшею чвсла * 


@ 


Е 


(9ру 3 


Особенно проето разсматриваетел случай, когда коэффищенты 


РА, 2, 


чибла цфлыя; тогда чоэффишенты Р,, Р»,...2, будуть также числа 
цвлыя, и, слвлователью, (6? будехь пЪлое лноло, т. е. око будетъ не 
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меньше единицы; и потому въ этомь елучаз можно брать разность про- 
греесш # яепревосходящею числа 


(26) 


Въ этомъ случаф, очевидно, ныть накобноети вычислять коэффи- 
щопть Р, уравнешя въ квадратахъ разностой. 

Несмотря однако па упрощеше Салеву, правтическое приложеше 
этого сповоба представяяеть большя исудобетва. Математики посл Рас- 
тапсе’» пытались нзбъжаль раземотрфыя уравнешя въ ивадратахь разно- 
стей, но до отирымя Виёмргомъ весьма важной теоремы це было получено 
удоблыхь въ празтичесномь отношешн результаловз. 


Теорема Вифата. 
& 12. 


З» 1811 голу была сообщена паражекой Академи Наук, ВаЧал’онт 
тоерема, весьма важная по приложешямт къ задач объ отизлонн корней, 
Вудемь разсматривать рядь функий 


а) Кг), Г), -.. Ре), 


ТАБ я степень функим /(5). Подотавимъ въ рядъ (1) выЪето 2 нфвоторое 
веществениое число &. Напитемъь рядъь знажовь (плюсь или минуоъ) чя- 
оленяыхь значенй фунюшй ряда (1), который будемъ называть рядомъ‘ 
Вабал’® 

(2) ++—-+—... 


Зудемь говорить, что переходь отЪ одпого знака ряда (2) въ слЁ- 
хующему предотвавляеть ‘мостолнетво знака воли оба знака одинаковы, 
и перёмюну знака, если эти зиани различны. Число перемфнъ знака въ 
ряду (2) будемъ называть [чиеломе перелиьнь энака ряха Ваёыта, соот- 
вЪтотвующимь чиолу @. Таюь напримрь, рядъ 


+—=++- 


имфоть три перембны знака, а имекно, при перехохв отъ перваго знака 

хо второму, отъ третьяго жъ четвертому и оть пятахе въ шестому. 
Теорема Вийатга. При переход ото вещественияо чноло в из ббль- 

шему числу В рлдъ Вифита для фуитити К) перлеть панов число те- 


— 349 — 


ремунь знаки, жознорое или равно числу вещественныхь корней фупкиль 
[(х) въ промежутит (и, В), или болише этою чиела ва четнов чиоло. 


Изифнове чнола перемёиъ знака въ ряхЪ Видап’а можеть проиехо- 
дить только при переход черезь корень которой-нибудь изъ функций 
ряда. Предположимь, что мы непрерывно увехичиваемъь перемфлную 2 
оть в до Ви при такомь увеличещи переходимъ черезь корень 7 хото- 
рой-нибуль изъ фуцкий ряда, папрамфръ, /4%(2). Евли этоть корень 1 
кратный корекь функщи #8), то слдуюд функи ряда должны 
такие его имфть свовмь хорнемъ; ко, такъ какъ поелфдняя фунюия ряда 
Виа’а-воть ностоянков ‘число отличное отъ нуля, то корень 7 не можеть 
‘обратить въ нуль 36% фунвшн, слЪдуюния за разематриваемой, Пусть бу- 
деть Г (5) пебвая фунещя, слЪхующея за разоматриваеной, не обра- 
щалщаяся въ нуль при 2==1. Тажимь образомь, мы имфемъ 


ПВ) =0,... РЕНО) = 0, Но). 


Раземотримъ вы случая, 
1-й смчой. (т) веть первая фуивщи Е») ряда Виыга, т, е. 
Ь=0, и мы имвемъ 


К =0, Г) =0,... ГВ) =0, 8) =0, 


Число 7 еств #-— пратный корень. разоматриваемой фунещи [(х). 
Чхобы ‘разомотрёть языфнешя вь поремвнехь зноша ряда, разсмотримъ 
сначала значешя д, мепьшёя 7 и достаточно близмя къ этому числу, & 
потомь значешя х, большёя 7 и доетаточно близюя къ нему. Ло теоремВ 
стр. 343 мы замфчаемъ, что выражене , 


(=) 


тиБ Х одно изъ чибель 0, 1,2,... #—1, переходить оть отрицатель- 
ныхь вначен въ полоялиольнымь при переходв 2 оть значенй мень- 
лиихъ 1 кь значещямь болыциыъ т. Такимь образомь, мы видимъ, что 
часть ряжа, Видал” ` 


##®, Г(®),... №) 


при значешахь 2, близнихь юъ 1 и момьшихь этого числа, предетавдяеть 
однв поремфны знака, при значонтахь же большихь. 1 — одни постоянотва 
знака. Сльдовательно, при переходё черезъ корень т разенатриваемая 
часть ряда Видат’а теряеть # перемёнъ знака; другими словами, эта часть 
теряеть такое число перемфнъ знака, каковы кралноеть корня т. 
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2-й случай. Продположимъ теперь, что ш отличию оть нуля. Раземо- 
тримъ часть ряда Вибал’а образованную фупюшяыт 


8) 19-8), Гы)... Ре), 


причемь 


А-а, 79 


... Р-Р) 50, Ре) 


Покажемь, что рядь (3} терлеть всегда четиое число перемиъ 
знака. Это число можеть быть разнымъь пулю. Въ самомъ дЬлЪ, рядъ 
фуиьляй 

Р®,.. РН) 


торяеть при переходв 1 черсзъ т равно # перемВиъ знака, кавъ мы это 
впдЪли выше. Разсматравая двф первыя фупещи 


Гете), Га) 


ряда (3), мы замфчаемт, что ири # четномь въ этнхъ двухъ фупкщяхь 
ие пропеходнтъь по потери, ва иробрылел:я поремзиъ знака; пиры нечет- 
номъ же # въ отнхь фушицяхь имфеть мфето пли потеря, нли прюбрв- 
тене перемвнъ зпава. Въ самомъ дзлЪ, вели # четное, то 1 есхь корень 
четной кратпости фунащи /%(5), п, олЪдовательно, эта фушиця не мф- 
няеть своего знака при переходь черезь т; точио также ие мБняеть 
своего знака и функшя {2-2}, ибо опа но обрыцаются въ пуль при 
2-=1. СЪ другой стороны, еели # чиело ипечетиое, то 7 корень иечетной 
тралноети, н, слбдовательню, при пореходь черезъ.исго фупишя 72) 
эфияеть свой знакъ; фупкщя же /®-1(2) знаке не мфияеть, п, олБдова- 
тельно, при переход чорезъ 7 въ первыхь двухъ фунющяхь ряда, (3) 
происходить илн потеря, или прюбрётеше персмВиы знака, тавъ что 06- 
щее чнело потеряниыхь перемфиъ знаже въ родЪ (3) при нереходВ че- 
резъ 1 ‘будеть Х-Е1, т. в. число чехное. 


Итеиь, мы вндимъ, что теорема Вийал’а вполиВ доказана; ибо общее 
число перемфиь знака ряда Впды?а уменылитоя при персход%. черезъ 
хаждый корень оеновной функще До’) пь чиело, равное кратности этого 
хорня; а обще умепьшене чпела пером заза при измФиеши 2 въ 
предВлахъ промежутка будетъ равно числу корней основной функщи п 
данкомь промежуткБ плюсъ число потерь перемёиь знака, происходящихь 
пря переходв черезь корни промежуточияхь фуцишй ряда Вафата, а 
это послфлнее ‘число, камь мы видЪли, всегда четиое. 
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Слъдетые теоремы Вибап’а. 
$ 18. 


Изъ хеоремы ВаЧат’а легко вывестн одфдующее важиов слЪдетв!е: 
ели число вещественныхь корней фуници (2) в5 промежутль 
(«, В) равиленея в, а число потерь теремтию знана в радъь 


0) К2), Ро), ... 


равно зп -- 26, то уравнеше [(2) = 0 имтеть мо крайней мюрь 2 нии- 
лыжь корней, 
Раземотримъ три промежутка 


(05, #) (в, В @, +=). 
Пусть чело вешественныхь корней въ отихъ промежуткахь будет 
тот в, 
& пусть число потерь перемЪн® знака въ этихъ промежуткахъ будез, 
э-- 3 т 28 т, 2. 


Тогда чиело потерь перемВит, знака, во всемъ промежуткВ (— со ‚ -- оо) 
будеть равнятьея сумм 


тт -- вы -- ЖЕНЕ); 


чо нетрудно выдёть, что при х = — со радъ Вибарга предотавляеть однЪъ 
перемъны знака, чполо которыхъ, очевидно, будеть а, & при х==-+ со 
знави воБхъ фунюий Выфат’ь одинаковы, нп, значить, въ промежутев 
{— <, + <) пронеходить я потерь перем рь зна» Отеюжа мы зажлю- 
чаемтъ, что 


(1) ии тан ИВА). 


Обознаяемь черезъ 2у чноло инимыхь корней функщи А). Такъ 
калъ чиело. вещественныхь корней заданиой фуньшы есть #"-- ж-- жи, 
то мы получаемъ равенство 


{2) п-т т, +3. 


Сравиивая (2) съ (1), получимь 


УеЕНЫ. 
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Но, такь какь #’ц 1, ис отрипательныя чнела, то получаемь ие- 
равенство р 
У, 


т. е. чнело мнимыхь корней не меньше 2%. 


Правило знаковъ Пезсаге5’а, 
$ м. 


Какъ слЪхотв!е тооремы Видал’а, получается весьма важнал въ прак- 
тичвекомъ отношенй теорема, указанная еще Оезевлфевомь. 

Теорема. Число положсительныхь корней фумиши | (2) че превосхо- 
бить числа перемньиь знака в5 ряд кооффициенитовь фучицль [(2) и, ослы 
оно меньше, зе на число четиное. 

Примфняя формулу Мафаатрга мы можемъ написать 


Пед == По -На О) И)... 


Отеюда мы видимъ, что знаки коэфуищентовь фунвщи /(%) не от- 
личаяотся отЪ зивковъ ряда 


(1) #0), Г’), ... РО. 


Итакъь, число перомфнъ знака въ коэффищентахь функц / (2) рав- 
но числу перембиъ знаке въ рядЪ Вийат’а для этой фувищи при 2 =0. 
По теорем Видал’а чело положительныхь корней фуниши /(=} можеть 
отличатьея на четное чиело отъ чиела потерь перемфнъ знака въ ряд 
=), РГ@®, ... (2) при переходЪ х оть 0 до -- ©; но при &==- со 
этоть рядъ предетавляеть одни повторейя знажа, слфдовательно, число 
положительныхь корней фуннши /(2) будеть отличаться на, четное число 
огъ числа перемвиъ знака, въ рядё 


{2} Но), ГО, 


Тавихгь образом справедливость теоремы Пезсё{е’» доказана, ибо 
знаки ряда (2) совпадаючь со знаками козффинентовъ фуншйи 7(2). 

Изъ теорсмы Пезказез’а вытекать ифкоторыя весьма важныя слфд- 
ств, 

Слфдетые 1. Число отрицнателмияхь корней фуикцеи (=) на четнов 
число или нуль метие чиела перемтие знана, в функии {(—®), 

Сльдетые П. Если всю нориы фучииаи Р(х}==0 веществетиы, то 
часло полозентальныхь корней эночно равно числу перемлинь знака въ фуйьк- 


. Ё®ц0). 
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ии [Нт), а число отрицательныла корней равио числу перемтиь знака 
въ феи 1(— =). 

Для доказательотва разомотримь разности между етененями каждыхь 
двухь поелфловательныхь члеповъ полинома {(=) расположеннато по убы- 
вающимъ степенямт. 

Пусть будеть р тажыхь @лучаевь, гл разиость отеленей нечетнал, 
причемь ати разности пусть будуть 


2,1, +1, ... 2,1. 


КромВ того пусть будеть ь паръ членовъ. разные знаковъ, разности 
степеней которыхт пусть будуть числа челныл 


2 2, 21.-42,...24,43; 


и, нахонець, пусть будеть р ларъ членовъ одинаковаго знака, разности 


степеней которыхъ пусть будуть четным числа 


`Раземотримь, какое число членовъ будеть въ заденномь уравнени. 
Такь какъ число паръ первой категори есть №, второй у и третьей о, 
то общее число членовъ будетъ, очевидно, на единину боле суммы числа 
паръ, т. е. будеть в +у-+р-- 1. Разомотримъ, иакое число членовъ не 
будеть входить въ уравнеше. Мы замЪчаемь, что зажхая пара членовъ, 
разносхь степеней которой есть &, будеть соотвфтотвовать пропуену & —1 
членовъ, и, сльдовательно, общее число пропущенныхь чженовъ будеть 


эВ, + ОЕ +... КОАО 
+ и —Ю-+@и—П-+... Пе ур, 
=. Ты. ЕЬ-Я-... 8%. 


Итажь, складывая чиело „ру о-Р 1 членонь, входящихь въ 06- 
ставъ уравнешя и 253 --у—р, число пропущенныхь членовъ, мы должны 
молучить общее число членовь ® -|--1 уравненя и-ой степени, т, в. 


Зы 1-1, 
пи. 


УДЪ 


откуда 


Будемъ разоматриваль неремфны знака въ полиномВ /(=) и обозна- 
чямь ихъ число черозъ ТГ, а черезъ Г’ чнело перемфнъ въ полиномь 
К—?). Тогда нетрудно показать, чему равно У--Т’. Въ вамомь дЪФлЪ, 

38 
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нары членовъ одного знака съ четною разностью степеней но хаютъ ие- 
ремфиъ знака, ни въ состав Г, пя въ состав Г’ Каждая пара съ но- 
четною разностью степеней, еедн давала повторен:е знака при 2, будеть 
давать перемВну знака при — 4, н обратно. Слфдовалельно, такой пар» 
„будеть соотвЪтотвоваль одна перемфиа злахо, входящая иля въ Г, или 
въ 1". Чнело перемфнъ знака въ сумм 7-Е Т", введенныхь тавими на- 
рами, будетъ, очевидно, }., и, наконець, пара членовъ разныхъ знаков 
<ъ четиою разностью будеть давать перемёны, кавь при у, такь и при 
— 2, п, сафдовалельно, каждая тавая пара введеть въ сумму УТУ 
дв» еднянцы. Таким образомь будеть : 


У ь а. 
Итавь, мы получаемъ 
{2) п УТ”. 


Обозначимь теперь черезь Р число ноложительныхь корней задан- 
наго уравнешя, черезъь Р” чиело отрицательныхь корней, & черезь Зи 
число мнимыхь корней. Тогдь общее число корней будеть равняться оте- 
пени и, т, е. 


{3} = РР у. 
Сравнивая выражешя (2) п (3), получаемъ 


Зу-ЕР-- Р--НУ- У, 


ил 
& у (-Р-(и--Р) +. 


Если мнихыхь корней въ уравнеши пе существуеть, то получаем 
равенство 


(5) 0=—Р) +0") {8. 


Числа 7— Ри У'— 2’ не отрицательны, ибо на основаши теоремы 
Тезеалбоз’» число положительныхь корней Р не превосходить чвбиа ло- 
ремфиь знака У въ полиномв `Ё<), & чивло отрицательныхь корпей Р’ 
хе превосходить числа персмфиъ знака У’ въ полиномв /(— <); число 
же ‹ ие отрицательно, ибо оно равно сумм чиеель 


ы+. Вы. Я... 


которыя или нули, или чивла положительныя. СлЬдовательно, равенство 
{5) можеть быть удовлетворено только положен ем 


РЕТ, РТ, 3-50, 


что и доказываеть сираведливосль нашего слфдетия. 
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Сльдотые Ш. Есль во корни фуниции вещественны, зпо число пор- 
ней, заключенияхь‘ мезеду в м В, здъ В > а, точно равно чиелу потерь 
перелиьна знака въ рядъ фуницй Видат’а 


{8) К=), ®, .. 


при переход ото а кз В. 


29) 


Въ самомь дьлЪ, число корней уравненя /(2) ==0 ббльшихь о бу- 
деть равняться чиелу положительныхь корней уравиеня /(27 -- а) ==06, удЬ 
в’ новая перемнная; ло по второму сяфдетвно теоремы Пезсалфе5’а, число 
‘положительныхт корней уравиеня /(’ -- а) =0 будеть равно числу пе- 
ремфнъ знака въ коэффищентахь этого уравненя, & раскрые по фор- 
мулв Тауютга убёждаеть насъ, что эти коэффищенты отличаются только 
положительными чиеленчыми иножителями оть велячинъ 


Ка}, Р@), Га), ... Га), 
олфдовательно, число положитоельныхь корней у Да’ -- а) будеть равко 
числу леремфиъ знака въ ряд (1) при х==е. 
Точно тажимъ же образохь число корней функщи /{х} бодышихь 8 
будеть равно числу перемЪнъ знана въ рядь (6) при 2 ==В. Отоюда, оче- 


звдно, и слБдуеть, что число корней, завлючеющихся между аи В, равно 
‘числу потерь деремфнь знака при нереходв оть а къ В. 


Простые признаки существованя иннмыхь корней. 


$ 15. 


Изъ равенства 
4). зу (ИВР) 


‘предыдущаго параграфа можно вывести восьма важное слЪдотве откоби- 
тельно нижляго предфла числа мнимыхъ корней уравиевя. 


Въ самомь дл, замфчая, что числа 7У_Ри У— Р’ пе отрица- 
тельны, получаемъ изъ равенства (1) 


у. 


Отсюда, видим, что, если по крайней мрЪ одно изъ чисель #,, №... 
1, йа, -..01, 92, -.- ОТЛИЧНО ОТЪ нулЯ, то $ чнело положительное, п, 
слфховательно, уравнег!е назбрно имфотъ мкимые корни. 

Мы получаемъ такое предложене. 
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Воли вь уравнеши члтется пропускь одуюю члена меоюду членами 
одного знака, или оке пропусиз числа иленовь болте одно, зпо уравненае 
заъотз частърно заюотые порт. 


Наиримбръ, слЪдующя урависня 


ат ва — дай 2 


и ж— х 1=0, 


ав — Чая — би --1 


2 — 10 


чыеБють мнимые корни. 


Нетойе въ бытность его учежикомь въ лнцеф Гошз 1е Стара 1842, 
указаль на такую теорему: селе четыре послъдовалтельныеь коэффииениа: 
уравиеня К) ==0 предетавляють ариометическую тпрозресейю, тпд это- 
уравнеме ильеть иепремьнио мнимые корни. Для дохавательства хоста- 
точно вамфтить, что произведеше /(2)(=? - 2% -- 1) будеть имфть про- 
пубкъ двухъ членовъ. 


Теорема ВоИе'а. 
8 16. 


Теорема. Между двумл зосльдовательными корилми чльлой фушецае, 
‚дезеить по крайней мпруь одне корень вя производной. 


Разомотримь два послбдовательныхь корня аи 2 функции <}, при- 


чемъ > а, Предполагая ® достаточно мальшь положительнымь числомт,- 
мы убъждаемел въ справедливости двухъ неравенств 


ИО 
Ро 


^) 
*) 


аи 
ый 7+5 


>0, < 0. 
Такъ калъ @ в Б суть два послфдовательныхь корня заданной. функ-. 


Ц, то между чиелами о--й и А ие существуеть корней фунющи 
=), и, сяфховалельно, два, результать 


Ка) а №) 


должны имЪфть одииъ и тотъ же злакъ. Но тогха на основан неравенств. 
{1} выражешя 


Га) и Рб--- п) 
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должны бымь разныхъ знаковъ, ч, слЬдовалольно, производная (=) дол- 
киа имфть печетное число корней въ промежуткВ между. числами 


ав ир--А, 
ито и требовалось доказал». 


Интерполящонная формула Гадгапое’а 
$17. 
Поотавимь себ задачею опредфлить иблую функцио /(2} стевеии 
>, обращающуюся при ®-- 1 частпыхь значеняхь 
в, Вт, @а, ... 


озавионмаго перемфинаго х въ напередь заданныя численныя значеня 


40 Каз), Каз), Каз), ...Каь). 


Такъ кажъ число коэффищентовь фукыми /(2) равно ®--1, то эти 
коэффищеяты можно будоть опродфлить изъ ® --1 линейныхь уравнений, 
получмощихся отъ приравниваня числамъ (1) значенй фуявшн /(2} при 
0, @, @, ... Ив. . 

Нетрудно ввдьть, что существуеть только одна функшя 7(2), удов- 
летворлющая требовалиъ задача, ибо, если были бы возможны дв иско- 
мыя фунвщя (2) & 2(2), то ихъ разность 


=) —1(®) 
‚обращалась бы въ нуль для значен 2 равныхъ 
20 ба, вв, -.. в 


к должна была бы тождественно обратиться въ нуль, тежъ кавъ степень 
этой функши и, & чиоло корией *-|- 1; значить / (<) совпадаеть съ д (2). 

Тартепее показаль простой епособъ писать окончательное выражене 
искомой фунищи. Введомъ въ разомотрфн!е слЪдующую фунюцро степени 


аи 


9) == (в — ша.) ... (Ив), 


корни которой суть заданныя числа в, а.,... @,. Обозначегь для во- 
храшешя 
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тд $ можеть принимать вов значеня ряда 0,1, 2,... я. Ве функ- 
Ц 22} суть ифлмя фунвщи я-ой отепени. 
Зудемъ искать функцию (2) въ таком вид: 


(2) Ко) = Ара) + Аа) +... Ав, 
тя 

4%, 41, 4,,... А, 
суть нфкоторые коэффищенты, которые надо опредфлить, 


Нетрудно видЪфть, то фукюши (=) обладають слфдующиыи свой- 
отвами, 
эКа,) =0, 


при # отличномь отъ #; это олВдуеть изъ того, что фушиця (2) пыЪ- 
етъ корнями всё корип фунищи (2) кромё а. 


ка) = $“); 


чтобы показать это, замфтимъ, что 


9 = @— а) (2), 
отвуда 


(а) = (2) + (@ — ад" ®): 
подставляя сюща а, вмето &, нолучимъ 
$" (а) — фа) . 


Четко видфть, что $(а;) отлично оть нуля, ибо, согласно опредзле- 
нно фуначи +(2), во ся корни простые. Подотавляя въ равелотво (2) = 
зыфото 2, получимь 

Ва) = 49а), 
откуда 
= Ки) = Ее) 
(а) (ад ` 


Отоюда получаемъ окончательное выражеше для искомой функлие 
ВЪ ВИД: 


— й) (а) й О 
®) Па — Ве) 7 це). ‚5% ма. 


Послфдняя формула (8} и есть извфотная интерполящениая формула. 
Таоталее’а. 


— 359 — 
$18. 


Формулу Говтолес’в (3) можно переписать тавъ 


по а... 


—% 1— а 
Иан 


К) 4 у. 


9) 2—4 


Переписанная въ таномь вид формула Газталее’а даеть разложо- 


ше релональной функши м на простЬйпя дроби и была нами полу- 


чена на етр. 61. 


0 фуннщяхь съ перемежающимися корнями. 
$ 19. 


Раземотримь функшию /х) съ веществелными коэффишентами, вов 
корни которой ° 
(1) 91; 0, ..- 


вещественных и различны; пусть кромЪ того шыфють мфото неравенства 
3%... За. 


Тавь кадхь число промежутковь между корнями (1) есть *—1, п 
кромВ того у производной, кавъь фувиши степенн в—1, число корней 
есть также #1, то, каюь слфдотве теоремы ВоПеа, получится, что 
веф норни 
6) В, ЬЬ, .. Ва 


производной должны быть венхественны ни должны заключаться по одному 
въ промежуткахь между нориями (1); другями словами, между корнями 
(1) в (2) должны существовать неравенства 


(3) Зоо... За. 


Неравенства (3) показывают», что и обратно въ этомъ случаВ между 
‘каждыми двумя повя»доватольными корнями производной находнтея корень 
заданной фунвьши /(2). Говорять, что корни функц /(х), если они вс 
вещественны, перемелоются съ корнями производной, Обобщая это по- 
хае, мы назовемь двЪ функщн /(=) п <(2) функщями съ перемежмо- 
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линмися кориямн, если ве корни этихъ фунюЙ вещественны и между 
хажлыми двумя послфлдовательными корнями одной функши лежит одинь 
корень другой функц. 

Очевняно, что функщи съ пбремежающимися корнями дожжны быть 
ил одинавовыхь степеней, илн, какъ въ выше приведенномъ случай, сте- 
пони ихь мотуть отличаться на единицу. 

Теорема. Вели корни фуницй 1(2) и (2) перемемающиеел, то урав- 
звене 


<) Иде) — ва 


ив влиьете вещественныхь -кормей, 
Предположимь, чхо степень фуньщи /{2) не превосходить степени 
$(4), тогда по формул Тлаталее”ь (сх. пред. параграф®) получимъ 


у 1. 


5 
ы +) 
гяЪ С постоянная, если стецени функшый /(=) и ©(%) одинажовы, и нуль, 
если стевень {(2) ниже степени ®(2). 
Дифференцируя тождество (5) ио 2, получим 


© = К) К то 
ОТ ве @- 8 


Нетрущио видфть, что сумма во второй части поелфдняго равенства 
сохраняеть свой знавь при всевозможныхь зиачетяхь . Въ вамомъ 
ХЬяЪ, разомотринъ два посляовательныхь корня 


щи 


функща (1). Такъ кавъ корин производной $\#) перемежаются съ кор- 
ияыи фунвши (2), то числа, '(о:), и $41) разныхь знажовъ. Подоб- 
нымъ же образомъ будуть разныхь знажовь чнель [(а)) и Дан1), ибо 
перемежаются по условшо тазже корки функц 1/5) съ корнями (2). 
Слъяовательно, дроби 
2) 1 Каны. 
7@) ^ @ны 


одного знака, тавь что хроби 


ныфють один анавъ при воевозможныхь значеняхь #. 
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Формулу (6) можно будеть написать въ такомъ вил 


эго о =—У 0 


послЬдняя формула показывееть, что выражене 
(р (®) — Аз е) 


не мВияеть своего знака при воеевозможныхь значешяхь х. Негрудно 
видфть, что вромЬ того эго выралене не можеть обращаться въ нуль 
ии при какомъ вощественномь значеши 8 чнела 2. Въ самомъ дЪлЬ, та- 
кое обрыцене въ нуль могло бы ныфть мфото, осли бы В обращала въ 
нуль сразу ве фувкщи 


2 


98), ... (2), 


что невозможно. 
Изъ всего сказаниаго вытекаетъ, олфковательно, что уравнене 


че) — и) = 0 
не можеть иыфть вещественныхъ корней. 
$ 20. 


Чриведемъ два нримЪра функ съ пёремежающимися корнями. 
Разомотриыъ, такт называемые, молиномы Гедена’еа, итраюнце 
зовьма важную роль въ иъкоторыхь частяхъ анализа. Назовемъ полино- 
момь Гобелйе’и п обозначим его черезъ Х, производную порядка и 
оть фунищи 
Бы 


.в.2"° 


[6 


т. е. оть такой пфлой фунющи степени 2 


. 1 п 
я" "о +... 
®(и—1 и 1 я 
ЕЕ ь фо етат 


Мтакь, мы видим, что выражешемь Февепаго’овой функии будеть 


ии -1).. .®- и =. 
^®— 2.4...91 + 
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Мы зомбчаемь, что Х„ есть ифкоторая пВлая функшя оть #; на- 
примфръ, 


х 


Не трудно убЪдиться, прилагая теорему НоЦе’а, что во корни 1е- 
епёуе’овой функши Х, веществвины п различиы между собою. 

Въ самомъь дЬлЬ, (2) иметь всЪ корин вещественные, причехь 
этахь корней два : +1 н— 1, и каждый изъ нихъ кратности и. На осно- 
вали оказаннаго въ предыхущемь $-Б производная $'(х) будеть имъть 
корин {+1 н— 1 съ кралкостями и —1 п еще одниъ корень © въ иро- 
межутьВ между НТ и —1; для фумющи (5) пром чисель 1 и—1 
будуть еще два веществепныхь кория В; и В», заключенныхь вЪ важдонъ 
изъ промежутков 

(1,9, @, 1; 


$") булоть инфть корни--1 и— 1 0 краткостями ® —8 итри новыхь 
корня, различныхь между собою и лежещихь но одному въ промежуткахь 


СЬЬ), в, №), в, 0. - 


Продолжая разсуждене дальше, мы замфчаень, что производная по- 
рядна  оть $(2), которая предетавляеть не что иное, хавъ функалю Те- 
вепге’а, уже не будеть ныфть корней равныхь {1 н—1, а будеть 
имфть я различныхь между собою корней въ промежутев отъ — 1 до-- 1. 

Разомотримъ дня примра еще фуннцио 

т, 


тдЪ 


ур 


Нетрудно зидфть, что У, будеть полиномомъ степени я оть 2, Въ 
вамомъ двлЬ, разематривал выралеше 2Р»ь_1, получимь 


т 1 1 , 1 
О о 
откуда нолучаемъ такое соотношене между тремя фунымями Т,-», 
Уи У, 

(а) ТЖ, — Уна. 


Соотпошене (1} давть возможность вычислять посл довательно У, 
71, 12, Га, ..-; Получаемъ . 


У, — №20, Руа — Зи... 


Нетрудио видфть, что морни двухъ послфдовательныхь функ У, 
п 7» перемежаются. Мы убЪфдимея зъ справедливости сказаинаго, пока- 
завь, что, еоли корни двухь функц ТУ, ри У,» 1 перемежаются, то бу- 
дуть перемежалься и корпи фувкий У, и Г». Подотавниь въ уравие- 
ве (1) два, послЬдовательныхь корня «, В фунвши Т._:; тогда результаты 
подетановокь чисель хи В въ фунюшю У„_: должны быть разныхь зна- 
ковъ, ибо корни У„_› ‘перемежаются съ корнями Г.`.. Но при &, рав- 
зомь одному изъ указанныхь корей, мы имфемъ изъ равенетва (1). 


а, 


значить различныхь знаковъ должим быть резульчаты постановки а и В 
въ функцию Г»,. Для того, чтобы убвдильея, что корни Т» и У, ; пере- 
межаютсл, остается показать, что фунвшя У, имфеть одниъ корепь, 
ббльшИй наибольшаго изъ корней фульщн 7У„_,, и одинъ корень, меньший 
наименьшаго изъ корней послЪдией функц. Такъ кавь озарпие члены 
функций У, и То бутБ 3" и 2"-2, то мы видимь (ем. отр. 47), что знаки 
фулкщй У, п У, › одипаковы, казъ при == 2, тавъ и при #=— о. 
примфняя равенство (Т) въ наибольшему корню А функц \,_:, мы вя- 
днмъ, что при #=^ функщи У, и У», разныхь зназовъ. Оъ другой вто- 
роны функия У» 6 иметь корня большато Х, слёдовательно, У, 
не мЬняеть своего знака, въ промежуткв (Х, + со); зкачить, должна мЪ- 
нять въ этомь промежуткь свой знакь фулвщя Т,, и, олфдовательно, по 
крайней ыЪрЪ одинъ корень функши Т, долженъ завлючаться въ этомъ 
промежутев. Подобкымь же образомъ мы покажем, что булеть суще- 
ствовель вещественный корень фуякиш У» въ промежуткв (— 2, в), 
тдЪ в есть менышй изъ корней функщи У... 

Итакь, мы видныь, что корни функшй У, и У„_, перемеженотся, 
что и требовалось доказаль. 

Церемежаемость корией двухъь рядомъь стоящихь Герепбте’овекихь 
фупкшй зависить оть соотношешя 


пХ, — (2 — )=Х, 4 (п —1)Х,-.=0. 


Теорема В. А. Маркова, 
$ 21. 


Изъ теоремы преныдущаго параграфа вытекать весьма, вазюная тео- 
рема, замфчепная В. Марковымь. 
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Теорема, Если корни двуль функций (=) и $(®) перемевлотся, зто 
перемеоюсыотвя таже % коры ито производныме (1) в $'(2). 
Въ самомь дВлЪ, раземотримь фупкдио 


@ че) -—- Ге). 


Пуоть будуть а; п о» два послфдовалельныхь кория производной $'(2). 

По теоремВ предыдущего $-& мы замчаемъ, что результалы подста- 
НоВОвЬ ЧИбель а; п а, въ вырожеще (1) одяого звака. Эти результы 
суть, очевидно, 


(ар (аа) и ве). 


Но чиеза, (а) п (а) разтихъ знажовъ, слЪдовательно, доляигы быть 
разныхь знажовь числе /'(о1) и [(а2), т.е. между каждыми друхя лоелЪ- 
повательными корнями производной +'(«) холженъ лежать вещественный 
корень производной {*(=) . 


0 полиномахь нанименфе уклониющихся отъ нуля. 
$ 22. 


Совершенно особего характера вопросы на махипа и пылниа былин 
поставлены и ршены П. Л. Чебышевыхмь. Дяя харакхернстиии этих во- 
проеовъ рЪшимь основную задачу Чебышева о нахождеши ифхой фувк- 
ш отенвни и во старшамъ коэффивментомъ, равнымъ единии®, при уело- 
вн, чтобы эта функшя машменье укломялась отз нуля въ даниомь про- 
межуткВ. Подъ нвименьшимь уклопенежь отр нуля разумВетея требова- 
зе, чтобы быль чацмениииме тазбитит абеолютной велячины фупкии въ 
хенномь промежутеЪ. 

Чебышевь похазаль, что тавая функШя дли промежутка (—1, +1) 
есть не что иное, какь функшя 


0) ее) 


(08 (п атс бот). 


Для вычиелешя этой функиж (1} можно будеть поступать такъ. 
Зведемь уголь ф при ломощи равенива д= 005%, тогда мы получимь 


ди т 005. 


Знамигь, фуикшя Чебытиева есть ие что иное, какъ та дёлая функ- 
я отенени ®, при помощн которой коеннуеъ кратной лутя 008 иФ выра- 
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кается черезъ косннуеь простой дуги 00$. Покажемь, что старшй ко- 
эффищенть фунющи (0$ {в ате 005%) есть 3"—1. Въ самомь дфлВ, 


Созо-ято на ИЯ — 1 


(оз —зЯто и ИР 
откуда 
Со то + 1ббтто = (#-- Уз —Т)» 


Сов ть — Явно = (1—2 1)». 


Слъдовалельно 


Итежь, старний коэффищенть фуниши (1) равенъ единии$. 

Доважемт. теперь, слёдуя академику А. Маркову, что фунющя (1) 
ость наименфе уклоняющаяея отт, пуля въ промежутВ (—1, -- 1). До- 
пустимъ, что въ этомт, промежузтюВ друган функщя $(2) менъе уклоня- 
етёя оть куля. Ми замвчаемъ, что функщя (1) ундоняетея оть нуля на 


1 . 
величину >.-т, тавъ теиь наибольшая абеолюлная величина, ЧЕЕЩи 
2=-т 


605 (пате с05 2} есть 1; это узлонеме происходить при зналошяхть 


3 ®— Пя 


п’”" о 


т, в. когда х принимаеть значейя 


2х 


2) ж=0, == 08, 2 = 00 
(2) о 2 п? 2 и 
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Таль кавъ зиалешя фувкци /(2) пры значешяхь {2) первивинаго 
незавнонмато будуть . 
1 $1 


1 
ЗЕ» — овьвнни ›°`(-— Юж» 


70, олфдовательно, вели фунющя $(2) ублоняется оть нуля менфе чвиъ 
.Чебышевокая фуикийя, то будуть существовать перавенетва, 


Ка) — И) >0, К) — а) < 0, Иж) 90) >0,... 


Италь, разность 


К) — 9) 
будеть имфть по ърайней м8рё одииъ корень въ казждомь промежуте. 


(20%) › (21%ё), о. (#и-ие,), 


490 невозможно, ибо равноеть /{=) —%(х) отепенн ® —1, таюь какъ 06% 
фунвлии А) в $(2) ямфють старой коэффищенть равный единицв. Итажь, 
фучкийя Чебышева (1) есть, хвйствительно, фунющя налменве увлоняю- 
щаяся оть нуля въ промежуте {(—1, +1), изь вофхь лЪлыхь- функшй 
степени я, имВющихь стартимь коэффищентомь 1. 

Очень элегантный ©1п0собъ доказательства дань также В. МлолзВ- 
евбкимъ 1). 


$ 23. 


Чебытевымь и его учениками быль подвергнуть изученио вопрос 
© навмензе уклоняющихея оть нуля полиномахъ вихь 


2" — од" ри... ЕВ 
тдВ с даниое чиело. 
Случай с«==0 быль разобранъ впервые самимъ Чебътевымь въ ме- 
муар „ТАбоме Чев табезхматиез сопла 305 1е пота е рат] овталотлав“ 3). 
Ивученио случая а отличнахо. отъ нуля носвящоенъ заафчательный 
мемуаръь Е. И. Золотарева?) „Приложене озлиитическихь фувюй жъ 
зопрозамъ о функщяжь, наименве и нанболфе отклоняющихея оть куля“. 
` Вь вочинеши „О функщяхь наиивнфе увлоняющихоя от нуля эъ 
ханномъ промежутьв“ Спб. 1892. повойный В.`А. Марковъ рыщаеть во- 
просъ для полиномовь ° 
Пол ри... Е, 


+) Б. МлодзЗевсвй. Математичесый Оборникъь ХХ: 1 Москва, 
2) Сочиненя ЦТ, 1 отр. 111-148. . . 
*) Приложения къ ХХ тому Записки Авадемш Наукъ ва 1877 г. 
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хоэффищенты которыхъ связаны соотношенемъ 


Зоро -- ар +... Е вифи=а. 


Указанное сочинене В. А. Маркова было его отуденческимь сочи- 
ненемъ. Оно замфчательно цзлышь рядомъ результатовъ важнаго. значе- 
я. Между прочимъ, въ этомъ сочиненш указана теорема приведенная 
нами въ 6 21. 

Въ’ послфднее время А. П. Пшебореый *) обобщиль изолфдовазя 
В. А. Маркова на случай двухь соотношенй 


аоро Е ар! ... вирь =а 
Воть + Вр: Е. -. Вир» =В. 


Въ посльдиее время вопросы Чебъинева’ послужили исходной точкой 
для твори рядовь, расположенныхь по полиномамъ, теор, связанной 
<ь именомь УРеетатава, Въ этой твори обратили на себя внимаве из- 
зяздовашя выдающегося современнаго матемалика Сергвя Бернштейка. 
Хотя эти изелёдовашя отнобятся болёе къ анализу безконечио малыхъ, 
чВыь къ алгобрь, тВжь не мене, я очитаю необходимымъ сказать о нихь 
Вовольно словъ по стольку, по скольку эти изедЪдованя относятся въ 
полиномамтъ, нанмензе уклокающихея оть нуля. С. Вернштейнь?) вводить 
хопредфлен!е: 

Полимем 


Ра) = Дуо Ады... Анал 


называется ооцилиионим въ промежутень (0, 1) отновиятельно ив от- 
рицательнииь показотелей 


<, <... вы, 


вели в абсолютная величина достияаеть своею наибольщиио значетя 
п--1 разъ вв иромезвутит. 

Число % Бернштейнъ называетъ порядком осцилирующато полинома, 

Оказывается, что, если мы зададимъ численное значен!е одного изъ 
хоэффищентовъ 4; друМв же коэффищенты будемъ мёнять, то бонилиру- 
ют полиномъ будеть наименфе уклоняться оть нуля, чВать вов остальные 
такого же вида. 

Пусть, въ самомъ дёлё, Р(2) и 9(=) будуть золиномы съ тБЫи же 
показателями а, (ото же порядка), нибющие одинаковый ноэффищенть А+, 


=) иеборсый. О нёкоторыхь полиномахъ, наимензе уклоняющихся оть нуяя 
въ данномь промежути®. Особщеыя Хафрьв. Мат, Общ, Сер. 2. Т. ХГУ. 

=) 5. Вотпайеш. Бог 1а шеШешге ‘арргохипаНот 4е |=| раз @вв ройуаотщез дв: 
Чортев @опиба. Аоба, Мабвешайуоа, +. 37, ` 
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причемь полиномь Р(е) осцилирующий, & полиномь @(%) произвольный. 
Допустимъ, что абсолютная величина 9(2) не превосходигь эбоолютной 
величины Р(ж) въ промежутьв (0, 1}. Тогда для значенй 


20, 21)... Мн, 
дающихь тахииииа абоолютной величины (=), получимь 


(— БН) — Фо, 
УДВ р есть о или 1. 
Уравиене 


Ее) — 9%) 0 


должно вифть, олфдовательно, ю корней; что невозможно, або въ разности 
Р(2) — 8) пропадаеть члень съ кооффищентомь А., таюъ что эта раз- 
носив должна заключать только я членовъ; поэтому число перемёнъ зн®- 
ковъ ноэффищентовь не можеть быть больше ®—1, а, сяфдовехельно, 
по теорем8 Пезсамее’а не можеть быть больше чёмь я — 1 положитель- 
ныхъ корней, 

Беряштейнъ заявляеть, что ему извфотенъ видъ осцилирующихь по- 
линомовъ только для того случая, когха показатели в, @), а, ... 4» 06- 
разують ариометичеекую прогревело и ставить новую задачу нахождешя 
эчихь полиномовъ для другихъ случаевъ: Мы очитаемъ, что задача Верн- 
штейка икфетъ свой интерес. 


Метода Роичег. 
8 34. 


Здвеь мы изложиьгь методу отдвлешя корней, ‘указанную Точыег и 
основанную на праложени теоремы Видаи’а. Хотя эта, метода не рёшаеть 
волн ‹5ь теоретической точки зрёя, задели объ отдфлеши корней, но’ 
на практикв въ большинстиВ случаевъ даеть простой слособъ рышить эту 
задачу. | 

Историческая роль методы Рошчехг состоять въ зомъ, что несомифнно, 
изучая её, Эвита, ученивъ Коощет, былъ привехень къ открызНно его зна- 
менитой творемы, которая булеть предметомь олфхующей главы. 

Зъь основаши методы Роимет лежать слёдующя предложена. 

Чемма. Прь чеминени  0з промежутит, не заключаем корня 
троизводной {’(ж), фунииая 


=) 


и 


#@) 
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возраставте, ввль К) 6 ["(х} одчою знака, 1 убывает, если этиу фут 
зи различныхе знакове. 
Въ самомъ дфлЁ, обозпачая 


8) 
"п 
получимь 
«в 1— горо Ка). 


и=р РФР › 


охсюда мы замфчаемъ, что производная $'() остается положительною, если 
=! >0, в в. Ка) т РИ) одвнавовыхь знаковь, в отрицательна, 
если 12) и (=) разныхь знаковъ; отеюда п саЪдусть справехливость 
леммит, 

‚Теорема © Если функил К) имет два вещественныхе корня в5` 
зромезеутиюь (в, &), первая производыл |7) илиьете одииь корень вы 
‚этомь промежуткть, а аторал производная (0) в5 отомз промезеутить 
пе имтьетв корней, эпо доласно чамлить мтето неравенство 

Фо. 
ОО 
причемь уедполалаетея $ > а. 

Обозначимь черезъ 2; и хз корни фуныщи /(2) и преиположимъ, 
что хз > аа. Между этими корнями лежить ворень 2 производной / (5). 

Раземотримь двф фупици 


пе 
@ . 7@ 
и 

2) 
@ и 


Функшия (1} не м6няетъ овосго знака въ промежуткВ (а, 21), 

въ этомъ промежуккв ифтъ корней ни у числителя, пи у знаменателя. 
Подобпымь же образомь функищя (2) не ифняеть своего знака, въ проме- 
экутюв (а, 20}. Нетрудно убфдитьсл, что знави`объихь фуницИ (1) н (2) 
въ промежуткВ (а, 21) однивковы; въ самомь дфлЪ, на осповаи своремы 
стр. 348, обв лробн (1) н (2} отрицательны: первая для знален!й х, близ- 
кнхь въ #1 и мепытихь этого числа, вторая дзя значен 2, близкихь къ 
22 и менышихь его. Тажимъ образомъ, 06 пробы (Т) и (2) отринательны 
во воомъ промежутив (а, 2). Произведеше ихъ 


э4 
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оказывается числомъ положнтельнымь въ промежутев (а, 21), т. 6. въ 

этомъ промежутюв функц (2) и {"(2) одного знёка, тажъ что для этого’ 

промежутна фулющя 

@ - 
#® 


веть фуккпйх возрастающая, н мы пмфемъ неравенство 


[6 (а) < е(ал). 


Аналогачно можеть быть травтоваль промезжучголеь (25, 6); въ самомъ 
ДЪлЬ, обЪ дроби (1) и (2) положительны въ этомъ промежутев, таль 
какъ, еъ одной стороны, оиё ие мЪняютъ знака: первая въ проможуткв 
{2, 0), вторая въ промежуткв (хо, 5); съ другой стороны; по теорем 
стр. 848, зкаченя пхь въ этихъ промежутнахь должны быть лоложитель- 
ными. Мхокъ, будетъ положительнымь въ промежутив (2, 6) ихь про- 
изведен!е 


Знаянть, въ этомъ проможуткф будеть возрасталь фулющя (3), и мы 
получавмь керавенство 


{5) 9») << 96). 


Но =. в 1. суть корни функции =); олБдовательно, по равенству 
{3) мы получиитъ 
9) =, 


(аз) =; 
отсюда неравенства (4) и (5) получають вндъ 
$(а} < 21, 2:59). 


Но >, олВдовательно, подазно 


4) < +0), 
то воть 
_Р@® дь_7 0) 
те <? РО 
или охопчалельго . 
#0) Г) 


о Роз’ “ 


что и требовеловь докизаль. 
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Теорема П. Воли въ промежутки (в, 9) фулиния {=} ие имтъеть 
зеществениыхь зорней, первал же производния ‘имтетв одинь коренъ, а 
вторая производная ие имтетз кория, причемь знаюь этой второй про- 
ззводиой совпадает со знамомь самой фуняцеи, въ этомь промежутать, и 
если имъеть место перавеиство 

о _ Ка, 


Гы 


зло уменышенемь промемкутиа встда мозено будеть достимнуть толо, 
то для новало промежутке (в, ®} будеть изаьть ъсто неравенство 


6) _ Ка) 


[о ГС в 


Обозначить через хр корень первой производной. Тажь какъ (а) 
и (2) одного знака во веемь промежутюь, то фувкия 


К). 

#@) 

будеть возрастающал въ разематриваемь промежузюв (а, 6). 
Раземотримь промежутовкь (а, 8;) и будёмъ даваль числу В: убы: 

заюл численныя зпачешя, начиная отъ чиела В, и неопрецвлено при- 

ближаюдуяся къ корню #5. Тогда функщя 


+61) — (а) 


будеть убывающая, ибо будеть убываль первый членъ $(6,). Шоли быле 
положятельшымь мервоначельное значеше изятей разпоети 


9 )— (а), 


‘то это значеше должно будеть, убывая, приближаться въ - <, ибо 
число Фо; №5 которому приближается число 6,, есть корень знаменателя 
въ выраженн фуници (2), и, слёховательно, мы зойдемь до такого 
значешя 0), при которомъ будеть имфть изето неравенство 


$() = — 


$6.) — э(а) = 0, 
#8!) _ К) 
теор Го 
что и требоващось доказать. 


Можио было бы оставить зерхнй продьть © промежутка (&, 6) безъ 
черемВны, & увеличивать нижнй предёль а, причемь, разематривая воз- 


то есть 


2и—а, 


растающую фунецно +(2) — (5), можно было. бы взяхь за нижний предфлъ 
чиель @,, настолько близкое въ корню 22, чтобы было 


КО) _ а) Ш 
О ем. 
$ 25. 


Обращаясь къ приложенно теоремы Видал’а къ отдленйо корией, 
вводомь поняте о, тажь называемыхь, указатоляхь фунищй ряда Видал”. 
Будемъ называть ужазоинелемь функций [4 (5%) пе промежутюв («, 8) число: 
потерь перемфиъ знака въ рядВ 


7), Ге), ... 79), 


соотвтетвующее промежутьу (а, В), ин будемь обозначать его А»; тогда, 
всякому промежутку будеть сооотвфтотвовать рядъ указалолей 


А, А,,... А. 


За А„ можно принять тиело нуль. 
Очевилно, что два рядомъ отоянйе указателя могуть отличаться не 
болбе, чЬхь на Ё, такъ что можеть быть одно изъ трехъ 


=А,-1, 


Ане 1. 


Ария Аь, Ау, 


оли первый указатель Да==0, то по теорвыВ Вийата пе суше- 
ствуеть корпей задалной фупкщи (т) въ промежутюв (#, В}. Когда 
А =1, то по той же теорем$ долженъ существовать непрежВнио одишь 
простой корень, который таким образомь оказывается отдфленным чи- 
слами а и В. Все, очевидно, сводитея къ указанно правиль. какъ надо. 
разсуждать въ случаф А 22. 

Раземотримь первый слфва указатоль, разный едниинф; существо- 
ваше тажого указатоля очевидно изъ того соображенёл, что первый уна- 
затель не меньше увела 2 (ибо мы разомалриваемъ случай А 222}, а по- 
вхВдЕЙ равенъ нуло, два же рядомь столщихь не могутъ отлифаться 
больше, чВмь на единицу. Итаюь допуетимъ, что 4,==1. 

Метода Росмег состоить въ томъ, что показывается, что уменьше- 
иемь промежутковъ можно первый, равный сдиницВ, указатель перехви- 
нуть вифво, т. е., другими словами, уменьшить значон!е №. Такемь обра- 
зомь въ кониф вондовЪ можно указатель, равный озиниыв, номЪетить па 
первое место; (или же добтитпуть того, чтобы первый указатель быль 
равенъ’ нулю. 
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Раземотримъ предыдуший указатель ^,_}‚. Очевидно, что этоть ука» 
залель долженъ равняться числу 2, ибо, волн бы онъ равнялся единиц, 
10 А, не быль бы первымъ, равяымъ еданиц® указателемъ. ели же 
А,-1=0, то передь укавателемь А,_, должен бы существовать указа 
тель, равный единицф, ибо перзый ухазахоль ме меньше 2. Будемъ раз- 
осматривать елБлующ указатель Ар... Сближая предфлы в п @, можно 
достигнуть того, чтобы указатель А„;: сдфлаль равнымьъ пулю. Въ самомъ 
ДВлу, равенство 

А, =1 


похазываеть по теорем Вифыта, что {1 () иметь одинъ только корень, 
причемъ этоть корень простой; слЪдовательно, указывая два числа о; иВ,, 
достаточно близыя съ двухъ сторонъ къ этому корию, можно достигнуть 
того, что въ промежутюв (1, В;} ме будеть корней производной {+%{х). 

Итаюь, для промежутка (21, 81) указатель. Ар, можеть быть или 
пуль, или два; по, тезъ каюъ фунвшя Ё+0(2) въ промежутВ (1, В!) 
не мфняеть своего злака, фушкщя же /®(2) мБняеть свой акт про- 
ходя чорезь едилотвениый свой корень, то рядъ функый 


ВН, Мене) 


предогавляеть перемфну знака. до корня функция {5 (<) и повтореше знака 
посл этого корня. Другими словами, въ этой пар функшй пронсхохить 
потеря одной перемЪны знака при переходь оть о; къ В,, значить, ука- 
затель фунищи /%(2) колжень быть на единицу больше указателя функ- 
щи Ня), и, олховательно, для промежутка (1, В} выфеть мёото 
«лвдующ ряхь укавателей 


Ара, А, Ария 


Что каезется двухь другихъ промежутковъ (=, в!) н (В, В), кото- 
фые остаются оть промежутка, (&, В) пояЪ выхфлешя, то, очевидио, что 
въ этихь двухь проможуткахь будеть А, =0. Въ самомъ дВлЪ, въ этить 
промежуткахь ивгь корней фуякщи К, нбо эта фунишя иметь един- 
ствеяный корень въ среднемт, промежутк» (а,, В). По теорем Видаль 
указатель фунющи в хаждомь изъ цвухь поолфднихь промежутков 
должень или равияться нузо, нип быть больше нуля на число четкое; 
<ъ другой оторопы ужезатель АД, на всемъ промежуткв (а, В) равенъ’ 
зуммв указателей (что слЪдусть изъ опредфленья), соотвтотвующихь 
тремь частямь проможутиы & тажъ кавь указатель равешь единниё для 
ввего промежутка и для средней его чаети, то ошь долженъ, очевяхно, 
равняться нулю для каждой лзъ двухъ крайнухь частей, и, сёдовательно, 
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для каждой изъ двухь этихъ прайнихь частой порвый указатель, равный: 
сдипицЪ, будеть лёзЪе оть указателя А». 
Итажь, весь вопросъ, слВховатолько, сводится въ разомотрёийю случая. 


А, ‚Аны=0. 


Въ’ этомь случаВ мы выдниь, что фунюшя #+0(5), которая есть. 
це что иное, кавь зхорая производная функц /®-5(5), не иметь корня: 
въ разематрипаемомъ промежуткВ. Предыдущая функшя /%(2), (порвал 
производная оть /-1(2)) ныфеть одивъ корель; фуньтия же 28-52) 
должна ‘ныть или два кория, или ии одного (теорема, Вийвт?а). Называя 
черезъ « и В границы нашего промозуска, мы видимъ, что, если 


ее [ем 
8 Аа) >1— 


то фушимя Де-0(2) не ныфеть корня въ хапиомъ промежутке; это сл- 
дуеть изъ приведенпыхь ральше теоремь. Въ этомъ случав функщя. 
[е-5(@®) не м5вяеть своего знака въ промежутюв (а, 8}. 

Тажь какъ въ тооремВ Виймга существениую роль играеть ве то-. 
оботоятольство, что поелфдиял функшя ие мняеть епосго зпажа въ дан- 
помъ промежутк, то, изелвдуя промежуток, можно прилатать творему` 
Вайата къ ряду фупьшй. 


Же), Р@), ...Ре-5а), 


остановленному на функши, не иБнлющей своего знака зъ промежуте%.. 
Слфдовательно, разомалривая указатели послфдняго ряда, можео будет 
после увазатель считать равнымъ нулю. Очевихно, что рядь новыхъ- 
указателей. . 


А, Аа, Ан 


а 


будоть предотавлять чполь на дзЪ единицы моньше прежнихь, ибо по- 
елЪднее число будеть 0, вмЪеото числа 2. 

Итакъ, въ новомъ рядЪ указателей указатель, равный единиц, 6у- 
деть стоять налфво отъ указателя д,_1- Если же будеть 


ев) _ реа) 
РИО — Ро < 


то нельзя сказать ничего опредьленпего объ, этомъ промежуткв; придется“ 
этоть промежутокь умепьшить введенемь произвольныхь проможухочиыхъ. 
чисоль, Продолжая такое двлеше, мы обыкновеино приходемъ къ про- 
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мсежуткамь, относвтельно которыхь можио высказать опредВленное суж- 
ден!о: пли, въ случаВ норавенотва, 


Де-5(в) Га) а 
ААВ — Ро 2, 


въ промежутиф не будоть сущесявовать вещественныхь корней, или же 
будеть заключаться одниь корень функши {*-0(2), который тахимъ об- 
разомъ оказывается отдБленнымъ. Въ этомъ поелунемъ случа уназа- 
тель А,_, промежутка съ отдьленнымь кориемъ должен, очевидно, раз- 
няться одиницф, ибо во воемъ первоначальномь промежутьЬ этотъ ука- 
затель равиллея числу 2 и, слдовалельно, въ повомь промежутев ука- 
затель це можеть быть больше числа 2. Итак, мы видим, что въ этомь 
блутаВ А’: ==, т. в. указатель, равный едниицВ, передвинуть на одно 
мото влфво. 

Продолжая такимъ образомъ послёдовательное .перемъщене налёво 
указателя, разнаго единищь, мы доетигнемь того, что оэтоть указалель 
помфотится на первое м$ото, т. е. будеть А, =1; тогда въ соотвфтотвен- 
номъ промежутеВ будет существовать одниъ только корень зеланной 
фуцещи И), который толизь образомъ и будеть отдфленъ. 

Можеть елучиться, что для нёкоторыхъ изъ раземалриваеньхь про- 
межутковъ будеть А. =0; тогда въ этяхъ промежухкахь не будеть кор- 
пей у заданной фуниши. 


$ 26. 


Мзложениый сповобь Рошмег отдЬлешя корней, кежъ мы видим, 
заключаеть слабый пункть, а имвино, можеть случиться, что при разено- 
тр»ши трехъ указателей 

Аь-1= 8, Ар = 1, Ав, ==0 


эти числа будуть оставаться для соотвфтотвенныхь промежутков, квхт 
бы далеко мы ни производили разбил промежутка на меньния. 

Такой случай будеть нить мото, когда въ промежутюВ («, 8) функ- 
щя /®-1(52) будеть имЪть двукратный корень 25, который, олЪдовательно, 
бухеть простымъ корнемъ функ /(2). причем иромВ хо три фунющи 


И) 


це пыоть другихъ корпей (фунвщя А+) при этомь предлоложени, 
очовихко, совофмъ не ныветь порпей въ этомъ промежутюв). Очевидно, 
зто какъ бы пи умоньшали промежутовъ, замнял его повыми (1, 81), 
заключающими корень Въ этомъ промежуткВ будуть заключаться два 
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вория равныхь 2 фуйкшн 7-10), одни корень у фунющи 2) и 
ни одного корня у функщи /®+18(%); слБдовательно, для вофхь такихь 
промежутковь чшола 

Арт, ды Ан 


останутон равными 2, 1,0. Въ этомъ случаЪ, нахь бы далеко ни про- 
изволить уменьшешя промежутка, нельзя достигнуть леремфщеня налтВво 
указателя, равпахо одиницф; на въ такомъ, особенно пеблатопррятновь, 
случаВ воогда можно убфдитьел въ существовани кратнаго кория фуик- 
ии /*-1($) проемами нахождешя иратныхь корией, указанными на, стр, 42. 
и едёд., или же въ крайнемъ случав трактовать такой неудобный для 
разсмотршя случай пра помощи теоремы Зита (стр. 385). 


о 


27. 


Покажемъ, какь поступаль въ томъ случа, ослн при подстановкЬ 
иЪкотораго чиела & въ рядъ функдИ! 


К), Г), ... Ре) 
ифосколько фуньщй подрядь обращеютси въ нуль; пусть эти функции будуль 
[°®), Гео), ... Рец). 


Разомотримъ еще слЪхующую функцию /@+8(5), не обращеложуюся 
въ пуль нри $=а. Очевидяо, что придется брать выЪето чиела а два 
чиела @--й н «—й, достаточно близця къ а по об огороны (й > 0). 
При этомъ, если @ всть нижпяя граннца промелутиа, то чнохо а замЪ- 
кять числомь ай, в числомь а—й въ случа верхней границы; 4 
можно выбрать настолько малымтъ, что ие, будеть равно нулю _чи одис 
изь чиселъ | 


(1) Рыаь, Рена, 


и 


© а ь, пе, 


Рен-да-- 1), ева), 


Рени), Ре). 


Но мы уже знаемъ, что первый рядъ долженъ представлять одия 
повторешя знака, второй же ряжъ одиЪ перемёны знака; олЬдовалельно, 
по знаку послфдней фуньщи {44+5(5) можно будеть опредфлить знакъ 
вовхъ остальныхь. Пусть будеть палисаяь рядь знаковъ при х==а, при- 
чемь вмЪфото соотвфтотвеннаго знака написало число нуль для вобхъ 
тьхь функц, которыя обрецалотся въ пуль при #=а; тотда, осли уело- 
вимел калъ пыфрою пуль пибаль тоть знаюъ, моторый соотвфтетвениая 
функщя получает при а--#, а подъ цыфрою пуль знамь, соотвЪтетву- 
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опий а—7, то легко указаль на основан сказаннато исЪ, какъь верх- 
же, тавъ и ниж зна. НапримВръ, если имфется ряжь зкаковъ 


— 0900—0000, 


то получнаь, папримфръ, такой рядъ знаковъ 


а4ь -- +++ 
а —400—--0000--. 
#8 —+ +-+- 


Укавалиое правило носить назваяе правила двойною знака. 


$ 29. 


Раземотрныь ‘теперь численные примёры и будемь примфиять спо- 
<объ Рошмог отдфлешя корнсй, 
Цримёръ 1. Пусть лаяо уравнене 


а 3—4 8-92 —#--1=-0. 


Имфемъ рядъ фушанй 
Куан фм --1, 
Ра) = 628 -- бай — 448 За 2—1, 


й 
[5 Е В 
ГО паи лов, 


В) оля . 
о 5= 202% -- 10228 — 4#—1, 


аж 1. 


1.2.8.4 


=6%+1, 


3.4581. 


Дъйствительные корик заланнаго уравневя }(4)==0 зажтючаютея 
между чнелами —1 н +-Т. Подетавляя Числа 


зъ рядь фунвшй 


=), Р(®), Ро), г"), РУ), Ра), Ч, 
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получаемъ слфдующ!е результаты 


ПЕ ОЖЛА ЛЬ 
о 
5 + +++ + 
[|+ ‚+ | + 
|+] + № |+ Е + 
++] ++] +++ 


Провзошло дв® потери перемфиъ знаца, пре пероходв оть —1 до 


1 1 1 В 
— 5. ДВВ оть 0 къ > и ДВ оть --„ кь |. Мы немедленно можемъ 
2? р р 


+ 
заключить, что между о и 1 дЪЙствительныхь корией иЪть, тажь кашь 
мы амфемъ 


Км, "в Ф-ь гов 


что даеть 


Въ промежуткВ (о, 3) ряяъ указателей есть 


2,2, 2,1, 1, 0, 0. 


.-, 


Первый указатель 1, сопровождаемый другимъ, равяымъ единиц, 
1 


заотавляеть наоъ сузлть предвлы. Подотановкь т дветь результаты 
Е+-+++, 
1 
откука видно, чо яЪть никакой потери при пероходь отъ нуля въ 7; 


1} 
1 ; 
достаточно разсмотрВть промежуток 18 ; соотв тетвующ рядъ ука- 


зателей будетъ 
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Такъ какъ мы пыбемъ 


пет о-ь ен 


то будеть 


отсюда заключаемь, что уравнеше 
г =0 


1 
; слфдовалельно, данное уравнене тоже 


т 1 
це иметь корней между 115; 
но яабеть ихь въ этомъ промежутив. Наколець, разсматривая рядъ ука- 


в 1 
зателей для промежутка (- 1, — 2) › получимъ 


2 1,6, 0,0. 


Такт КАкЪ МЫ имвемъ 
1 31 1 
Р-ев, рн, ”( 5) =, г" 3) 8, 


то будет 


”(-3) го 


яЕ) РЕ 


Р 
\то указываеть иа то, что уравнеше /*"(2) ==0 не имфеть корней нежау 


--а в —1, слфдовательно, в самь далиая функшя пе нмфеть корней 


зъ этомь промежуте. 
Италеь шесть корней нашего уравнены мнимые. 


Ириифръ П. Пуеть двио уравиене 
25 — 1225 - 605* -- 12347 -- 45675 — 8901250, 


раземотрВниое самимъ Ропег. 
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Получаемь для этого уравнешя рядъ фупкщй 


Из) = 8 — 1249 -- 60зя -|- 128? + 45675 —89012, 
Р-р — 60 - 24013 -- 2462 4567, 


о. 
ПЕ о пбая — обоя + З6ай 4-13, 


= 
ге == 2048 — 12052 -- 9405, 


== 1648 — 602 --60, 


Выберемь положительную п коль угодио малую величину #. Под- 
ставляя рядь чиселъ 


1, ф1. 4, +4, +61; 
получныь слЪкующие результаты 


: Ре) а") гг") 


10+ + |+. [+ 
1 + н|-1 +) 
ь +4 +|-|+! 
а +++ |+ 
и 
|+ |+ ++: + 


Гав хавъ мы залеёчаемь въ нромежутюв (—10, -- 10) шесть по- 
терь перемзиъ знака, то отсюда заключаемь, что во дЪйетвительные 
корин заключены между числами —10 и --10. 

Между —10 к —1 произошла одна потеря перезЪны зиака, сл5- 
довательно, между этими числами существусть веего один корень, кото- 
рый такимъ образомь отяБлень. 

Между —А нк -- 1 мы замБчаомь дв потери, что показывает, что 
сущебтвують два мнимые корня. 
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Наконець, между +-1 и --10 три нотери, елфдовательно, между 
эгими грапицами находится одннь нля три хВйствительныхь вория, 
Ряжь указателей функыш (<), отнесекный къ промежутку между 


числами Ги 10; ость 
3 


›2, 2,3, 3,1, 0; 


зычислешемъ паходимъ, что 


О В сю. 
#0) Га 

Этоть результать показываеть, что промежутокь между Гон 10 
слишкомъ зиачителень, чтобы можно было судить о природ корней по 
одной только операщи. 

Прежде чЪмъ уменьшить этоть иромежутовь, пужно поемотрьть, ме 
иметь ли уравнеше {#“{2) =0 равлыхъ корней между Ги 10. ДЬйстви- 
тельно, мы зам бчаемь, что 2—2 сеть общий дЬлитель между /*(х) н 
1*(); въ другой стороны этоть бишомь не дфлитт фуцкнй 


Р'(з), Га), г), ®, 


иредшествующихь /“(2); значить, можно будеть уменьшить на 2 пять 
порвыхь указалодой. Получим повый рядъ 


1, 0,0, 0,0, 1,0 


который ноказывасть, что отдфлеше корней закончено. Нтажь, предло- 
жениое уразнене иметь только два дЪйствительныхь кория; одниъ между 
—10 в —1, другой можяу Ти +10. 


Теорема Мем4оп’а. Доназательство Зумезег”а. 
$ 30. 


Въ занлючеше упомниаемъ объ одной теоремВ Ме\чфог’а 1). Эта тео- 
рема была дана 6035 доказательства и доказана была въ первый разъ 
Зутезвет’омт 2). 

Раземотримь уравнеше . 


вн... ры = 


роз" 5 рита 
съ вещественными коэффищентами. 


3) 18. Мезют. АтИлшей са, питегва Ня. 
3) БУменег. ТеапзаеН отв 0ё В. [98В, Асаа. $, 24 (1871). 
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Составиыъ два ряда чиселъ 


Ро, Ра, с. Рь 
0) 
Чо; Ч» @2,.-. @» 


при чемъ первый рядь соетазлеть изъ коэффищентовъ заданпато уравне- 
и, а второй рядъ указамь формулами 


@- и —--1 
9—4. =1, вре и ) релвын. 


Каждые четыре числа, 
РН 
ЧН 


предетавляютъ отцобительно знакозъ одинъ изъ шеоткадиети случавеъ 


Е 
НН -= 
ы ++ ++ — — 
НЫ ++ 
ии 
+ 
+++ -+ 
НН -- 


Эти олучан мы будемь указывать сяфдующими зыражонями и сим- 
волами. 


а) Постоянство — постоянотво... РР 
Ъ) Постоянство — перемвиа ... РИ 
в} Перемфна — перемвна, ..- ТИ 
&) Перемфна — постоянетво ... УР. 


Теорема Моиют’а. Число положительныхе жорнев уравнеин це пре- 
сасходить числа ТР аз рлдаль (1), а вели менлие, по ие число четнов. 


Число отрицателоиить корией ие превосходить чиела РР, а вели 
меньше, то иа четиов число. 


Доказательство Зууезит”а состоить въ томъ, что онъ доказывасть 
повую творему,. изъ которой теорема Мечёот’а получается тоиныт, же об- 
равомъ, какь теорема Пезеалёез'а изЪ творомы Вайт. 
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Теорвма Зушезета. Пусть будеть задано уравнение п-ой степени 
Иа =0. 


Помпея 


Ра) =Па)р, Рея) = ер, 
ет 


2 (е) — Гор еее) , 


оставил два ряда функийь 


#2) ‚ Г(®) ‚ Ра) `,... 9) 


8) 
(2), ТР), В), В. 


Чцело лезоацияль между а и $ корней (х) или равно или ив чет- 
ое число меньше, чльмеь число потерь перемтииь — постояиствь (ТР) въ 
ряда (8) при переходь отз а въ Ва. 

Число лежануить между а и Ь корней Ё(х) или равно или на чет- 
цое число меньше, чзымь число прлобрьтенй постолиствь — постоянетву 
{рр) вь рядаль (3) пры переход отз а чь $`>а. 

Мы получишь изъ теоремы Зу!уеяфега теорему Мечфот’а, если при- 
мвлимЪ теорему къ промежутку (0, <>), ибо 


ет 
(® 


240) = (1.2... [*-— в-ав-н], 

’Мы не будемъ останавливаться на доказательств теоремы Бууезвег’а. 
Читатель найдеть подробное доказательство въ книг Юл. Сохоцкаго. Выс- 
зиая алебра. Болфе коротыя доказательства можно найта въ клиг8 Ц. \е- 
Тега, Бору Чег А]верга, а также въ иниг Ребегвел, Тибоге 408 вдиа- 
Чопз Мевыацоз 1897. Дучше 2же всего посовфтоваль обратиться въ ме- 
ууару самого бумезега. 

Теоремы Зууежеть и Мемют’а часто въ приложевяхьъ дають луч- 
пе результати чёмъ теоремы Войал’а и Позсамез’а, ибо по этимъ теоре- 
мазь можеть получиться бохве низый предвхь для чнола корней, заклю- 
чалощихея въ данномь промежуткв. Это попниее предфла промеходять 
потому, что при теоремВ Вибала разсматривелотся только неремны знака 
перваго ряда функщй, а при теорем® ЗУхезега откадываются изъ пихъ 
т, при которыхь второй рядъ дасть тавже перемфиу знака. Указапиому 
пренмущеетву теоремы ЗичежеРа иередъ теоремой Вийао’а я придаю 
мало значеня, ибо я лично считаю сомннтельримь практаческое значенте 
зофхь шруемовь отдЪлешя корпей вифотВ взятыхъ. 


ТГДАВА ЗЕ 


Теорема Эилеи’а. 


$1. 


Будемь разомагривать уравнеше /(2) ==0 ось веществекными #08ф- 
фищеятами и простыми корнями. Обозначая для сокращенл /(2) черезтъ 
Т, мы замтимь, 970 у фунвцш У п ея производлой Т’ не будетъ об- 
щахъ хфлителей. 

Будемь относительно фушамй Г и Г’ производить выкладку нахо- 
жденя общаго панбольшато двлителя при помощи нослфдовательнаго д$- 
леня. 

Оть двлешя ТУ па Т’ получихъ остатовь, степень котораго не выше 
п—2, гл и степень функци . 

Изыиныь знаки у вофжь членовь остатка; тогда, остатонь обралитея 
въ функцию, которую зазовемъ У». 

Будемь дьлить производную У’ на, У; к обозначимь черезь Уз обта- 
токь съ изыфненнымъ знакомъ. Залфмь будемъ хвлить фуиьало У» на 
фуниило У; ч продолжать дБлеше далфе, изиъкля зеяы разь зпанъ у 
осталка. 

Получаемь рядъ остатков» 


ть, У; ТР, ... И, (<) 


степени которыхь убывають. ПослВднй осталонъ 7, должент, быть повто- 
яннымъ числомъ, ибо Ги Т’ не имЪють общихь делителей. 
Указанный слособъ вычислоня приводить къ ряду функ 


@) ТТ, Та, 11, ... И 


который мы для сокрыцошя будемь называть рядома фуницй Энитт’а, 
соотвтетвующихь фунващи ТР. 
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Обозначая через 


9, 9. ..- Чаи 


чаетныя въ лослёдовательномь дфлениг, нолучимъ между фузошями Бато’ а 
олввующия соотношеня 


У 7, — №, = 1,0, —7,,... И 


з= 7,191 — У, 


Подставимъ нфиоторов вещественное число © вы'5ото х въ рядь функ- 
щй Зншлию я нанашемъ рядь анаковь результазовь подстановеи въ та- 
комъ ке порядк®, въ какомъ расположены фуикази Зёину?а,. 

ЗВудемь иззывать число перемёнъ знака въ ряху фуикш Эыхига, 
получающихся посл подстановеи числа «‚—числомь перемфиь, соотвЪт- 
отвующимь @. 


Теорема З+игиРа. 


$3. 


Число перемьнь знака в5 ряд} функий ЭРитита, воотоътетвующихь 
меньшему чисау х, ие ментье чиела, перезиьна, воотвтипетвующихе большему 
числу В; при чемь число потерь переммьна-знака тр переходь от в къ В 
точно равно числу вещественныхь корней фуниши У= (®}, заключаю- 
чуитол между числами я и В. 

Примфная соображеня, аналогичныя тЪагь, котопыя мы производили 
ири хоказательств® теоремы Вадал’а (см. 5 12 глава Х), мы холжны бу- 
демъ заставлять независяную перемфнную х непрерывно возраетать отъ 
а до В. Нри этомъ мы должкы принимать во вниман!е язмёнене знака 
всякой функши Т;, если только перемфнная х перойдеть черезъ корень 
этой фунюуи. ` . 

Првхотся разематривать два предположения: 1) изыфнене числа пере- 
мънъ знака при переходВ черезъ корень первой функц 7, 2) изывпене 
числа церемиъ зпана при переходВ черезъ корень одной изъ промежуточ- 
ных на У, Ть,... Та (7. — не мЪняеть знака, кавъ. чиело по- 
етохиное) 

Докажем, что при переходв независимой перемфниой х черезъ ко- 
рень функци Т всегда теряетея одна перемвна знака. у 

На основа теоремы 8 9 главы Х замфчаемъ, что отношенше 


7 
у 
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при переходв х черезъ корень а оть мвнышихь значей къ больший, 
лерсходить отъ отрицательныхь значешй нь Лолозиительнийгь; значить, для 
значешй я - й будемъ имВть при достаточно малыхь по абоолютной. 
величин знайоняхь й норавонотва 


14< 0, т-<4 


#>0, >09. 


Мтанъ, мы видимъ, что явф фуикши Т к Т’ развныхь знаковъ .прн“ 
зназешяхь х меньшихь кория а н добтахочно близкихь въ нему и одного 
знака при зивчещяхь х, нелоередотвенно слВлующихь за корнемь а урав- 
нешя Р=0. Птавъ, до дория а первые два знажа, въ ряду Зылига бу: 
дуть давать перемфпу, посл же корня—-повхорене н, сяфдовалельно, при. 
переходь черезъ ворель уравнешя Т-=0 происходить потеря одной пере- 
мёны знака въ ряду ЭЗипти’а, вели пока ие обращать внимая на ‘= 
пропеходить въ ‘слвлующихь функщяхь ряда Эиита, 

Почажемь хеперь, чго при переходь черевъ корень одпой изъ про- 
межуточныхь функщй ие пропеходить изубнещя чволе поремфиъ знало». 
Въ самомъ двлЪ, пе чрудно убЪдитъся, что лля значешя 9, обрыцающато 
въ нуль функцию ТР», не могуть обращаться въ нуль рядомъ стояния функ- 
ви Гь-ги Тыза. Предволожимь обратное, т. е., что при 2— В двф ря- 
дом стоящил функц У„-, в Г», обращаются въ пуль. Тогда на оено- 
ванш равенства, 

(в ая Тб» Ива 


что 


лолжна обратяться въ нуль при #==6 и сяздующая фувкшя Ур. Ири- 
лагая подобное разоуждене, замфтимь, что обратятся въ нуль во: 182 
дующя фуныи Ть., Уре, ... Г,, что невозможно, ибо 1; отличное' 
оть нуля постоянное число. р 

Полагая въ фавенотвВ (1) х 
получимъ 


ТАБ В корень фуккшм Ум, мы 


Ри == — Ты 


зн, олёдовалельно, результаты подотанововь кория Ф въ ряломъ отояиуя 
функия Т,-, и Гы, разимхь знаковъ. Отеюда мы видимъ, что, воде бы 
знаки ии имбле фувющя Т» при значощяхь # сосфднихь по 06% сто- 
роны еъкорвемь 6, въ ряду фунешй | 


Ра, Рн, ыы 


бухоть. воегда одна перемфна знака, ибо крайИя функцие--разныхь зна- 
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ковъ, а знавъ средней (пн +=6-—4 в д==б-Р) будеть зъ обовхъ 
случаях совпадать со знакомъ одной нэъ крайнихь. Италть, мы видамт, 
что при’ переход черозъ корень одной язь среднихь фунний не проио- 
ходить изувношя пермёиь знана въ ряду Зыпчо. 
< Резюмируя вое сказанное, ‘мы видимъ, что при непрерывномъ возра-. 

сташин 2 отъ а до В могуть происходить измфненя числа первбыфнъ знака 
зольно при переходь у черезъ корень перзой фунющи У, причем при 
иереход} черезъ каждый зорень пронеходить одна потеря перемфны знака, 
въ первыхъ двухъ функщяхь. Слфдовательно, общее чнело потерь. пере- 
мЪиъ знака прн измфнони  оть о до В будеть равно чиелу корней функ- 
щи 7, завлюченныхь въ промежутюВ оть а до В. 


$4. 


По’ поводу докозашиой теоремы упонинемь о трехъ замфчанахь, 
тринадлежащихь самому Зизеир у. 

4-ое замтьчение. При послздовательномъ вычислени остатковь ‘ имф- 
емъ право умножаль или дфлить на произвольныя положительныя числа 
вс дфлимыя и вс дфлитоли; оть этого фувкщи Зыиота получать поло- 
жительныхь множнтелой, что не отразится на-ихь знакахь. Надо избЪтать 
лиить введеня отрицательныхь множителей, 

8-06 залтьииме. Уеламе, чтобы посяфлная функтя Т, облзалельно 
была, постолннымь числом, нс итраеть никакой роли въ доказательствЪ. 
Докавалельство предполагаеть только, что поеяфдняя фуньшя Т, не мф- 
цясгь ‘знака, когда х измфияетея ть, ‚а до В: Охсюда слбдуеть, что 
вели кацая нибудь промежуточная фунющя 1; ле имфеть коряя межу ® 
мВ, 10 ив это фунвши можно оборвать ряду быть и влфдующихь 
функий Рна,. ца... И, ие разомелриваль. 

3-е залпьчене. Можетъ случиться, что `кла одного изъ предёловъ с, 
8 обрыцается въ куль одна или пБоволько фунюций Зилттл?ау. это ‘обетоя- 
тельотво ив производить однако никакого недоразумьюя при счет чибль 
перомфиь знака. Достаточно замфнить въ этомъ случаЪ х вай ив 
на В--й, гдВ`й сколь угодно малая величина. Если первая функшя И 
обраацаетен въ нуль для одного изъ предёловъ а или В, то двВ первыя 
фушиин 7, 7’ будуть прелотавлять неремёну знака при 2 =а-—й и 1о- 
етояногво знана при 2-=В--/. Чтр касаетея обращешя въ нуль при а 
или В одной изъ промежуточиыхь функо!! 7, то при в—й вли 2=В-4{- А 
будеть одна толькр церемБиа знака въ рядВ трехь фупжци Иа, Уь Инь. 
Практически д®ло споднися къ отбрасьванто фунюышн У, разной нулю; ибо 
ту же самую одну перемВиу зиаха продетавляоть повлфдовательноеть 


У, Инт. 
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Теорема Зёати’а ирнлатается безъ вндоизмВиешё также къ случало: 
уравнений, имфющихь кратные корни. При этомъ необходнмо кратный ко- 
`ень считать за одииъ. 

Въ самомъ хзлВ, пусть Х-20 будоть подлежатиое изучено уравие- 
346 от кратными корнями, и обозначимъ черезт, Х' пронзводную ето нервой 
части. Будемъ пекать при помощи послфдоватольнато дфлешя общаго на- 
ибольшаго дЪфлителя фупкщи Х в ея производной Х’, ие позабывая мё- 
зять зпакъ у всякаго осталка. Мы получимь рядь фупещй 


6) Х, №, Х,,... ХХ. 


изъ которыхъ послфдияя ис будеть поетоянною, а будеть общимъ ная- 
большимь дфлителемъ фунещи х, Х! и бужетъ, олфловательно, дЪлить. 
ве% остальныл фупкши. 


Между фупещями (1) существують соотношешя 


(2) Хе. — Хы. 


тд @; цълая фуившя. 

Если мы обозначимьъ черезь ДР произведен общихь липейныхь мно- 
жителей Хи Х', то дВия на О веЪ функци ряда (1), получимь рядь елз- 
дующихь ифлыхъ функый 


8) СТ, У)... РА, 


изъ воторыхъ послдняя приводится къ востоянному числу. Рядъ (3) уло- 
влетворяеть возмъ свойствамь теоремы Эвагпга, ибо во первыхь на оено- 
вали (2) будуть имть ыЪето соотлоеня 


Я =: — Ты, 


х 


. У Ч 
а кромф того отношеяе у по теорем 8 9 главы Х переходить че- 
1 


резъ корень фунеши Х восгда оть отрицательлихь значешй къ положи- 
тельнымь. Итакъ, число корней Х въ промежуткВ а, В можно изелдо- 
вать по перемфнамь знака, въ ряд (3), но число перем ть знака въ этом 
ряд® тоже, что в въ рядЪ (1), фунюши которато отличаются отъ фупн- 
ци! (3) однимъ и тВУъ же множителемь Ш. 


Такамъ образомъ рядъ (3) можно замфитть ряломт, (1). 
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$6. 


Пояенимъ теорсму Эаги’а на примЪрЪ. Найдемь чиело веществен- 
ныхьъ морней уравненй ‹ 
{1 +82 — ам=5, 
гдз а положительное число, ри 4 числа натуральныя, & Ь вещественное 
число, которое можеть быть какъ положательнымь, тажь и отрицательным. 
Для нахожлешя числа возхъ вежщественныхь корней уразненя (1) 
достаточно принять а == — со, В = -|- со. 
Итажь будемь изолВдовать корни фуикши 


У= (а) —а4— 6; 
ел производная будеть 
У е а)Р- Це д-р 9=— (р 94]. 
Двля 7 на У! и измфняя знань у остатка, получамъ 


6 (р 9? 
2 4ра ^ 


Теа ра + 


Дбля далЪе Р’ ина У, и продолжая процесеъ послЗдоватольнаго д%- 
лена, получимъ остальныя двф функши Эагига 
У=И (+9) —@ФШ— 94} 
279 6 
Ф-+ 9" аут" 
Разберемъ отдЪльно четыре елучая 
Г) р —четное, д- четкое 
а) $>0 
1) 5 ро 
(ау (р-он 
|7, Р', У, Уз, 7% Число перенфнъ 


И К 
+ — + 4 


== (-- 1 


4 вещественных 
корня 


ъ 
9 — 
2 рарн > -он 
У, У, Уз, Уз, ВА Чнело перемфнъ | 


2 вощественныхь 
корня 


Че ++ 1 
5+ + : 
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з Ь __ ВР 
ан фон 
Чт ТР, И ‘Число перомфиь | 
Ч =| + + ит о о 3 вощественнияхъ” 
в 3 коря 
Въ этомь случа Г, =0, сяздовахольно; корень 
2 Чи 
Яр а“ 
фуявюии Т, будеть двукралнымъ корнемъ Г. 
Во о 
1? У . Г, Чпело персов | 
+ о | = и —_ 4 2 | Пугь вещественных» 
09 - — + + +! 2 корней. 


Остальные случая укажемь, ие вылибывая подробно знаков® функий 
Бетита. 
11} р-- нечётное, 94 — четное. 


а) >60. 


и 
< 27 


1) ван етой 3 вещественных, корня. 


2". Во . 
Эрдян> {2 {р ран’ одинЪ вещественный корень. 
$ а 4 
3 ; 1 двукрахный корень &.. 
ан р У р ‚ Р-Я 


8 5—0; одинъ вещественный корень. 
ИТ) р— четное, 9— ночетное 

4} > 0; одинъ вещественный корень 

Э5<о 


Й обед 
и $3 ь 
1) ан ЗЧ 3 вешественныхь корня. 
2 вать р одинь вещественный корень. 
р 
8). РА 1 двукратный корень аи. 


ито 
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У) р — нечехтное, @ — нечетнов. 
в) &`>0. Два вещественныхь корня. 
8) 5>0. 


Л Й __ РВ 5 
)- ая (рае 2 вещественныхь корня, 


ь Ра з 

3) — рези он: нъть корней. 
3}— $ 1 двувр. корень 1 
(2а} р11 


Икалть, мы видим, что данное уравиене не можеть нимть болЪо 

4-хь ветественныхь корней. 
$т 

ЧГеорема Зышт’а можеть быть измфнена тахимь образомт, что вмфето 
послфдовательныхь осбтеляовъ оть дВленя фунююя на вя производную 
можно за функции Эьатт’а выбирать полиномы, воставляемые хругамь 
образомъ. Такое видоизифнене увеличизасть практиЧеекое и теоретиче- 
свое значене ‘теоремы Эёлерта. Метрудно видЪГь, что при доказательств 
теоремы Звили’а играло роль не то обстоятельство, что функ Эбдгиз’а 
составлялись послЪдовательныме дълешемт, & ольлуюния четыре свойства, 
функайЯ Эбттил”а: 

1) поелёдияя функщя |, не мФняеть своего знака между разомагри- 
заомыми вредфлами; ` 

9) когда ‘при ‘ифкоторомь значен эта обрмцается въ нуль одна 
въ промежуточныхь функц, то рядомъ стояшуя по 06% стороны функ- 
щи должны припимату значешя разныхь зиаковъ; 

3} ни дия какого частнаго значещя х въ данномь промежутюз не 
шогуть обратиться въ ‘нуль дв ряжомь стояцйя фунищи Эвитига 

4) при переход» черезъ корень иервой фупкши Т оть значенй 


, 7 м : › 
меньшихь к ббльшимь отноше т; зв Г, вторая фунищя ряда Эиги?а 
В 


можеть и ие быть производною оть Г, переходить отъ отрицательныхь 
значе къ положительнымъ. 


Очевидно, что, калнигь бы образомъ пи составлен быль рядъ фупеций. 


{1 1 
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число хорней первой функции Т, лежещихь между я и В>а, равияетея 
чнелу лотерь перемфиь знажь при перехох® оть я къ В, если только 
фунецщи (1} удовяетворяють постазлештымъ выше четырем свойетвамт. 


$8. 


Чаото могуть быть употреблены съ пользой ряды функц, неудовло- 
‘творяюще указаннымъ четыремъ свойствамъ. Мы разомотримъ случай 
приложеня тавлхъ рядовъ, которые, удовлетворяя тремъ первымь свой- 
зтвамь, не уховхехворяють четвертому. 

Въ самомь дъль, вели отношоне 


г 
7 


переходить черезь нуль, назъ отъ положительныхь значевй къ отрица- 
тельныйь, таль п отв отрицательныхь къ положетельнымь, 0 въ ряду 
функция Эги?а при изызнеши 2 оть « по В можеть произойти одно изъ 
трехъ: или число перемфиъ знака не изуВнится, или произойдоть потеря 
нЪвотораго числа перемфиь, или же, изконещь, увеличеше чнела лере- 
мфлъ; пря этомъ воетда будеть происходить потеря перемфиь знака при 
переход черезъ корень функнш Т, при которомъ отношене т лере- 
ходить оть отринательныхь зналенй къ положительпямъ, в, каобороть, 
одно ныобрфлеше перемфны знака при лереход% черезъ корень другой 
ватегорн, а именло ташой, что отношея!е пераходитъ отъ положительныхь 
энаменй въ отрицательнымъ. ° 


. У 
Если ири переходз черезъь корень У отношене у. мфилеть 
а 


знова, то не происходить изифнешя числа перемфнъ знака, 

Назовемъ корень иринадлежесщимь въ первой катеюрйь, вели отно- 
мене (1) переходнть оть положительныхь значенй въ отрицательным, 
и обратно назовемь его ирииадлелсащимь ко второй козтезюрфи, воли от- 
ношене (1) переходить оть отрицательных значенй къ положительным, 

Пусть А обозначаеть избъножь чнола корней первой калегорйи падъ 
числомъ корней второй. : 

оли черезъ # обозначить натуральное число, па, которое изменится 
число перемнь знака въ ряжВ Эш’ при переход» оть а къ В, то оче- 


видно, будем изфть 
4=-Ь, 


тяз знакь - должен быть, когда рядъ Зина пробруютаеть ® нере- 
явнъ при пзуёнени 2 оть а до В; и знаюь —-, когда теряется # перемвнъ. 
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Есла число # равнлется я, степени фупюши Т, то, очевидио, что 
уравнене У==0 ныфеть вс корни зеществонные п иром$ того при не- 
прерывномъ изыъиеши х озь @ до В отиошюще (1), проходя черезъ нуль, 
переходить всяк разъ или оть отрицахельныхь зналенй въ положитель- 
нымь (А-=— я) али же велый разъ оть положительныхь значешый уъ 
отрицательнымь (А =-- я). Отеюда слЪдусть, что между двумя послфдо- 
залельными корнями функц: 7 долженъ существовать по крайней мфрЪ 
одинъ корень функщи У,. Если эта послЬдияя функщя лыВеть степень 
п—Т, то вя корня перемежаются съ кориями У==0.. 


$9. 


Разомотримт телерь условя пеобходимыя и достаточныя, для того 
чтобы при обышновенномь примВненш теоремы Зьги’а уравнеше У==0 
нызло веф корни вошественные, 

Обозначим черезъ #& число перемнь знака въ ряду Заширга при 
д=—— 2, & черезъ 4; число перемВнъ знака при 2== -- ©. 

Для числа вешественныхь корней мы получаемъ выражен! 


#— В 


Если ве п корпей функ Т вещественны, то получимъ 


) в—и= 


оли рядъ Эги’а есть 
7, т» У, ... Г, 


30 числа и Ё; не могуть превоеходнть чиела 7; но х<и, елЪдовательно, 
равенетву (1) возможло ие иначе удовлетворить, хажъ полагая 


Ви, В =0, 


ибо, если #20, то для числа # подучимъ значене болынее #, что не- 
возможно. Отсюда выводниь 7==и, 10 есть, для фупюцйь ТГ, импющей 


ав вощевтвениые порнь, рядь функций бити?а должень обязенлельно са- 


стоять из п--1 фу, ибо при 2 =-— оо число перемфль знана й 
холжно равнятьея ® и, сяфловательно, число самихъ функщЙ должно быть 
#1. 


Кром» того, рядъ фукищй Веиги?а ие долженъ инфть перем ть знака 
при &=-- со, и, олфдовалельно, во вовхь фунющяхь Зыили’» коэффи- 
щенты при старшвхъ членахь должты быть числа положительных, если 
мы предположимт, что коэффищенть ро старшаго члена функщи У число 


положительнае. Такъ какь коэффищенты отерицихь членов, функщи Ги 
ея производной У’ суть ро и иро, то условя, необходимыя п достаточных 
для вешественности вофхь корней фуньщи Т, будуть состоять въ томъ, 
чтобы старшие коэффищенты вофзху обтальныхь я — 1 функщй бетита 
были чиодами положптельными, у 
Получаютея таким образомь в .—1 неравонотвь между йозффииу- 
ентами функщи Т. Изъ этихьъ неравеногвт ифкоторыя могуть быть сявд- 
отели остыльныхь, тажь что чиоло услов можеть бъмв меньше »— 1. 
Для промбра разсмотримъ уравнене 3-ей степени 


Ге 
И 3 р. 


Будемъ дваить Г на У’, и, чтобы не вводить дроблыхь чивелъ, умно- 
жим»; согласяо замфчанио 2 $ 4, функшлю У да 3 


Заз --Зра-- За 32 р 
т 


за 


Отсюда за фупкдро У, можомь выбраль 


Будемъ дФлить У’ на Г», умноживъ предварительно Г’ на 4 


Тая 4 {-- 20 — 84 
122 -|- 18294 | 6х9 
— Ве 
— 18рах — 214? 
о 


Отсюда за функцно ТУ; можно принять -- 2142 —- 49%. 

Тажь вавъ общее число фунюцЕ въ данномъ случа равно и-|- 1—1, 
то усломемъ веществояности будуть неравенотва, число хоторыхь равно 
в—1=2 


—2р>0, — 2742 — 43 >60. 


Нетрудно видЪть, что неравенство р<.0 воть простое олВдетве ‘но- 
фавенотва 2742 -- 473 < 0, ибо это неравенство, очовидно, не имфатъ мфоха, 
при 2 положительномь или р==0. Итожъ, дня воществонноети корней 
хравешя 

ре ч=0 
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цолучастся одно условге . 


в э 
ки, 
какъ это мы видбли вт 8 9 Главы ИГ. 


Связь съ непрерывными дробями. 
$ 10. 


По ходу пычислейя фушющй Эыичя`а, предетавляющаго алгорномъ 
Эвклида для разложеня дроби 
2) 
/=) 


в нопрорывную, видна связь тоорены Эипгь съ тоорей непрерывныхь 
дробен. Углубимея нЪоколько бояфе въ эту связь, причемъ начнемь оъ 
замчательныхь изолвдованй академика А. Маркова 1}, публикованныхь 
въ мемувуБ „О функшяхь, получаемыхт, при обралдени рядовт, въ непре- 
рывпыя дроби“ 1894. 

Пудемъ раземагривёть безконечный рядт, 


ый 


Г=Ячаич... 


причем предположниь, чо &%50. 
Разоматривая обратную фунвцпо, получамь 


ТАЗ 


2) Приложене гь ХХ! тому Запиюокъ Имиер. Акаденйг Наукъ. 
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Поля 50, то подобнымъ же образом получимъ 


р=ь--, 


та 


Параметрамъ 
№0, 5) 92, .-: ато, бат-1 


мы будомъ давать воществеиныя значеня; при томъ только тая, чтобы 
ни оданъ изъ опредфлателей 


8591 82 
50 31 р 
А ==, До= А == | 3; 39 38|... 
51 82 
152 58 84 


ле обращался въ пуль. 
Мя будемъ въ дальнЫйтемъ чаложени употреблять обозначеше 
: Ви |. 
Зъ такомъ случа 
Чь, 92, ... 11, 2, Чи 


цБлыя фуявщи порвой отопени отноеитольно. =. 
Обращая дроби 


въ обывновенныя 
$0) +)  чи®) вы) 
9)’ 4) ^^)" ба 


397 — 


мы можем получить 


$ (2) = Вл Рькв Е Рыяй +... Рф 


и опредВлять отношеня 
Ра Рак 


Рук’ Рьк ^^ 


изъ уравиеий 


зоРьь -- Рук гол... Е Вр | зкРы == 0 


я.Руь + Ри заРь +... Ред | Эна Рк = 0 


к-т Род-- зкРьь- зы Рад-... зао Рь-ьь АР = 0. 


Эти уравнения получаются изъ того соображеня, что выражен 
31 у 52 
ия... 
мия 
16 должно заключаль членов 
Е 


т. е. другими словами должно бы, 


а 
Чет == 9) + дат +. 
бо 1) 
Е 92) _ 1 . 
42) ие екауаны — Аыы) — Фь-1(2)} 
Рьшая уравненшя (1), получямт ы 
У 2 
ха, ЗН 
| 
38-15 Зиу с. бащ-в, баня с Зак | 


Когда функия %(х) составлена, петрудие уже составить и функщю 
244) = Фок -- Фе + Фълие --...-- Фа 


которая должна быть равна, цфлой чабти произведеня %(т)у. 


“ 1) Д, Граве. Элементарный куреъ теорш чиселъ. 1913 г, Второе изд. Стр. 187. 
$ 10. (1). 
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Именно, въ силу только чго указаинаго требовиия можежь надиеали. 
лвдущя формулы * 
Фок = 6 Р-Н зл |... зк-ьРьь 
8 = зо Ри --. 


Козффиентъ Р,, остается пока неопрехВленнымт: Конечно эта 
иеопредвлениость пропадает въ выражены дроби 


©1(2) 


4.) ° 


Ебли же мы хотамъ, чтобы чиедитель и зкаменатель дроби цолуча- 
лиеь по извъотнымъь формулам 


фи) = ва, (=) = 9) — 1... (в) = ыы (9%) — Чиа) 
Хх) =, 942) == 4 5... Фи) == быфи 12) -- 9, 28), 
то должиы удовлетворить уравненямь влБлующаго ВИДА 
(ор Ри... Ри) Рые- - 
| +... ак аРьли с) ==Т. 


4) (бк —1(0) -- вр (0) (0) = 1. 


При разематрв и нослфлвяго уравнен:я полезко ввести опредВлитель, 


о 88! 
18 52 88 и Зы | 
{3) еее 
5-1 8% З81 >... 58-2 б-1| 
о... т у 
и его мипоры й 


УВ 


Подь А; мы подразумёваемть произведене (—Т)7 на, опред®ли- 
тель, получаемый изъ (3) вычеркиваюемт 7-- [-ой горизонтали (очнтая 
<верху) н 2--1-0й колонны (считал олЪвал. Зам тимь котали, что А==А=Анк. 

Введя тая обозначены, мы можезь предегавоть отношеня 


2ы Вл. Вы 
Ры’ Рид’ ``’ Рк 


цодт видом робей 


а отномеюя 


‘одъ видомь хробей 


Уравнение. (2} нриннмветь вид, 


(обе збь-г о. в лба а 
мевоб-т Е ба-ь Р.Н Зе адели) 2 р 
. Ри 
или : 
в За (Ал Аон-1 — Анквллс) Е (Аза ь- — Завд) +. : 
ДьАь 


2. {Ав -ньдол- — АрьАььд-а) Е 5 -аАаявол-т == 


Ньы основант 5 41 главы 1“, получимъ 


5858 0... | 


А: 560л-1 — Аб 


| 8 АН: 


59 3 


Е 8 53...58 


= 
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и кромБ том 


5055 0. | оо еж | 
| 
55 4 2 55 с. бы 
5 ++ |--я Е |+ . 
| . А 
[6 бы ож" [85-1 З5+: Эаща био 
я 9..8 
| $... 
+10 === Даа Дьь. 
[вы Зе... бы! 


Поэтому уравнеше (2) или что одно и тоже (4} приводить въ олЪ- 
хующему равенству ‹ й 
(5 хм АА 


РукРу-иь-л` 


ВивотБ еъ тёмъ мы видфли вь самомъ начал, что ладо положать 


Ри = 


для того, чтобы было 91(=) ==1. 
Уравнене (5) даеть 


Ак 
РиьРьли-т == == . 
Отеюда послфдовательно выводимь 
412 А, А 124? 
Ра л, , Рзз АА, * ал АВ 
и вообще 
АА... Аз Ао"А?... А 

Рыи=- АА: А р >В, . 
У ЕС А’ 


Тахимъ образомъ функщи %(2} п $„(<) нами опродзлены вполн®. 
Наконець мы можемь опредВлить 


Ч, 92, ... к, с. бы 
какь цВлыя части дробей 


5@® (2) $ (5) 
1 уе)’ и в)" 
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Не останавливаясь на этомъ, замфтимъ только, что кооффищенту 
мри м въ выражоши 4», разент, отношелно 


Обралимея теперь къ корнямь уравненя 
(8) д =, 


которые условимея обозначать символомъ 


бык, 


отличая ихт, другь отъ друга индексомъ $, 
Исключая изъ раземотрЬтя случай кралныхъ корней, будемъ имфть 


формулу 
(2) Ве 
1% (2) — 2” 
ТВ Г 
— Фа) 
®— Че(ты) 


Разлатан нашу сумму 


р: 
— Я 
зъ рящь но цфлыыь отрицалельнымь степенямъ х и ограничиваясь тзми 


1 р} 
членами, тд м входить въ отвиени меньшей чЪмь 2#--1, иы должны 


получить 
1 


$0 53 32 
Ра ме - 


Отбюда вытеваютъ уравнешя 


я 2 . эк 
== У Аа, м = Вы, в = У Вай, аа == Вы |. 


Боли мы ограничимь израметры 


30, 51; б; 7... Бата 
‘неравеногвами 
А, >0, 4, >20, ...4ь>0,...А,>0, 


то’ вез коэффищенты 
Ра, Рьз, Руз, ›- > Рьн 


-— 403 
будуть чполами положительными и, слВловательто, рядъ функий 


$и(®)‚ 6, 1(2), Фы-2(2),...94(®), 1 


будеть обладаль вофмш свойствами фулещй Зётти?’а и пи адно изъ урав- 
пеня 


фо) =0, в, (2) =0,... джо, ... 2) == 0 


не будогь допуехаль м лиимьызь ть ирапинязь порией. 
На осповаши соображен!й $ 8 можно утверждать, что кории всякой 
фунюии %(=) перомолимотся съ хорнями собфдипхь двухь $-1(2), ии (2). 
Изъ формулъ (1) мы выводпмт 


фы() фи 19) — Фит) == Фи (@)и- (фи Цафи ее) == 


же (а) — (Фи) == 
такъ что 


(т) ое (т) — чрце)==1, 
отсюда 


чволЬ 


ивы) вы) 
будуть положительными, такъ какь 9 :(%к) и Фи (али) одного зпака; 
Нетрудно пописать условёя, чтобы всЪ корин уравиеший 


4= (1) ==0, 1) =0,... (0) =0,.., $8) =0 
были подолнтельгыми. Для этой пли рядъ чиседъ 
$00}, Фы-1(0), ... 80,1, 
Рош: Роль-а, .-- Ры 1, 


или что одно и тоже 


представляль сое перемВны знака. 
Нетрудио вндЪть, что должим имъть мЪето норавенетва 


$1 52 |1 82 83 
81 >06, >20, | 53 | >бит а 
52 83 
. 53 84 65| 
п. 


Переходя къ случаю разложешя вт испрерывиую дробь 


а 
=) 
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мы получаемь, кажь частиый случай, изелВховатя М. Зууозфог’а, публь- 
хованныя безъ доказательство въ РЬЙозор са! Мазаяте (Докабрь 1839). 
Зин докозоль формулы бумобю”а въ УП томВ журналь ГлопуШеа. 
`Зь ХИ том того жо журнала находятся замфчательныя изелфловмйя о 
томъ же вопросф Воуеватаеа. 

ложь, выведемъ эти результаты изъ теори Маркова. Мы будем 
ить 


1) па... 
зричеямгь 
{2 РЯ... Жо, 


ТАЬ 21, 0:,...2» корпи уравешя /(%)==0, которое мы предиолагаемуь 
«освобождениымь оть кратныхъ корней. 

Въ этомъ случа» разложение дроби {1} лаеть конечную попрерыв- 
гую дробь, такт. что лосялнизть зпаменателемь. фи(27) подходащихь дро- 
-бей можио считать фуцещио /(2) п мы приходимь вл, теорем: 

Услове необходимое и достатючиое для вещественчостяь веть кор- 
„ней уравиеня 7(%) состошть 0$ черавенствать 


8 
я № 180 81 82 
43) №; >0, [5188 >0, Я $2 $3 >50. 
5 а еее. 


[3—1 Зы бит о. За-2 
Очевнхио, что 
А=0 
зири т. 
Обозначим 


У= 2), =Р 
У 7:4, — Рь, У, == 4» - Ру, ... Т.о = Уфыи — Та 


Мы остаздяемъ въ сил предположене А. -Ё0 при фт. 
Вудемъ имЬть 


Че) =, рае) =», Фо, — 1 


ча) =, 5) = -- р, 5) =. 
Получаомъ формулу 
44) Тьн = У) — Тока} == (кт) -- Кури). 


Это соотномене хасть возмолитость выразвть въ явпомъ зпдв Уз. 
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$12. 


На оспован1и (1} и (2) $ 10 нолучаенъ 


0, во, м св | 
--3 А 
Й (2) = Ры = › , ] 
и) О = еее } 
2 Зн-ть бу АА т т Вай 

ТАБ 


из, вай зи... 


Фунишя (2) ость не что пиое каж, иная часть рацюпальной фунвайе 


2) 
То ^ 
Похдобпямь же образомъ 
1 п, 
Рьк| — 8 —я. —& (8 
@) (а) = ты ю› ' › * 
еее, еее 
Зв, ба, — баре сое" ^ Ва - | 


Иреобразуемъ теперь выражеше (2). Умножимъ первую колонну на 
— жи приложниъ ко второй, умпожимь вторую въ оя первоначальному» 
видВ на —х и лриложныь кт, третьей; продолжая такимъ образомъ до- 
ноелвдней колонны получимт, 


Очевилно, что формула (3) предетавлясть (2) при помои произ- 
ведешя двухь матриц 


тм .. 1 | 

л( — ва п . 
ВЫ . | 
ша че -). а» 


— 15 — 


олучаемъ, елжовательно, (см. $ 26 Главы [\) 


т (..1 
9-5 У, и № о... (8-6), (2--р, 
сай-1 о -Г.. ай. 


Обозиачая лискримннаить фушкще (2 —-а,)(2 — ча)... (# — ар) через 


Ты, 1. вв) би ад вы...) 
‘иолучииь 


1 | . 
9 3 Увы (3)... @— 9. 
Элъсь сумма расиространяетея на веб сочетайл т корней а; по Ф. 


$18. 


ия вычисленя выраженя функщи У... примемь въ соображеше 
«формулу (4) $ 11 и формулы (1) н (2) $ 12. Будемъ выть 


Г 7® 27) 22а) 241" () 


Ка) ° РТ т да —=| 


Ты 


ие) 


Имфя въ виду вобтношене 
р-р» 


мы ноелЬ простыхт преобразовыйй подучимь 


По извфеотно, что 


«лвдовательно, 


<1) 
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и мы получаскъ произвоедоне матриць 


Эта формуль п формула (4) $ 12 суть какъ разъ формулы, указан 
ныя Зууецегомъ. 


$ 14. 


Множитолн №» выражаются по формуламъ 
АА. . Ак А:Аз... Ацы \2 
ох - |: Азы ды} 
р 


3... А ДА. . 
При веществеиныхь значешяхь 5 миожитоли суть числь положи-- 
тельтшия, 
Сравнивая поэффищенты при старишхь отененяхь въ урапнон (4 
$ 12, получиыъ 


отсюда получасмъ 
А Хы, а, ... 04), 


что очевядио па осповаяйи возвышошя въ квадратъ матрицы 


т,... | 
“у. | 
68-1, ай | 


Пра примфиоши теоремы Зи” можио отюбиуть положитольные- 
кнолиитоли >». Чнело у веществениыхь кориой уравиешя И == /(&) =0 бу- 
деть равно числу лотерь ивремфиь знажа при переход в оть ряда 


0) '7(- °), 7:(— 9), .., Уж), У(-- 9) 
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кь ряду , 
|2 ИС °5}, + °), ... РК 92), Ин 9). 


Знаки рада (1) укажутся рядомъ воличишигь 


{ 


а знаки ряда (2) будуть совпадать со знаками ряха 


ра бы 


Пим... - 


{3) сиу 


@ 1, Аа, А. 


Пусть Е обозначаеть число пореифиъ знакоть въ ряд (3), а 9 число. 
поромфигь впажовь въ ряд (4). 
Получаем два разонства 


фр, Е, 
откуда 
%— 3; 


хожнагь образом мы приходамь въ теорем: число парь миимыхь кор- 
ей уравнетл Т==0 равно чиелу перемлынь знаковь въ ряд величия 


А, Аа, ... Аь. 


"Тажь что, если эти величины вс положительныя, то мы приходниь въ 
налому прежчему заключешю объ озсутохни мнимыхь корней уравпеня, 


Приложене теоремы Зиги’а къ одному классу уравненй. 
$5. 


Прнложиаь теорему Зинлга ъ доказательству вощеетвенноети кор- 
цей одиого замвчательнало уравноя, & имоцио, харажтериетическаго ураз- 
дешя спмметрической матрицы, вс элементы которой вещественные. 


Тан, Чи ,..: бы 
д 98 — .. @ 
@) В А 1—0 
р | 
1 бк › Я —9 | 


УВ авеаы. 

Это уразнеше заключасть кажъ частпый случай уравношо третьей 
вропепн, отъь потораго завпенть цнахожлешне осей поверхности второго по- 
рядка, & также урёзпещя при помощи которыхь опрелвляютея возмуще- 
Шя эллилтичосинхь элементовъ движения побосныхь ль. 
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Дано разными авторами очень много доказательствь ‘того, что во 
ворни уравнешя (1) вещественные. Мы приводемь хоказательство Рог- 
спагага. 1), модернизируя яеколько его изложеше. 

Нетрудно составить уравнене, которому будуть удовлетворяя» #-ымя 
степони 0ь корной 9 уравненя (1). На осповыби тебремы Саеу—Нани- 
фота 2), хласящей, что матрица а==|а,;| удовлетворяет. онмволически 
(въ смыслЬ дЬйотьй падъ матрицами) ея харахтернотическому уравнению, 
мы нолучимь уравнеше для д”, если составимъ харалиернстичеекое урав- 
пене для матрицы 


оу, 
20 есль уравнеше 
) дю (к) 
21-1, в +... 
2%) 
вр 
=0. 
4%) 5 КЕ) 
[4  й  .... 49-2 


Очевидно, что элементы «% махрицы, предсхавляющей #-ую степенг 
заданной а, выражаются однородными цфлыми фунвиями #-ой отелеки 
черозъ элементы с; малрицы а: 

Делимь элементарное доказательство высказаинаго предложения не- 
завионмое отъ теоремы НашЙвюга-Сауеу. Вт, самомь дВлф, равсмотрыше 
характернотичеснато уразнеши (1) равносвльно съ разомотретемъ прр- 
образованя . 


9 =аря, | аня +... Ра, 

Из аз Е вата --..- - Чао 
и еее .. 

Ча = 414 -- аа --...-- ани - 


Умножниъ уравиеня (2) па 9 и подотавымь во вторыхь частяхь 
зАгВето . 
{3} 951, 912, ... ть 
ихъ выражешя изь тЬхъ же уравиенй (2); получим 
(2) 42) (2) 
ут, = ата, - а В... На 


{2} 2) 
бер == Зал - Фо... а 
а, 


о ы 
= + ах, +... абы. 


2) уошти. @8 Мабветамчнов ригов её арерИцивея. $. ХУ › 
=) Д. Граве. Эдементарный курсъ теор чисель. Второе инд, маза ХИ. 
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Чехрудио зихфть, что матрица хоэффидтевнтовт. иравыхь частой урав- 
нешй (4) будеть ай, ебли а будеть матрица коэффишентовь уравненй (2). 
Италъ, мы видим, что теорома сираведичва лял случая &==%. Умножая 
(4) на у и выражая (3) при помощи (2), убфдимся въ, вправехинвости тео- 
ремы для #==3, ит. д. 


$16. 


Раскрывая опредЪлитель (1) $ 15 по стеменныъ у, мы получимь дая 
сумиы корией характеряетическаго уравненя выражен 


Уч, 


= Н.Я. = + аз -Н...-- ав 


<оставлениое изъ элементовт главной дахонали матряцы а, 
Подобнамъ же образомь получныь 


НИ... = а. 


Введемъ для аналогиг обозначешл 


орт, Фо (Л: 


Очевидно, что ео будуть элементами одпинчной матрицы 


а = 


Можио булель памисать 5 = 


$11. 
Тождество 
а == аки 


хаетт ло правилам умножемя симметрическихт, малрицт, 


® 
+5 59 
«+ ре в; 


отеюда 


зн- ее уу, 


А! 
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Мы видимь, что опредБаитель 


[в ом. 


За 
Кьветь малрицу 
40} 0) (0 ОУ бы 
в аа, а Ура, о. зы = Ра 
2 


ЗИ: Ал 03 0) . у бр 
аа, ва а, 0.3, = ана 


олфдовательло, опъ пропоходить отъ зозвышещя въ квахрать матрицы 


Кан р. а; 
различныя горизонтали носдфдией матрицы получаются, если нидокеаагь № 
и # лавать веб возможныя значешя 1, 3, ...п. 

Нтакъ А, >0, ибо А, ость сумма ивадратовь разлечиыхь опредь- 
зителей матрицы, во же эломоиты эль опредВлитолей чпела вощеет- 
вешияя, колбь ралуональных фупищи оломолтовъ основной матрицы &. 

На осповайи доказаниаго выше положительность вебхь опродЪялте- 
лей А, влочеть за собой веществоиныя вефхъ корней уравиешя (1) $ 15 
и тсорема доказана. 


Изслфдованя НегшИе’а- 
$ 18. 


Глубокое зивченю тсорсми Зелги’а въ алгебрв вылепнлось еъ 060- 
бою рельефиостью посл заыфчательныхь изолВловашй Пеглйе’а 1). Зна- 
моитый учопый показазь связь тооромы Зима оъ тоорюй квадра- 
тичныхь форугь; изъ этой связи вытевян самыя разкообразныя слЪлетвуя, 
относящаяся къ другимъ частлмъ алгебры: шъ теорш пиварантовъ, въ 
преобразовашямьъ Тзезараизета ит. п. Надо обратить особениое виима- 
110 ка замфчалольныл изслФловашя Разфонх ?), посвященный тому же во- 
просу. Не имя возможности изложить пзолЪдовалня Незмтйо'а въ полному 
ихь объем, мы обратимъ внималю па ихь харожтерные пупеты. 

Прежде всого Негийе похазываеть, что функц Зитига Т» (ем. (2) 
$ 13) можно предетавить въ видб диевримниалтовь иЪфкоторыхъ ивахра- 
тичныхь формъ. 


т) Сь. Шепние. Вотагаиев вых 10 богато 4 М. Эамо. Сота тепбиев Че 
РАса4. 4с Раз Т. 36 {1853). 
2) 0. Бафонл. Бат 16 бВёохёте 40 Эвича. ВиЦеЫв 4ев Зепеез Май. 1875. 
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Раземотримь форму 


(1) 
ТАВ 91, а, ... 9» суть кори задаишаго уравионьт 
Из) =0, 
и 
Уфу ани Ба... аи, 
вВоличины * 
@) Мо Чл Ув, 2. Ук 


вунь произвольно выбрапиыя пезависимыл перемвилья. Очевидно, что’ от- 
новительно велпчииь (2) фупввн (1) будеть квадратичной’ формой 


ТАБ 


Очевидно, что дискримниаить А, (ем, $ 12 главы УП) выразатея ио 
формул . 


то веть мы получаемь формулу (1) $ 18. 


Итак 
Об а...) 


И 


А», ОТЛИЧНО ОТЪ пулл, если во кории «, различпы между собой. Итакъ, 
если вс корни а: различны между собой, то форма (1) имфеть раигъ ®. 
Нетрулно видЪть, что вообще говоря будетъ 


или 


м а 
Аь бы Уре, ... 


Коэффашоиты ви; квадратичной формы (1), будуча опмметрическими 
фунайями корней а:. будуть величынами вещественными, если вощест- 
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венны, коэффищенты уравнешя /(=)==0 и таюке дадим вещественное 
значеше чнолу х, но созпадающее ик съ однимъ корнемъ ах. 
На оенованш формулъ М. БуУчезеа имфемт, 


РАВ ВОВ ри числа положительшыя. 
Чиело перем ну, знака въ рядё 


(8) ТТ, Та... 1 


равняется чиелу положительныхт, величин вь ря 


д: А 
пы 


Вь $ 12 главы УП мы вауЪли, что разложено квадратичной формы 
на сумму кпадратовь ныфетъ вил, 
А 42 Ао 
(4) Е И 
1: А, Ан 
тд 3); есть линейная фунющя оть 1) съ вещественными хоэффищентами. 
Итажь, число церсифнт, знака въ рядё Эенти”а (3) ирн х==а будеть 
равняться числу квадратовт разложешя (4). имфющихь положительные 


козффищенты, 


$19. 


Поставимъ задачу МемиИс’а самимъ общимъ образомт, т, в. раз- 
смотримт квадраличиую фориу 


и) в Недта-4 Нита +...+ Нед, 


тдь Н(а). ебть произвольно выбранная рашональная‘ фунющя оть корня 
св вещественными коэффищентами. 
Хоэффишенты формы 6 будуть тенерь 


(2) у = УНади+у. 
Явокриминанть формы @ будеть 


А, | Нд 
другими словами 


Аь = Ее)Н(а») 


.. Нее, в... 
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Полобнымь же образомь получимъ 
№ = УР(аь... а) Не) На)... На, 


тАЪ.вумма распространяется на’ ве сочетаня корней по #. 

Дискрамипаить формы Д„ отличень отъ пуля если воЪ корин а; раз- 
лачные, & таюже ни один изъ нихь ие обращаеть фуикцио Н(а) въ нуль. 

Коэффищелты (2} формы @, будучи симметрическими `функшями 
отъ ворпей а, будуть величинами вещественными. 

Если воБ корин @, вещеетвопиме, то формулу (1) можно разематри- 
звать, казь канонически вижъ формы, ибо функши У; ве независиныя 
между собой, тахь кежь ихъ опрежблитель есть (а, в... 0»), а корин 
а, мы ечитаемъ вов различныхи. 

Вещественному хорню ©; будеть соотвфтетвовать вещественный ква- 
дралл, линейной фунюци 

(а) 7 


Двумь мнимымт сопряженнымь корням а, о, будеть воотьётотво- 
зать совокупность двухт квадраловт, 


На) УР -- Нанта == [УНР + [УЕ] = 


6+ 29)? -| (и --- Ня — 9, 
+ . 


ТАБ м и о линейныя фунющи оть у; сь вещественными коэффящентами. 
Продполагая кории а, разлиуиымьи, мы замфчаем, что раигь формы 
можеть быть меньше ® лишь въ томъ случай, когда ифеколько изъ Н(е) 
равны нуло. 
Обозначая черезъ р дополненю ранга ло ю, черезъ = чнело лоло- 
жительныхь квадратовь въ каноническомь представлеюми формы, & че- 
резъ у число квадратовъ со знаком минусъ, нолучавыт, 


нра». 


Каждая пара, мнимыхъ сонряженныхь корней явь деть одинъ но. 
ложительхгый квадрать Зи” и одпиъ отрицательный — 27, 

Мь иприхолимъ къ такой общей теорем В. 

Уноло о равио числу равныть пулю выразкенй Ва). 

Фисло п равно чцелу паро инилнихь корней увеличенному на чиело 
вещеетвениыхь корней уравношя. удовлетаорлющихкь неравенетву 


На) > 0. 
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Число у равно чнему парз миилыхь нортей увелимениому из чиело 
веществениыхь корней уравнев: 


Удовлетеортнощияз перавенству 


Ни) < 0. 


$20. 


ДЪлая различнымъ образомъ выборъ функции ИЯ, будемъ получать 
различные ‘результаты. 

Гежь папримвръ, полагая Я ==1, придемъ къ теорем, которую мы 
доказали узо другим смовобомь: 

Число парь миилныхь порней равно чиелу отрицатоленыль вадра- 
новь в формь ` 


У УР... У, 


п. в. равно чиелу перемльиь зниха въ рядь чисел 


1, А, А... 


& 51. 


1 
—., каюъ мы зихьяи, ужо сводить лЪло къ 


Предположеше Е(х 2 


фучещямь У» и къ обычной формулировув теоремы Эвита. 


Такъ канъ число поромзиъ зпака въ ряд Виич’а равио чиелу по- 
дожнтельныхь квадратов въ ханопаческомт. иредетавлойн Ноно е’овекой 
квадратичной формы, то мы приходлуь къ теорем 

Число перезньиз знака в рлду Энитита при’ х==а равно чиелу ве- 
зцелтвенльть корней бблыцихь @, сложенном сз числом$ паръ мнилиихе 


корней. 
$ 22. 


Токъ какъ фуккщи $, (ем. 8 10) обзадмоть свойствами фупюий 
Заити“а, то Негпйе раземаиривають тодуже еоотвЪтетьующ этныъ функ- 
змямъ случай Н==а- 


Отдфлеше мнимыхъ корней, 
$ 28. 


По алалочи съ случаемь вещественныхт корпей мы доляиы будемъ 
формулировать задалу отдЪлешя мипмыхь корней слЪлующиьъ образомъ. 
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Мы бухемъ говорить, что минный корень отдфасит, если въ плоскости 
зезазисимаго перомфииаго # указать хавой сомкнулый` холтурт, внутри 
хотораго ложить только одипъ этоть корень. Подобио тому, кан ля от- 
дфлешя вожществеиныхт, кориев важио было знать точное число корией въ 
каждомъ ланиомъ промолеутеЪ, тагь для елучая миплыхь хорисй являотся 
важнихь знать иремы для иахождешя точиато числа мнимыхъ корней 
внутри халиато сомкиутаго контура. Распространеше соображешй, связан- 
пыхъ съ теоромой Эй’ для случая воществонныхт, корпей, па елучай 
минмыхь корией припахлежлит, Сазеву. 


$ 24. 


Разомотримь двВ плоскостл, соотв тетвующия незавиенмовиу перовея- 
пому %-- #4) и цвлой фуивциг /(2) == ХНУ, гдВ Х и Е суть вфяыя 
фупеши съ вещественными коэффиниентами оть вощоствелныхь незавп- 
опмыхт поремБиныхь х иу. Если позависимал перомишая 2 будетъ нере- 
м®щалься въ свосй плоекоети по’ иБхоторой иепрерызпой кризой $, опре- 
дВлясмой уравпещяки 


2—9), у==9@), 


тд} $ незавасимая пе- 

ремниея, съ измфие- 5 
жомъ которой пзуВия- 

ется положено точки © ый 
па кривой 5, то аф- Черт. 
фиксъ (=) въ другой плоскоета будеть перемТищаться по иЪкоторой ири- 
вой 8, опредвляемой уразнешями 


Хх, УЧ. 


Фунт Ф и Г получатоя черозъ подоталовку фупний 9н% вызето 
# п увъ выражошя фупкщй Хи У. Велёдотые попрерывности ифлой фуик- 
зн (см. стр. 15) мы замфчаемь, что попрерывтому движению точки # по 
кривой & будеть соотвфтетвовать непрерывное перемЪщешо точка М по 
кривой 8. 

Вычноленю модуля фушешиь, т. в. разетоля точки 7 оть памала 
координать, ие представляеть затрудионя. 

Аргументь фупкщи сеть, какь пзвЪетио, одна из дугь, тамгоне» 


. у . . 
которой раполт 3». Залрудлене при вычислелт аргумента лроедотавляется 


>” 


я У . 
эт. неопродфлонности фупицеи а Е а е. въ указалйт кралности пе 
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ода 2", которую пужно прибавить мъ значению ат, завлюченному 


= 
между — 


я . : й 
о к +5, я получешл ребуемахо въ задач. Во восемь даль- 


иБйшемь мы обойдемъ это затрудневще, разоматривая не самый аруументь 
фунющи, а приращене этого аргумента, соотвЪтотлующее иепрерывному 
перемвщенно точки т влоль йо кривой $. Очевидно, что, на осповаши 
непрерывносхи функщи, приращеше аргумента функци: не зависить оть 
хратности перюдь у начальнаго значеня 47049; соотвётотвующего началь- 
ной точиЬ т. . ° . 

Мы будемь разоматриваль тая хривыя $ плоскости независнмахо 
леремЪннаго 2, которыя ие проходятъ ин черезь охинь язъ корней цЪ- 
лой функши /(=). "Гогда, для такихъ кривыхъ 5 соотвётотвенная кривая 8 
не проходитт черезъ соотвётотвующее ей начало координатъ. Для такихъ 
вривыхъ аргумеять фунвши изыфцяетол непрерывно. 

Аргументь фунюши претВрибваеть разрывъ непрерывности только 
въ томь случа, когда кривая 9 нроходить черезь ввоё качало ноорди- 
натъ. Въ этомъ случа аргументь при переходь точки М черезь начало 
коордияить претбрифваеть разрывъ ленрерывноети, причемъ получаеть 
сразу приращене равное {к или —т. 

Ихавь, будемь во воемъ дельнйшемь разоматривагь заб контуры 
5, ноторые не проходять черезъ корни функщи (=). 


Теорема Саиспу. 
$ 25. 


Лемма Г. Нриращеше аргумента цлой фунющи, соотвВтотвующее 
нЪкоторой дугЬ а4 коитура 8 равняется суммв приращевй аргументовъ 
частей этой дугя аб, с, е4. 

‹ 4 $ р < Кончуръ В можеть. имть 
угловыя точни и-прямоли- 

ё * | мейныя части. Фазематри- 
\ вая сомкнутые контуры мы 

< условимся двянене вдоль 
Черт. 8. ` сомкнутахо ноятур& очиталь 

| подожатольнымь, воли 250 

движеше оставляеть слВва ‘часть плобкооги, отраяйенную этимъ коту 

роуъ. 

Лемма П. Если мы‘заданный сомкнутый конзтурь АВОШ разобьенъ 
на нвоколько новыхь, проводя различныя сВкупця лиши ВЕ, ЕВ, АЕ, ` 
СЕ, ..., то приращене аргумента фунюши, соотвЬтотвующее положи- 
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тельному перемщеню вдоль всего котура будеть равно сумы прира- 
мов аргумонта фупкци, получаемыхь пря 
положительныхь обходахъ вобхъ частичиыхт 
‘колтуровъ. 


Справедливость леммы слфдуеть изъ ? 
того, что при такомъ обходв частичныхь кок- 
туровъ, каждая изъ офкущихь лний, про- \ \ к, 


ведецныхь впугри заданного контура, про-` 

ходится ква раза въ обратныхь ноправле- 

Шлхъ, $ 
Ленма ПТ. Приращен!е аргумента про- Черт. 9. 

изводоня ряда цълыхь функций 


ле), в@,.. 9, 


соотвфтотвующее перемзщенио по ифжоторой линш 8, равняется суимВ 
приралцен! аргументовь отдёльныхь множителей. 

Справедливость, леммы слфлусть изъ того, что аргуноить произведе- 
идя разень суммВ артумогтовь множителей. 

Раземотримь приращеме эргумента линейной функщи 2— а; тдВ 
а нфкоторое постоянное число. Указывая точки а и 2 на плоскости ком- 
плекерато перемицаго, мы замёчаекъ, 
что артументь разност 2—= (съ то9- 
ностью ло кратности 2т) равняется углу, 
образованиому съ положительным на- 
правлёнемь оси %-овъ векторомъ ая, на- 
чало котораго есть @. Условнися отечиты- 
воть углы векторовъ оъ о6Бю х-овъ въ 
зомъ ще смыслВ, канъ ны опродёлали 
положительное направлене при обходь 
вомкпутыхь коптуровъ. 

Лемма ТУ. Приращеше аргумента 
`разноети 2 — а при обход точного 2 сом- 
кпутато колтура равно 0, воли коптуръ не 
заклочаеть точин @, м равно 2=, если 
точны а внутри контура. 

‚ Это почти очевидно изъ чертеша. Въ 
самомъ хВдВ, въ кохомъ бы мБетЬ ин на- 
ходилавь точка @ впутри коптура 5, пля 
вн ого, веотла аргумонть разности 2—а 
равняется углу гал, и, очевидпо, когда 
точка 2 обойдеть жонтурь въ положительномь направленх н вериетея 

27 


2” 


Черт. 11. 
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въ начальное положеще, то уголь газ, изыёиляеь нопрерывно, получить 
или приращене 2«, или 0, емотря по тому, будеть ли точке а лежать 
знутри или виЪ коятура 5. 

Па оспованш доказанныхь леммъ можно просто доказать основную 
теорему Салеву- у 

Теорема. Приращене ирлумента цтьлой функц (2), еоотетятетву- 
зощее обходу точкою = ныкоторазо сомннутело панииура, равно Эф, ад 
цтмлое число В равно чиелу корней фунеии Кг), лежеащиить внутри этою 
контура. 

Въ самомъ два, пусть 


Я) — ри — ат {е-т аз)... (вы), 


ТВ 01, @,...а, буть корни функщи” /(2). Получаемь 


в79 К) — ат ри -- 079 (Е -— в) +... -Р 19 (#— ан}. 


Каждый изъ аргументовь 2 а, получаеть прирелцене равное 0 или 
2«, буди по тому, лежить ши корень вл контура, или внутри койтура. 
Отеюда аргументь фупюше получаеть вриращене такой кратности 2, 
сколько корней лежить внутри хфитура. 


$98. 


Будемъ называть ввьшиниио козипуроме совокупности и зпочень ило- 
скоста такой замкнутый мпогоугольнниь безъ входящихь угловъ, вершины 
котораго находятся въ заданныхь точкахь и всф заданныя точки лежать 
или внутри его или на его сторонахьъ но не вн этого контура. 

Очевидно, что легко для зелкаго раеположешя точек построить ихъ, 
внБилий контуръ. Поняме о выбщнемъ контур можеть быть обобщено 
ха случай безчиоленнахо множества точек 1). 

° Теорема. Жорни ироизводной (2) чаходитея. внутри внтийлымо нон- 
тура, соотвьтетвующело корилиь самой фунииды, [(х). 

Для локавательотва теоремы предположим, ‘что за ось 2-овЪ взята, 
одна изъ отороиъ вифшняго контура, а ось у-овъ направлена подь пря- 
мымъ ухломъ въ ту сторону, оъ которой ложить сажьъ вонтуръ. Тогха ве 
хорни жк ==, -|- вы ‘функши К) ныфютъ ие отрицательные инимые. оэф- 
фищевты В», причемъ по врайпсй мёрЪ два изъ нихъ раввы нулю и кром8 
того, если мы не предполагаемь вовхъ кориой веществениымы, то надо 
допустить, 10 сродни не отрицатомьныхь чисель В, воть отличныя ‘оть нуля. 


*) Х. Грове. Обь освовныкь предложешихь теорги функ двухъ веществен- 
ныхь перемфиныхьъ. Сообщеня Харьковского Математ, Общ, т. УТ, 
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Равенство 
2) та 


=) У 


тдВ ть есль патуральное число, выражающее кралность корвя 2%, даетъ, 
евли въ него покотавить корень Ё -|- 21 произвожной 


У 
{Е — вв) - {я В) 
Приравнивая нулю коэффищенть при $, получамъ 


в о 

(же - и— №) ° 

Очевикио, что чиело у не можеть быть ие положиииельнымь и 160- 
‚ремь доказала, 


$27. 


Жамъ частный случай предыдущей теоремы получавыъ. 

Теорема, Дижл уравценая третьей втепени {(2)=0 корни произвад- 
‘ной Р\2} дыють фокусы эллитеа бетеРга, втиваниоло въ преуольника, 
образованный зсалсь вершинали корнями задонино уравнешя.. 

Мы паломнимь, что элянпеъ Звелег”а обладаеть сибдующими свой- 
отвами: 1, онъ касается сторонъ треугольника въ ихь срединахъ, 2, центрь 
-его совиахаетф съ пересёчещемь меманъ треугольника, 3, онъ имфеть 
наибольшую площадь изъ вовхф оллнясовъ, виисанныхь въ треугольниеь. 


Теоря инденсовъ. 
$ 28. 


. Понажемъ теперь правило для зычиелешя приращешя аргумента дё- 
лой функпей при обходв незавненмымь перемённыиъ икотораго сомвну- 
зато контура. 

Обозначая {{2) = Х--ЗУ мы замфчаемь, зто аргументь Де) ость 
одно неъ зпачел угла имбющаго тангенсомъ функию х- Для опрехв- 


„ленности разсужденй разсмотримъ случай, зогда начальное значенще Х, 
соотвётевующее нёкоторой точиВ описываемато точкою 2 ноптура, есть, 
число положительное; тогде за налольное значеше $, аргумента, фуньши 


г У. 
можно будеть принять дугу, ямющую тачгенсомь а и заключенную въ 
Е у и 


траннцахь `отъ — до +" ‚ #60 Х -=р.605 о, ГАЗ р евъь модуль функ. 


Если при поремёщени течки 2 по контуру фувкщя Х не обращаетея 
У . р 
зъ нуль, то дробь —., которая есть ‘фупкшя оть незазиенмаго поромЪн- 


ато # (ем. отр. 415), не обрицается въ со; а потому аргумеить, изифия- 
® = 
65 непрерывно, остаетея пъ гралашахь оть — с до -- 5 › п, слбдовательно, 


если мы обозначить чорезъ <; конечиое зпачезйе аргумопта, тдё число 


я 


т 
$, заключается въ тЬхъ же грапицахь отъ -- 5 до -ы, то полное при- 


раищеше аргумоита, равно ф;-— Фо. 
Остается раземотрЬть елучей, когда аргументь функц, измёняяеь 


пепрарывио, будеть переходить черезъ крае предЪлы —; и +. Ар- 


р 


тументь фунюши поребдеть черезъ + непрерывно возрастал, пъ томъ 


т 

5, 
ХУ Ри 

случаЪ, если дробь х пореходить черозъ со от значемй положитель- 


ныхь шъ значошямъ отрицательтымъ; въ этомъ слузаВ можно сказать, 


что повос значене аргумеита, бблылес чЪлть +5, можеть быть выра- 


жепо по формул Ф=я-ф, тд $ ость уголь, лежащий въ трапщахь 


т ы т 
оть —5 до о. Въ самомь дЬя, вели © 5 --в, ТАБ = нЬкоторое- 


2 


малое положательное число, то @=9-— . По- 


У 
добнымъ же образомъ, осли дробь ХХ переходить чоровъ бевкопечноеть. 


оть отрицательныхь значеющ въ полояинтельнымь, то аргументь ©, убы- 


зая, переходить черезъ — „, причемъ повое значене аргумента, можеть 


быть лаписало такъ о ==--п-|-®, гдф $ уголь, заключмоцийся въ тВХЪ. 


= к 
ве трапипахь отъ — 5 до +5. Итакт, мы водиыъ, что при переходв 


У 
дроби 3, Через со новое значеше аргумента можеть быль выражено 


такъ: о==:я--9, ТАВ в, есть --1 прё персходз отъ положительныхь 
значешй ль отрипательнымь и есть —1 при нереходв оть отрицатель- 
пыхь значений цъ положитольнымъ. Вели при дольы$йтемъ поромщели 


.У : 
= по контуру дробь 3 Второй раз обралитол ВЪ со, измфляя оврй зналль, 


то аргументь © получить 10308 прираше{® верт, ТДВ в; воть --1 ыля —1,. 


к х .: 
‘тавь что фяЕвт - ват -|-Ф, тд ф заключается между — 5. н -- 5 Пред- 
полозжныь, что позависимая перемВитая 2, обойдя контуръ, возращаетен 
У 
въ начальную точку, причемь дробь у МФияоть свой знавъ, проходя р 
разу’ чорезь со; тогда получаезь для искомаго аргумонта такое число 
ф-т авт... Воть, 

тдЪ число $, очезидио, должно равияться начальному эналонно аргумента 
Фо. Отоюдь мы вихниь, что полное приращеше аргумента о— 4 выра- 
жается по формул 
[5] ф— Фета +- важ --... На 

Обозиачая черезь # число корней фупкци, заключениыхь внутри 
контура, описаннаго кезависнмымь перемфилымь 2, получаемъ по теоремв 
Салеру 
(2) ф— дп= 3. 

Сравнивая формулы (1} и (2), получаемъ для чнола корней # выра- 
жен19 


Ча. 


5 


У 
Если дробь 3+, переходя р разь черезъ со, переходить эт разъ огь 
пояожительныхь зпачен въ отрицалельнымь и ® разъ оть отрацатель- 


ныхъ въ положительнымь, то средн чисоль в: будеть т равныхь Ти 
® равныхь --1, и, олёдовалельно, получимъ 


т—п 
= —. 


Случай обращеня функии = хъ® безъ перемёны знажа. не взяеть 


на праращеше аргумента. 
Разсуждоня осталутея тВми же, если мы значеню аргументовъ © 


т 
`и у будомь разоматривать въ другой половивЪ, между о п >. 


$ 29. 


Булемъ, по ириывру Сомеру, называть число а; аз --... вр ин- 
-деквомь функши Аг) по контуру С, описанному точкою. Обозначая черезъ, 
‘1 Е пачаяьное и конечное значещо персмфипаго &, при непрерывном 
азыбнеши котораго лия С’была пройдена точвою #, будемь обозначать 
андексь фулкши таюъ 


ны х) п и. 
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Из, опредьленя индекса вытекасть, что инденсъ фушайи во нко- 
торой лиши`С равешь сумм инхекеовъ, соотвфтотвующихь частямъ этой 
лини; при этомъ предполатается, что з6Ъ частн иным О проходятея въ 
въ томъ же направлен, въ кахоюмь была. пройдена вся лин 0’. 

Сацспу локазаль, что вычисяен{е индекса можезль быть сведено къ 
соображещяюмьъ, ниощимъ ‘прямую связь съ теоремою Быти’а въ т®хЪ. 
случаяхъ, когда Хи РТ 671 цВлыя фупкдш оть . 


$30. 


Символь индекса обладаеть слфдующими основными свойствами. 
оли степень цёлой фупкщи относительно У выше степени Х, и 
мы обозиачныь через У; остатокъ оть дЪленёя полипома ТУ па полиномъ. 


Х, то будеть 
—=т/ 
7 <) == 7 (5) 


Вь самомъ дЬяф, обозначая черезь @ частное, получим 


У=ех+и; 
отеюда, 

Е 

х=е+х. 


Тажъ вакь цфлая фуньшя сохранлетъ конечныя значеня при все- 


возможныхь значошяхъ независнмато перемнваго, то дз функщи : ы 


У, к 
х образщеяотея одновременно въ бозконечноеть, причемъ достаточно боль- 
кия значеня этихъ фунешЙ совпадають по знаку, п, елфдовательно, у 
обзихъ лробей 

У д У 

хх 
будуть одинаковые ивдекеы. 

Разсмотримъ двф обралныя дроби 


ух 
Хх. т 


Обозначимъ черезь 1 иидекоь порвой дроби, & через» Т, пидекет. 
второй дроби. Покажемт, что 


Та, 


УЯВ = одно изъ чисель 0, +1, —1. Разематривая первую дробь $, 


мы замвчземь, что для вычнелешя индекса } вало разсматривать пере- 


У 
мвы знака дроби Хх и переход черезъ безконечноеть, & Д булеть 


соотитетвоваль случаямь перемвны знака той же дроби при переходь 
ея чоерезь нуль. Мы вндямъ, что сумма 1-Е Л будеть равна разности 


У 
между чиеломъ пореходовъ дроби $ СТЪ пололамельныхь значешй въ 


отрицательнымь и числамъ переходовъ оть отрицательныхь значенй къ 
положительнымь. Очевидно, что, если полиномы одного знака, какъ при 
начальномь зпачеши & независимого перемфинаго, таль и при конечномъ 


. «У 
значени #, то дробь 5; ноложительна въ обоихъ случаяхъ, н, елВдова- 


тельно, эта дробь ироходитъ столь же разъ отъ положительныхь значенй 
къ отрицательным, какъ и обролно. Это значить, что сумма яндексовъ, 


У 
или, что одно и то же, чело е должно равияться яулю. Если дробь х 


при начальномь значени & была положительна, & при конечном & от- 
рицательна, то общее чпело пероходовъ дроби отъ положительных зна 
челёЙ жь отрипательнымь должно на единицу превышаль число обралныхт, 
переходовъ т. е. ; и, Нанолещь, е==— 1, если начальное значене 
дроби отрицательное, в конечное значене позожительное, 


„.Х 
Равоиотримь дробь р., тдф отелель числителя бухемъ предполагать 
а 


выше отепени знаменахеля. Раздвдимь Х на Х, и обозначимъ остатокъ 
оть этого дВлени съ перемфной знака черезъ Х›; подобнымъ же обра- 
зомъ черезь Х,; обозначиыъ остаток съ обратныхь знакомъ оть хвлешя 
Х, на Ха. Продолжаемь послёдовахельное вычислеше функщи Х,, Х,,... 
пока не дойдемъ до остатка Х„, равнало постоянному числу. На овно- 
ваши выводениаго роньше свойства, получаем 


#8). 


; вромВ того имВемъ 


тдф в есть одно изъ чисель 0, 1, — 


®- 


значить, получаем 


Хх, 1 
ра 


не обращается въ безкопечность, и, слвдовательно, Г ( 


Отеюда, окладывол полученныя намн разелотва, найдем 


Ду -ыен +. 


На основыши равехотва 


= 


мы замфчаемь что е,==0, когда двЪ фуниши Хи Х, предетавляють 
или повтороШе знака, какъ при начьльномь зиаченя &, таль и при ко- 
нечномъ зпачеят & или же въ обонхъ случаяхь поремфну знаха; ер==-- 1, 
если дзЪ фупкшн Х,: и Х, при пачальномь значение предезавхяють 
яозтореше зпава, а при копечномь перемЪну, и е‚=-—1, еелн, обратно, 
хачаньлому знемовло соотвЪтетвуеть поеремфиа знака, а конечиому пов- 
хореще знака. Ихакъ, если мы раасмотримь рядъ функий 


(1) Хх, Х,. хь,...Х,, 


`то составляя два ряда численныхь значошй этихь функщи при ций, мы 


Хх 
замфчаемь, что нидоноь 4 х) будеть разелъ 
} 


В, —Т,, 


гдз Р, вать чиозо повторешй знака ряда для &, перотедшихь въ пере- 


мвны въ рлху для В, а Г, число перемфиъ знака ряда для &, пере- 
шедшихь въ повторен? знака для #. Обозпачая черезь УТ число пере- 
мвиъ зпава въ рядБ для &, а черезъ ТУ, чнело перемёнъ знака въ рядв 
для В, мы, очевидно, получимъ 


У =7-Р,—Т,, 


«лЪдовательно, 
В, — 


р, —Т. 


) РР, 


Итань, получаемъ 


т. в. идее дроби с `равпяется чнелу пробрётевшй перемзиъ знака въ 


рядв функц (1) при переходь оть & въ й. 
$ 31. 


Самымь удобпымъ способомь иа практикВ для отдёлоя мнимыхь 
корней является разомотрёше прямоугольника со сторонами параллель- 
ими вещественной и мнимой осн, причемь ставытся задечею найти чело 
хорией уравнешя 


2) =, у +, 9), 


зежащихь въ каждомъ изъ такихъ прямоугольшиковъ. 
ПапрямЬрь, если мы раземотримъ прямоугольнииь абсе во сторо- 
нами олредёляемь уразнетями 


2 учу 
бе = 
4 = 
4а =, 


Черт. 12. 


то при разсмотрёнм измёненя аргу- 
мелть фупиди вовругъ такого прямоугольника, нам придется на оторов$ 
25 брмь Х-=е(, у), Г==ч т, 4), ГВ Хи Г суть поличомы оть 


эдного незавнеимаго перомвннато ©, к нужно будеть вычнолить Г (°) 
3 


при измнеши нозависимаго перемннахо ® оть хо до 2. Подобиымь же 
образомь па прямой 6е придетея положить Х==9(л,, 9), У==\ 1, у) 
и разснатравать измфиен!е уоть % хо у. На тротьей оторошв е@ будеть 

Х =, и), Г=\, 9) п в будеть азибилться оть 2 до жь. Нако- 
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дещь, по четвертой сторонв @@ будеть Х-==Ф(л, у), У=Иж, у ну 
мБняется оть У: до %. 

Число корней внутри прямоурюльники фавно чолувуммь иидекоовь 
Олл веъть сторонь прямоуольника. 


$32. 
Равсмотримъ численный иримфръ. Пусть дано уравнеше 
2—5 61-0, 


тдВ = у, Поставамъ себЪ задачею пайти чноло корней заданнато 
уравненя, заключающихея въ квадрал”, образованном прямими 


2 
= ” же, 1, 
= 
‹ = +1 | „т %ю=—1, и=41, 
} — Наше уравнене можно предотьзить въ, вид 
Е —=$ : р 
еее 
Черт. 18. 


или 


34 — ба |- у — 55 + 1-4 (4у — 4? — 5у)=0. 


Разематривая сторону РС, соотвьфтетвующую у=-- 1, получимь 
Х = --6 — жа, 
Х, = — 48-425. 

Остатокъь отъ дёлешя Х на Х,, взятый 6$ обраснымЪъ знакомъ, 


будеть 
Ж-=2022 155 —8. 


Слёдующий осталовъ съ обралнымъ зназомъ будеть Х,=— 35-124, 
и, наконець, Х, -=—-801888. Нодставимъ въ рядъ фуньшй 
(0 Хх, Х;:, Хь, Хз, Х., 
—1 и ЕЁ и вышинемь рядъ получившихея знаковъ 
—и++--- 
+++ 


Изъ этой таблицы видно, что число прюбрётея перемфль знака въ 
ряду фумкшй (1) при переход®  оть — 1 до +- 1 равио 1, слёховательно, 
зндекоъ для оторопы ОО равенъ 1. ` 
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Для стороны ВА, гл у=- т, мы можем но вычислять ряде функ- 
о, а, замфтивъ, что она проходитея въ направлени обралномь РО, па- 
уцсать знаки обрахиые зпазамь предыдущей таблицы 


+И--+++ 
1+—--++. 


Для стороны ВА инхексъ равняется таже 1. 
Равемотримъ сторону ОВ, соотвхетвующую === -- 1. Получимь 


Х =и- 6—8, 


Х=— 4, 


Ха 25? 19, 


Рядъ знаковъ будеть 


Чнело пробрьтевЙ перемфнъ знака здфеь равняется нулю; слвдо- 
валельно, иидекоь для стороны СВ равепь нулю. 


Для стороны АД, соотвётетвующей = — 1, получим 
Х живет, 
Х.—4"— 9, 


Ха 15—28, 
Х,-=93у, Х.=644. 


Рядъ зпаковъ будеть 
+++ 
РИ -+ 
Индекоь для этой етороны также равенъ нулю. 
Такъ каюъ число корней равно полусуммВ индексовъ для вефхъ 


оторонъ прямоугольника АВСЛ, то въ разоматриваемомь нами прямоуголь- 
ниеф уиело корней будеть 1. 


$ 83. 


Изложенныя изолфдовыйя Саусру заверщаются знаменитым обоб- 
щенемъ на случай произвольной фупкит (2) вкомплекснаго перемниаго х. 
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сли фушейя (2) регузярная дия вефхь лочекъ внутри контуре С 
то, обозначая черезъ М чноло нулей /(2} внутри С, получаыъ 


р ное 


8 |2)” 


тдф иитеграль распространяется на понтуръ О '). 


Теория Кгопескаг”а. 
$84. 


Теоря Саубьу оказалась частнымь случаем болёе общей теори, 
создалной Итопвекогомъ п названной имъ тоорюй харантериетвиеь. Эта, 
теоря замфчатольта тВмъ, что распространяоть сообралиийл связанныя 
съ теоремой Зынига нь случай фунюшй многихь перемфиныхъ нозавиеи- 
мыхъ. 

Пусть заданы дв вошественныя алгобранчесыя лин уравненяии 


42, у) =0, $(х, 3) 


Во вофхь элементарныхь курсахь ириложей дифференщелёнаго 
исчиелошя въ геометрии доказываотся формулы 


т 42 _ ка @у 1 
® в Иа’ Иа’ 


тдВ для сокращеня обозначено 


9% 


ду’ 


$ 0 2] 
ор? = 


з дифференщалы 42, ду берутся при положительносги дифференала 45, 
‚т. е. оли выражимоть перемфшене вдоль по кривой ф = 0 соотвЪтетвую- 
°щее возрастанйю дуги. Мы будомъ предиолагеть, что вов алгобранчеевя 
хривыя {-=0, которыя мы будемь разоматривать, заданы тадль, что функ: 
д Г, равная нулю вдоль по кривой отрицательна съ одной стороны и 
положительна съ другой ея стороны. Еели мы будомъ предполагать ври- 
вую {==0 замкпутою и дВлящею всю плоскость на днВ части: внутрен- 
чаю в внъшииою, то мы будемъ предполагать существоваше неравенства, 


2) Д. Граве. Элементы тори злявитическихь фунищй 1910, етр. 53. 
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1<0 для внутренней части. Мы зпаемъ, что таквмъ свойствомь облала- 
ть простфйшил уразиейя круга и эллипса. 

ели считать корень кваяралиый въ формулахь (Т) полодеилиельинмь, 
то получится тоть обходь по хонтуру ®==0, при которомъ вмутреиная 
чаеть контура (ф<50) остается пал№во. 

Разенотримь дифферепиаль 


фр = фах -- бу 
и подегавимъ сюда значешя дифференыаловь, взятыя изъ (1); получииъ 


@5 
УЕ 


@) 4 


тв 


1925, 


[фаре 8-94. 


Мы введемь обозначеше зн. и, причемь подь этимъ символомъ 
будемъ разумФть -- 1, если и число ноложительюз и —1, вели и— 05- 
рицательно. Символь зи. и будемъ читать--знаюе величины и. Формуль 
(2) въ связи еь выше поставленными предиоложещями дасть 


эн. р == зы. |ф1Фе|. 
$35. 


Двагалеь по замкнутому контуру $==0 въ указанномъ паправлени, 
мы бухомъ встрчать линйю ф ==0 въ нёкоторыхь точкахь М. 

Если въ точкв ЛИ будеть существовать неравенство 92—94 > 0, 
то будеть также й2>>0 п значить при персходь черезъ точну Д( мы 
ихемь изъ части плоскости, тд #<<0, въ ту часть, гл Ф>0. При 
198 — 91 < 0 происхокать явлаше обратное. 

Случай 9102 —Ф14==0 мы нс будемъ раземахравать, ибо це будемъ 
никогда предполагать въ пашемъ изложеш, что три алгобранчесыя кри- 
выя вотрЬчоюхся въ одной точеф. 

Очевидно, что при движенйн по замкиутому обходу, когях это две 
коне оканчивается въ той же точ пзъ которой началось, будеть изфть 
мЪото равенетво 


{1) Узи. Че == 


Въ сажомъ дЪлф, воли путошественниюь при своемъ движения пере- 
ходить изеволько разъ через границу двухь сосфдиихь странъ А п В, 
причемъ оканчивосгь движеще въ той же странЪ, изъ которой пачахь, 
то онъ холикоць перейти столько же разъ гранику изъ стракы А въ 
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страну В околью разъ пзь В въ А. Въ лЪвой части равенетва (1) 
бухетъ столько же члеповъ 1, сколько --1. 
Мы можем написать равелетво 


©) Хави =0 
равновильное равенству {1}. 
$ 36. 


Возьмамь таперь кромф алгебрлическихь лншй ©=0, +==0 еще 
третью /х. и) =0. 
Вудемъ предполагать кривую { замкнутою и будомъ разематриваль 
ея точви вотрфчи съ кривою 
9 =0, 


предетавляющею совокупность двухь кривыхь $ =0, ф=0. 
Очевидно, что равенетро (1) $ 34 напишется такъ 


Уже = 
(=0, 96 =0) 


; 


лижними формулами мы подчеркиваемь тоть фавть, что сумма раопро- 
стравяотся на вс точки вотрВчи двухъ лнШЙ р=0 и 9% =0. Раздфляя 
эти точкн вотрфчн па двБ часми на точки вотрёчи ?=0, о=0 и на 
точки ветрфчя г=0, ф==0, получихь 


Узи. 0) + У зн. (в) =0 
(=0, 9=0)((=0, 


По при #0 
(24) — 99% Е фо 440, 
а прин Ф=0 
2(ф) == оф + чар = 94. 
Слфховательно 
Узи. ме + У ан, оф = 0 
(=0, э=0(=0, 9=0), 
или иначе 
УИ 0 


(= О, о 00, 90) 


У фи Ув В 
(50, = =0, 50). 


или, ЧТО ОДНО и тож, 


а) 
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Одфяаемъ транопозицо функтй { и х оставляя $ф безь измвиешя 


Уз е ее У, эн. Ге 


(0, 06-0, 40) 
‘или иначе 

@) У ей = ХИ] 
” (0, = 00, $0. 


Сопоставляя (1) в {2), нолучнмъ тройпую формулу 


Уз Ура = зн е [в|== У,зн. фи = — 28, 


тд черезъ — 2# обозначена общая величина. трехъ равныхъ между ео- 
бою сумит. 

Оказываютел, что чнело # веегхе чльлое; это чиело Кгореекег навы- 
воеть характеристикой опотемы фуневцЕЁ (Ё; ®, %). 

Для того чтобы доказать, что чиело # цфлое, костаточно показать, 
что сумма, 


У. 


(©=0, $=0) 
число воогда четное. 
Разобьемъ вс точки ветрёчн ф =0 и ф==0 на двф калегорт, когда 


50 ир>0. 
Имфему 
Хз = Хэ Го Ге 
{$—0, 4=0) #>0 1<0 
{3) У эн. Рф | = Хуан. | ва] -— У, эн |] 


(>09) 1<0. 
Равенство (2) $ 34 можно будеть переписать таль 
& 0= У; зн р -- Уно: 
(>90) (<0. 
Вычитая (4) изъ (3), получныъ 
Хао — ВУ зн и: 


(<. 0) 
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откуда приходимъ окончательно въ равенству 


У! |9 
(< 0, 9==0, ф=0). 


(5) 


показывающему, что характернотнке воть дЪйотвительно цЪлое чноло. 
$ 87. 


Прямфнимъ топерь понятйе о характеристик зъ иахожденио мви- 
мыхь корней уравнешя 


(®) ЗК -р ) ==(е, у Рае, ) = 
ложащихь внутри сомынутаго контура 
Из, )=0. 


Днфференцируя тождество (1) по и у, получим 
Ист 
ИЕ) =, 


=, 


откуда 


такъ что 


= 
| 


—#, в=я. 
Въ этомъ влучаб 


рифа [5 фо — Фей == фи - 9 >00 
формула (5) предыдущего параграфа, даеть 
в=У(+и 
(50, 5=0,6=0). 


`Й мы приходиыъ къ теорем 
Число корней уравненя (2) = {+ № = 0, лежащих внупирь сомну- 
мо контура }==0 равно тарактеристиюъ системы трель функц 
(; 3,9. 
$ 38. 


Очевидно, что кривыя о==0, ф=0, представаяющя вощественную 
и мнимую часть алгебрапческаго уравнешя 1х -- у) ==0 ле могуть бычь 
сомкнутыми, ибо равенство 


Ура и = 0 


ив можеть удовлетворяться по причинв |2105| > 0, 
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ДЪйотвихельно, 06% кривыя ? =0, Ф=0 имфють безконечныя втви 
&ъ прямолинейными асимнтотами. Налравлешя аепмитоть иайдузоя изъ 
сяфлующихь воображеяй. 


Пувть 
Ее = а" 5 рае" 1 - ро" +... 
и положимъ 
Е = 0088-1910), 
тогда получимь 
разм 008 10 4 ри"-1 00 (п — 18 --... 


= Это 4 ри би (в — ПО... 


= 


уравненя 2 =0 и ф=0 по разхзленио на г? примуть видъ 


008 28 р : С (п — 18 -- а : С (п— 30... =0 


Б-р те -— ры ви — 9-Е ...=0. 


При ^== со. получаемъ 


(1) (0510 =0, Эй == 


Чиия о =0 имфеть зоимптоты, проходаш!я черезъ начало ноорди- 
пагь и опредъляелыя уравнемемь 008 иё = 0, что даеть 


Получается зозда прямыхъ лиий, дфяящихь окружность 2х на Зи 
равныхъ частей. Асимптоты для $ == 0 опредЪлаются уразнешщемт, 8 0—0 
п двють звзду, состоящую изъ бисекторовъ угловъ прехыдущей звфзды. 

Иотрудно вихфть, что палюъ результаль, полученный при веществен- 
ных ру, имел мфото и въ общемъ случа комплевеныхь ри, ибо урав- 
неа (1) получаются изъ стершнхь чяеновт предыдущихь уравненй. 


$ 89. 


Соображешя нредыдущаго параграфа въ связи съ зеошей характе- 
ристикъ дёоть проетое доказательство теоремы, что веякое уравнене 
и-ой степени иметь и корней. Эте доказательство по ндёф своей близко 
ъъ нервому доказательству баизза, публикованному имъ вт, 1799 въ ого 
докторской диссертаци; Петопяме 0 пота 'ГПеогетза 8 отлезшт (засйовев» 
эм вобымсат габопайет Ниезтати ци узмам Ик 1п Фасбогез геев рейтЕ 
уе зести@ стаив гезо\Е роззе. Нешоазайй, 

8 
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Первая иопытка @трого доказать основную теорему алгебры принад- 
лежнть О’АЛешегеу #). Салзз въ своей диссертелин указываеть на не- 
достатки доказательствъ его предшественипковь: О’А]етрегг’а, Ещега, 
4е Топеопех и Фалотале’а. ВлослЪдотв ны @алвз 2) даль чри новыжь до- 
зазательства той же теоремы. Мы лали въ $1 Главы П доказательство 
принадложещее Саиспу в осповачкое на приложени теоремы Уететбгазв”а.. 

Докажемъ теперь туже теорему ири помощи теорш харалгеристикь. 
. Возьмемь за контуръ /=а кругъ безконечно болышого радуса съ 
центромь въ началЪ коорхинать. На основан соображени $ 35 мы ви- 


дамъ, чо 
4 =, зн. 4(4%) 


{=0, 9=0). 


При безконечно большомъ рад1уеф круга безкопечныя вфтва кри- 
выхъ ф=0, $=0 могуть быть замфнены звфздами асимптоть. 

Не трудно сообразить, что, если мы будемъ двигаться по кругу въ 
тахомъ направлени, что внутренняя его часть будетъ каходиться налво, 
то мы будемъ пересфкаль безвовенныя вфтвы кривой ф ==0 такниь обра- 
зомъ, что въ этихь точвахь пересфченя произведене $ф будеть мфнять 
свой зналжь въ смыюль перехола отъ положительных значенй въ отри- 
цательнымь 

зн. 8(2$) =—1 


=0, =0) 


Принимая во вниман{е, что число аоимитогь сеть и, что кругЪ ветр%- 
часть каждую изъ нихь два раза, получимъ 


и теорема доказана. 


$ 40. 


Тооря Куопеске’а можеть быть обобщена на олучай в мВрнаго 
пространства. Можно раземалтриваль я сверхповерхностей 


1) р’А1ютрег. Несвеговез зак 10 сайшй пиббртее. Невой де Газ. бе Вет. 
1746. ` 
2} башзз. без. УУстко. В. Ш, в. 81, 59, ТЕ. 
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и ехать, снолько ихъ точект, пересфченя заключаются внутри еомкнутой 
сверхповерхноети }=0, 


Изслфаованя НигиН’а. 
$4. 


Равсмотримъ, канъ послфдиее примбнеме характеристякъ интерес- 
ныя изсяЪдоважя НигуИта 1} объ уравнешяхь, воБ корни которыхь им- 
ють отрицательныя вещественных части. Задача эта была Нигу у пред 
ложёна техникомъ Звюдо]а по поводу одкого вопроса, касающагося турбинъ. 

Очевидно, что въ разоматриваемомъ случа вев корни лежать внутри 
полукруга, отракиченнаго полуокружностью безконечно большого рад1уса 


и о6ыю. у-0въ. 
Кажъ мы видВли, на этой нолуокружности окажется = точекъ вотрёчи 
съ лишей © = 0 тажихъ, что 


зн. 444) =. -1, 
а потому для нолученя формулы 
Ум. 44) = — 2 


‘необходимо допуетить, что сущесхвуеть я точекь вотрфчн оби у-овъ въ 
лишей о==0 причемьъ надо двигаться по оси у-овъь оть у==— 00 до 
у=- =. 

Для того чтобы во корни фунюши $(0, У) были вещественные и 
чтобы при кажломь коркё у дифференщаль 9((0, 5)9(0, у)} имъль 
знакь —, пеобходимо, чтобы корни функц $(0, у) х %(0, У) переые- 
жались. Раздзляя функийю менымей степени ва фунецию большей, полу- 
чимъ 


[6 


Равенотва (7) $ 10 показываютъ, что, воли перемежалотся корни яо- 
ликожовт $(0, У) и (0, у), то будуть перемежаться корни воъхь рядомъ 
стоящихь полиномовь ряд знаменателей подходящихь дробей непрерыв- 
`ной дроби, въ которую разлагается дробь (1). 

Кеобходимымь и достахочнымь услошемь сказаннаго будеть оче- 
видио, положительноеть веёхъ опрелвлителей А, Маркова (см. $ 10). Вы- 


1) Маёшайзене Апоаеп. В, 8. 
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ражая въ этомъ случеф опредфлители А; черезь коэффищенты 1 полн- 
нома, 


Её) == р аи рай ра... ры 


и предполагая ве р; вещественными, придемъ въ теорем Нику га. 
Необходимым в достииночныме условемь для тозо, чилобы уравие- 

и Е(е) ==0 имьяо полько нише корни, у поторыхь вещественнал часть 
отрицательнал, востошть вв томь, чтобы были. полоовительюи: отредзь- 
дитель 

|0 000...1 

ар ТОО... 

|. 

‚25 ры Вз Ва РТ - 


д ве ©10 зяавные миноры, образованные тзукоторымь чнелоиь вератиль 
зоризонталей и пиьмь же числоль апвыхь колоннь. 


ГЛАВАХИ, 


О вычиелени корней. 


$1. 


Въ предыдущихь тлавахъ мы изучили много овойствъ корней алге- 
браическихь уравненй, причемъ существоваме отихь корней нами былс 
доказано въ двухь м8отахъ. Теперь мы займемоя разомотрёшемь пруе- 
мовъ численнаго вычисленя корней уравненй, у которыхь воэффищенть 
заданы численно. 

Существуоть ловолью млою иремовъ такого вычниелоны, данных 
въ разное время различными авторали. Вев существующие пруемы вычи- 
слошя корией можно подраздёлить на дв главный категоряг: одни пруемы 
совершецно общаго харавтора н относятся одннажово кажь къ алгебран- 
ческимъ тажъ и 5ъ транецепдентиымт уравненямь; друге же основаны 
на спешщальныхь овойствахь уравнешй алгебранческихъ. 

Казалось бы, что въ курсов алгебры должны быть помфинены тлав- 
ивъиъь образомь эти вторые пыемы. Я былъ однако хрутого мизия при 
зыборв малерьнль этой млавы. Считыю пзобходимымь высказать сужденя, 
которыми я руководился. 

Если главу о вычнолени корней понимать въ томъ смыелф, что ея 
иль дать изучающему нанбояфе практичный способъ прибниженнаго вы- 
пислен!я корией, тогда надо изложить тоть способъ, практическое зпаче- 
ме котораго въ настоящее время, дЪйетвитольно, вяф ввякаго сомнЪня, 
т. в, опособь СтНе, усовершенствованный ЕаКе. 

Не желал однако излагаль его въ моей книгз во всей полробноехи, 
я руководетвовалея такими соображешями. Основанный на, простой мысли, 
способ Епке тогда лишь заелуживаеть внимая, когда при изложен 
показанъ подробно процеееъ вычислешя корней на рядхз численныхь ири- 
мровъ. Такое изложене этого снособа находится въ книгь, иввзстнаго 
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знатока всевозможныхь шиемову приближеннаго вычислешя и конструктора 
машикъ для рышевя трулящихь вопроеоть митегральнаго нечисленя, 
профессора морекой Акадеши А. Н. Крылова подъ ваглавемъ: „Лекщи о 
приближенныхь вычнелещяхь“ СПБ, 1911. Для меня ке оставалось бы 
ничего другого, кажь переписать прекрасное и достаточно подробное из- 
ложене автора, занимающее въ его кинг% 47 страннцъ. Этого я не могу 
вкфлаль, во первыхь, потому что моя книга имфеть и безъ того большой 
объемъ, во вторыхь, вотому что я предназначаю мою книгу для изучаю- 
щихъ чистую математику, & не для техннковъ. 

Изучающимь чиотую матемалику важнфе познакомиться не съ тех- 
никой вычислешя, а ©ъ идеями, на которыхь оенованъ самь иремъ вы- 
числешя. Лицамь, желающимь быстро вычислять ло семизначнымъ лога- 
риемамъ вещественные к мнимые корни заданиаго уравнешя, можло по- 
рекомендовать книгу Крылова, тфиъ болЪе, что этё инига заолумиваеть. 
внимания не только по изложенио еповоба СтёНе, но таюже и по ботатотву 
другихъ овфАБнй, ноторыял она, хаетт. , . 

Предназначая далфе мою кннгу лля учащихся въ рубовахь универ- 
ситотахъ, которымь читается иечиелене конечиыть разностей, кажь осо- 
бенный предметь, я считаю возможнымьъ не излатать премовь вычисленя 
хорней, основаннаго на примфнени разностнаго нечиолен/я. 

Итавъь, я изложу лить пыемы, имоще значеше но важным слЪд- 
стыямъ, & также сыгравшие извфетную роль въ истори науки, или же. 
связанные съ яменами первокласныхь ученыхъ, 

Для болфе подробнаго знакомотва съ исторей премовь приближен- 
заго вычисленя корней можно позовфтоваль сталью Капёе „берагамон поё` 
Арргохплейон ег УУитиет“, помфщенную въ Еасуюоре#е Фег Майъ. №153. 
Ваза. [. Тей 1. Ней 4. 


Нахождене соизмЪримыхь корней, 


$2. 


Разематривая уравнешя съ рацюнальными ‘коэффащентами, мы м0- 
жемъ, освободившись оть знаменатолей, привести всегда талйя уразпеня 
къ такому виду, что всЪ ихь коэффишенты будуть цфлые. у 

Итакь, будемъ разематривать уравношя съ нфлыми коэффищентами, 
причемъ будемъ предполагать, конечно, что не существуеть общихь х- 
лителей у коэффищелтовъ. 

Покажемъ, что, вели козффилиенто у спициией отетени равенъ еди- 
ниць, а веть остальные зооффиийенты тълые, то, если уравнеше имтеть 
рачонадииые порт, то оти корми, мочуть быть зпольно цвьяые, 
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Въ самомъ лЪлф, равомотримь уравненю 


д-р р-р... тая 9. =0. 


Допуетимь, что это урьвнеше имфеть ращональный корень 


& 


Г] 
тд дробь д иесократимая, ^ число а>1. 
Покажемъ, что тогда приходимъ къ противорфю. Въ самомь дЪлЪ, 


. $ . 
подетавляя .. въ уравнено и умножая на <”-1, получимь 


Ра 
К: 


р”: — р" —.., ри лба" — рьбе-ь; 


послЬднее равенство невозможно, ибо оно даетъ равенство несократамой 
дроби, отоящей въ лЪфвой чаети, ифлому числу, стоящему въ правой. 

Мы видимъ, олфдовательно, что знаменатель в долженъ равняться. 
оряни, и рашональный корень долженъ быть хлымь. 


Покажем, что воетда можно свести разожаяо ращональныхь рфше- 
М на разыскае ифлыхь. Въ замомъ дЬлф, пусть будеть задано урав- 
нене съ цфлыми коэффищентами 


(1) | от” рита... рь-е 2. =0. 


Умножая уравнеше (1) на а", гдф а изкоторое цфлое число, и за- 
мзняя 


получим 


(2) 


Обтается подобраль © текимъ образомъ, чтобы были числами п$- 
лыми тат выражен я 
хо Феб рам 
№0’ 


тотка, очевидяо, уравнеше (2) можеть имфть только цВлыв релНональные 
хорни. Что касается выбора числа «, то, очевидно, что за это число 
можно принять фр, но иногда бываетъ возможнымь указать число мепьшее 
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Нуакь, займемся рёшешелгь задачи нахождея нфлыхъ корней ураз- 
нешя съ иВлымн коэффищентами 


(8) сре... т вы 


ттф первый возффииенть разоть единиц». 
Если уравиене (3) имзеть цфлый корень а, то червая его часть 
дЪлитоя на х—@; обозначимь частиое, прочеходящее оть дълещя такъ 


о() ==! — 0102 — фа. а, 


тогла, умножая частное. на х—@ и сравипзал съ коэффищентами урав- 
нешя (3), получамъ рядъ равенотвъ 


о абы, 


Рь-т== 94-2» 


Я 


слфлующее правило для провфрки, будетъ ли нёлое число а корнемъ раз- 
сматриваемего уравнены. Составляем» слФдующую таблицу, въ которой 
въ первохь ряду пишемь ло порядку убываюя слепеин коэфумненты 
`азематриваемаго уравненя 


1... В. Лт РР @ 


+1 


. — Чя-в 2 н-° 


+ — 


Первое изъ равенотвъ (4) показываеть, что корепь а должен быть дЪ- 
лителемь поелЪуляго козффитента, ра; частное 4"_; оть дЬлевя даеть носл 
перемвиы Знака послЬдый коэффишенгь функиш $(2), который напишемъ 
на ‘послЪднемъ мВетЬ во вгоромъ рлдф таблицы. Вычитая этоть послЪдюй 
членъ второго ряда таблицы изъ нредпослхияго члена р«_, лерваго ряда, 
мы должны нолучить разноеь р».-, | 9»-:, жоторая дфлител пацфло па 
4; ебли таков дьлеше напфло но совершитеи, то чиело а не будеть кор- 
иемъ разсматриваемато уразнежя. Обозиачая через 4»_з частное отъ 
двлешя р»: | 9» на а, получимь второй съ ковца коэффитенть—@=_о 
фучещи 2(), козодый помфщаезь на зторому мЪеть справа во втором 
ряду таблицы. Вычитая этоть коэффишенть изъ третьято справа хоэффи- 
щента нервего ряла, для на а полученную разность п перемняя знал, 
получняь трей справа хозффищенть второго ряда. Продолжая тажимъ 
образомъ далфо, мы убзянися, что цфлое чиело а воть корень уравнёшя 
въ томъ влучаз, котда ве послЗдовательныя дЪленя еовершатея нацфло 
и когда и-ый коэффищюнть второго ряда будеть равень НЕ. 

Отоюда получается тахой сновобъ находить ифлые корни уравнены: 
вышисываемь возхь длитолей послБдпяго коэффищента р» еъ тфмф п 
друтимъ знавомъ; изъ эуихъ дфивтелой, очевидно, могу быть корнями 
только т, которые лежать въ границах, указывавмыхь предфлами во- 
ществениых» корней, — только таке дЪлители подлежать прозфрюф ука- 
заннымъ выше путомъ- 


Обозначая первую часть заданнаго уравнешя черозъ /{22), нолучимъ 
2 
#—&4 2 


цодотавля сюда, вмВето х зиаченл --1 нлы -|-1, получимъ 


(=, 


но <(-21) воть чноло цфлое, поэтому прешде чфмъ провфрать, будеть ли 
дьлитель а корпемъ, но. вышеприведенному ирему, ол5дуеть разсмотрЪть. 
дЬлЬтся ли нащьло нь а— 1 цфлое чиело (-- 1), а тавже на а--Т цз- 
лов число (— 1); веви которое-вибудь изъ квухь послфднихь хёленй 
не совершается нащьло, то такой дВлитель а не будеть корнемъ. Итакъ. 
для провёрки. осумотся лашь тв дфлители коэффищента р„, которые ме 
зыходять изт, предфловь вещественныхь корней и при которыхъ два по- 
слфднихт, дВленя совфртаютея напвло. 


— 42 — 


$8. 


Пояенимь теорно примфромь. Пусть дапо уравнене 


Дх) == 28 — 3428 | 3957 2125 —800=0; 
ямфемъ 
+= 92, А =— 450. 


За предфлы корней даннаго уравнешя можно взять чнела — Ви 6, 

Придется испробовать олфдующихъ дВлителей числа 300:==2, 8, 
#4, 255. 

Число -- 3 не годвтея, ибо /{— 1) не длитея на 8$ --1==4. очно 
тавне не годятоя числа: —2, 54, —5, ибо КТ) не двлатон ни нь 
одно изъ этихь чисель, уменьшенных единицей. Оствлотся для провфрей 
дфлитоли: 2, —3, 5. 

Налинаемъ съ дёлигеля 2. Оказывается, число 2 есть корень. Второй 


-- 
+59 +212] —300 


й 

++ 3—0 — 21 150] 2 

Иа 2] — 15-8 

| о ++ НЭ 5 
ВВ + 


рядъ таблиць даеть коэффищенты функщи 29, . Проввряемъ еще разъ 


дФлитель 2, ибо 150 продолжаеть еще длиться ча 2. Совершаемь нро- 
вЪрьу надъ вторым рядомъ таблицы; получавмь тремй ряжь, доций 
коэффишенты функщи 

К=) 


2—2 


тажь кажъь послвдн ноэффишенть —-75 третьяго рядл яе дЪлитея на. 2, 
то переходим нь провёркф слдующего дЪлителя --3. Этоть дёлитель 
оказывается корнемь., и четвертый рядь таблицы лаеть коэффищенты 
фунхии . 
_ м _ 
ее) 
Сявхующая провёрка дёлителя 5 приведеть уже жъ отрицательному 
результату. 
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Итак», нале уравненус /(2) == © можеть быть пореписано тах 


| (2—2) (5 3) #— 25) = 
Уравнен!о 
. 2—5 =0 


уже ие имфогь рацовальныхь корней, 


$4 


Мы видимъ, что ири рЬшени уравненй съ какизн-угодино коэффи- 
щентами можно ограничиться разомотрВвемъ уразненй съ рашональными 
коэффищентами, ибо при ирредгональныхь коэффизщонтахь придется раз- 
сматрявать приближенныя значешя такихь коэффищентовь, которыл суть 
числа рапональныя. 

Первая задача резня уравнешя съ разюнальными коэффищентами 
будеть соотоять вь возможномь упрощеши урввнешя; изъ такихъ упро- 
щен обязательны прежде всего два елфдующихь: веобходимо 06в0бо- 
дитьея оть кратныхьъ корией, а таке найти вов соизмёримые корин, тогда. 
откндывал множнтеля, воотезтетвуюние соизмфримымъ коркянъ, мы при- 
зедемъ задачу въ рЪфшенйо одного нля нфокольшихт уразнешй съ радйо- 
нальными коэффищентами, не имвющихь уже рафональныхь корпей, такт, 
что придется вычислить лиль врратональные корки поелфднихъ уравненй. 


Веуша Та!з7. 


$5. 


оли корепь отдфлонъ, то найдены два числа а и В такихъ, что (а) 
ни И) разныхь энаковъ. Для ясности будемь раземалриваль задачу гео- 
мотричоски. Будемь разсматривать лино, соотвЬтетвующую уравнентюо 


[9 у =) 


зъ нрамоугольныхъ коорлнпятьхь; 
тогда абениссамъ © и В будучъ с0- 
отвфтотвовать ордипаты разных 
знажовъ. Корень, лежащей въ лро- 
можуткВ («, 8) будетъ абециссой 
точки 7, въ которой кривая пе-. 
рееркасть ось 2-овъ. 

оли границы промежутка 
достаточио близки, то проводя хорлу МА, соединяющую точни кривой 


Черт. 14. 
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въ абециесами о и В, можно принять за приближениое значеше корил 

абециссу точки К вотрёчи съ осью х-овъ хорды ЛАМ, Другеми еловамт, 

мы принимаемт за приближениое значе абециесу точки, дБлящей от- 

рЬзокъ «В пропорцюнально абсолютнымь величинамь /(о} и (8). 
Уравнопе хорды ММ, очевидно, будет 


у—К) _и-а 
18) —Ла Ва’ 


Абецяссь точьи вотрЪчи ся съ осыо 2-овЪ нолучитея, полагая у==0. 
т. е. изь уразнейя 


или окончательно 
_ «АЙ — Ва) 
29 Га) 


Взявь это приближениое зкаченю вуфото одного изъ предфловъ про- 
можутка (я, 8), можемь повторить ддя иозахо промежутка ту же операжю 
и такпыь образомъ приблизитьея къ оскомому корню. Сказанное вычнеле- 
ве, повторенлое достаточное число разъ, даеть возможноеть вычислить 
корень съ любою точностью. 


Способъ Межфоп’а. 


$6. 


Мезцотомъ быль предложейъ с1особъ, носящЁЙ назвал е 70606 10д- 
кавательныть. Мы пзложимъ этоть классичесый шуемъ, годящЁйея одина- 
ково какъ для алгебраическихт, уразноши такь и для трапсцепдентныуь- 

ели задано уравиете {2)==0, хо будемъ разсматриваль соотвфт- 
ствующую ему ланно 


а) . ==), 


РЬшоеше уравнешя состоить въ похождешн точки вотрбча кривой 
{1) съ оеыю =х-овъ, нывющей уравнешй у=0. 

ТБусть иабдено ифкоторое пряближениое значене « корня уравненея, 
ели чиело а пе корень, но очень близко въ нему, то соотвЪтетвующес 
значе у. ==/(@) булетъ близко въ нулю. Точка съ координалами а, /(} 
будеть близка оси х-овь. ПримВняя оби лризцить дифференщальнаго 
исчиолоня, состоянй въ замфиф кривой лити эблязи ифкоторой точки 
васалельною къ этой кривой, мы приходнить е® мысли искать точку воярфч 


-- 448 — 


наватольной, провазвиной черозъ точву «, {(а), съ осыо ж-овъ. Эта точка 
вотрЪчи даеть чнело болфе близкое 5 иекомому корню чфыЪ «. Въ этпзгь. 
состоит идея способа Мезие’а. 

Для осуществлея способа напишемъ уравиеше касательной 


(2) у— К =Р@е —а 


для пахожденя абоннсеы точин ветрёчи съ осью 2-0въ полалаемь у-=0 
п рЫшаемъ получениое уравнеше отпоеительно 


(3) &-—- По). 
Ро) 
Выражеше (3) и сеть нокомое новое прибликенное вЪ корню. 
Изложимь теперь найденный геомотричееки способъ аналитическамь 
вутемъ. 


Пусть извфотно приближенноо значеше а нёкоторато корня, тогда 
самь корень будетъ выражаться по рормул 


и==афи, 


тд и малая поправка, которую иужно придать къ певфриому значнино 
хорня, чтобы получить ого настоящую воличииу. 
Им емт, 


Да) 


Равкладывая по формуяВ Тауога, мы получниъ 


а)... 


ры 
а) иг Г 
Офшая послЪднее уравнен{е относительно первой степени и, получимь. 


+ = 


Гели приближенное значоше « достаточно близко къ корню, то чиело 
и булоть малымъ чволомъ, зыслеми степенямн котораго можию пренебречь. 
зъ порвомь приближение тогда можно считать 


1() 
#(@) 


и=— 


и мы ириходимъ 5 выражено (3). 
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$1. 


Ито, сиособъ Мечиов’а соетонть въ слдующемъ: боротоя прябли- 
эменное зиачеше < корня, далфе вычисляется новое приближениое знаме- 
и 21 но формул . 
аа, 

#() › 
по этому значенно а, составляетея новое ириближеше аз по такой же фор- 
муль 


Нродолжая далЪе вычиолен1е послфдовалельныхь чиболь а, аа, 
но указаниымъ формуламь, мы бухемъ приближалься къ иекомому корню 
заламнато урхвиеня, 

Весьма валюное обетоятельство состоять въ томъ; что онособъ Меч- 
Фота быль цервымъ примзромъ одного довольно широкаго метода совре- 
меняой математики — метода таьь называемой гоперацеи (повто роны операдий). 

Методь итеради состоить въ слфдующемъ. Веретея иВкоторое число 
а (безразличио вещественное или комплексное) и изкоторая фунещя $(2) 
п составляется рядъ чпеелъ 


“:,... 


а; = 9(а), в; = (а), в: == 9(аз), ... 
задача собтоить въ изучеши вопроса, когда рядъ чиселъ 


а, м, @,... 
ямфеть прехёль. 

Я зично оклонелъ методу нтермйн придавать большое значене и 
очитать, ке емотря па существование нзвЪотной литералуры, ототь метоль 
недостаточно оцфненяымъ и разработаниыямъ. 


$3. 


Приведене въ порлдокь нзложеннаго ©106оба Мезмига требуетъ 
фБшешя двухъ осповпыхь вопросовъ: 1) дЪйетвательно ли послбдовалель- 
ное приближен е иметь свониъ прехВломт, корин уравнешя и 9) воли 
предъль существуеть, то необходныо оцнить потр$шиоеть, которую ны 
дфлаемь, останавливаясь но какомъ пнбудь нриближешн. 

Цолный отвтъ на этя два, вопроса быль данъ Коимег. Чтобы сдВ- 
лаль изложеше вопроса напболЬе ясным, ображимоя къ теомотрическихь 
Фоображешямь. Допустныь, Что корень, лодлежалий вычиелению, оттёлень. 
ели отдблене сдВлало ло метод Мошчег, то допустимь, ито первые 
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указатели суть, напримфру, 1, 0, 0; тогдв въ разематриваемомь проме- 
жути (а, В} функщя К») иметь одипь простой корень, а {'(2) и /"(2} 
вохраняют» въ промежеутив свой знажь. Если (2) >>0, то фунющя И) 
возраетаетт, при {=} <<0 она убываеть. Еели /'/(2)>>0, то вогнутоеть 
лиш у=/(2} вкутри промежутка (а, В) направлена кверху, при /*(#2}<0— 
она направлена киизу. 

Докажемь творему. 


Если (Е (<) < 0, то вычислене по методу Меилоп?а, начатое 
её ниденто предъла а промезеутна, будеть давать чивла, 


_ Лау 
С) 


= 


возрастающия причем а <С и, зд% 2 корень функии (=) въ промежутить. 


оли э0е Р(=)/"(®) > 0, то модено начать съ вералто предила В 
% получится рлде чивель убывающихе 


_ № а_,_ № 
РВ АО) 


причем Вр > жь. 

Эта теорема, почти очевидная изъ геометрическихь сооображенй, 
можеть быть тожже просто доказана аналитически. Вт, самонъ хфхф, рав- 
<мотримъ фулкпио 


_®, 
Ре)’ о, 


3) 


эт& функц будеть возрастающая въ 

промежутев (а, 21), если будет имёть | Черт. 15. 

мото неравепотво /(=)/"(7) < 0. На 

основания хохазанкаго въ $ 9 главы Х видимъ, 910 въ разематриваемомъ 


Аа) 


промежути$ дробь отрицалельная, олБдовательно, [(2) имветь тотЪ 
Томежутеь дробь со отр , , 


ще знакъ что и [”(2); значить, дЬйотвительно, фунещя $(5) (см. $ 24 
тлавы Х) возрастаеть. Имземъ, ео $(@} < (1) пли, что одно 


н тоже, в < 21; съ другой огороиы $ оо, слЪтовательно, ви >>а и иер- 


д 
вая часть теоремы доказана. Подобнымь же образомь докажемь и вторую 
часть теоремы, соотвфтетвующую случаю неравенотва, /’(2)/"(2) > 0. 
Итакъ, изъ только чио хоназамной теоремы слфдуетъ, что чпела в; 
возрасталоть съ возраотанемь значка, #, по остаются меньте чнола 2; 
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тогда на оенованиг извфетной тооремы ') теорм прехфловъь перемфиное 
чиело а: стремител въ предБлу. Этоть предфлъ будоть ие чм чяьитъ, 
хазъ корнемь ., ибо этоть предфль будеть удовлетворять уравнению 


_ > 
#2) 


Нокажемъ теперь степень приближешя, получаемую при 010606 
Хезют’а. Я измфню н8зоколько опособъ разсуждевя мопхъ предшествеи- 
прковъ, сопоставляя способъ подкасательныхь съ правиломь —гесша #9. 

Отраничимоя раземотршемъ случая /(=)/К2) < 0. Нетрудно покаг 
зать, что если им обозначни черезь 8; выражене 


«АВ) — а) 

К — Ка) › 
то искомый корень я, будеть внутри промежутке (е,, 8;}. Въ самомъ 
ДЬЬ, достаточно доказать неравенство В; > ал. Раземотримъ функцию 


и) — 9) — 2@). 
Я! 


лервая производная отъ этой фувзими бузеть 


Ка) 


ва) — Хау в — уу ЕЯ ЕО 


Я) 
св 2: заключается между а н #. Знамене /(«), очевидно, обратно по 


аку со значенехь производной 72), — значить, Да) одного знака съ 
ре . Итань, фуикшя $») возрастелощел; елБдовалельло, 


а) < $8) 
=. 


Для нахождешя степени приближещя къ корню 2, раземотримь раз- 
пость  — ви; получаемь 


8 &В) — В/а) | 


Ра) “7 
диво --@ ее Ков Фыщь) 
РВ — 28—РОР) 


тдЪ чиела © и у заключаются между аи В 


*} Д. Граве. Введеше въ знаяизь 1910. сто, 50. 


но 


слЪяовательно, получимъ 


== 6-96—5|-- В]. 


Если мы обозначинъ черезъ т наибольшее значе е абоолютной ве- 
личины второй производной въ данномъ промежутк$, г черезъ р наимень- 
шее значеше абсолютной величины первой производной, то положитель- 
и09 число 


_ 
22(-) 
меньше з- М. Кромф того а «< В— а, елЪдовательно, 
{1) < (В — вм. 


Повторивь онеращлю методы Мезфоп’а и правило това #81, т. е. 
ззявъ чиола 


ца 0 в ВОВ ед 
Рот Рей’ ИВ — е) › 
получим 
(2) В — < (и —а)М. 
Продолжая такимь образомъ далфе, мы получим 
(т) В би < (Вы: М. 


Возвышая неравенство (1) въ стопень 2”-1, неравенство (2) въ сте- 
лень 2*-? и т. д. нахонещь, неразенство (2) въ степень 90, получимь 


(Ви — в)" < (В — «мм 


а" < ам 


Вл — пы < (Вы — 1. 
Перемномая эти леравенства, получииъ 


Вы аи (В — ом ЕН 


или 


а, < —дмР"Ы 
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Можао всотда выбрать первоночальный промоежутовь (а, В) столь 
малымъ, что будоть сразу 


В «зе, В Мжь, 
тд = правильная дробь, а тоспа получимь 
Вы — <=". 


Мы приходимъ въ весьма вожиому зажлючецио, что пряближеше ве- 


ЛАЧИПЫ 9» -КЪ. поБОмОху корп 21 мепышо =”. 


Способъ Еадгапде’а. 
$10. 


Сповобъ Бавтапее’» состонть въ разложеши вещественныхь корней 
уравнешя съ разбональными коэффищентами въ пепрерывныя дроби. 
Возьмемъ уравнеше 


{1} Иа) = рт" + даа"... Е рые »ь=50. 


Будемъ разематриваль только положитольние корни, ибо въ случа 
отрицательлыхь корней можио замфнить 2 пи— я. 

Положамь, что можду двумя полурольными чнелами @ и а 1 0у- 
‘щеетвуеть одинъ или изсколько послдовалельныхь корисй уравиеня (1); 
вы имфемь веогда возможность продполагать, что тажихгь корией будоть 
только одилъ, кбо умножошель 2 па изяоторое доетатотпо большое чнело 
& можно достигиуть того, что повое уравйеве отиосительно #2 будеть 
пыфть таз корин, что вез разпости между двумя посяфдовательныхи 
хоркями будуть ие мепфе единицы, а тогда межу каждыми двумя нату- 
ральнымн чаелами, стоящими рядомъ, будеть существовать но больше 
одного кория. 

Итак, продположимгь, что въ промежутев (#, @-- 1) существуеть 
одинъ корець уравнешя (1). Этоть корспь можно будеть палисать въ та- 
хомъ вндв 


1 
2 = — 
о га. 
тя я: пеправильная дробъ. Подотазимъ выражкеше (2) въ уравпеше (1), 


получнмъ новое уравноше относительно т: ‘той же етопепи #. Нубть это 
уравнене будоть инЪфть видъ 


@) Не) 


о” рии |... 20 =0. 
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Уравнеше (3) будоть нуБть только одпиъ корень ббльшй одиницы, 
бо, осли бы опо имфло болфе одного хория, большаго одиницы, то урав- 
зоше (1) иубло бы боле одного кория, ложещаго въ промежути» (а, а--1). 

Пусть корень ‘уравпешя (3) закгочается мождлу двумя излыми по- 
доллтельными числами а, и а, -|-1; тогда этоть корень можно будеть 
зыразвть фориулой . 


4 ие. 


Подетавляя  поелдиее выражете въ уравнеше (3), получимъ новое 
уравион1о 


&) Пн) = об роли. ро. 


Продолжал таклаь обравомъ халфе получиыъ. разложеше кория въ 
епрерывную дробь 
1 
а — 


“Ть 


оли корень ращфональный, то непрерывная дробь оканчивается. Въ 
-этомь оботоятольствв зажлочавтся преплущество способа Гасталае’а, пбо 
при другихъ способахъ, какъ бы далеко пи продолжаль праближеше въ 
зорию, нельзя будеть замтить ралуокальность вычиеляемаго корта, села" 
тажовая случайно пмфотъ мВето п мы предварительно ие нашли по премамъ 
$$ 2—4 вевхъ рыцопальныхь ‘корней. сли нопрорывнал дробь безконеч- 
нал, то мы получаомь способъ приближециаго вычнелевл кория, <06т0- 


й : Бот В 
ящй въ вычиолени подходящихь дробей 7” 


9" 


Тавталае показалъ, какъ вычпеллть поснфдовательныя уравноши 
В) = 0, (5) =0,... и) = 0, 
Въ самомъ дВлЁ, нивомъ 


1 инс 
на... в 


а ти 


злЬдовотольно, преобразованное уравнеше {1(2) =0 нифетъ видъ (здесь 
мы пропускаем у 211 зпачекъ 2-1) 


аа) += Эд. 1. 


я 


— 452 — 


‚отавъ что 
1 

2. рр ИОХа). 

Вы яд 


ФроННО == Ка), рН == 


Понимая, что описанное разложеше корня въ непрерывную дробь- 
сопровождается довольто громоздкими зыкаладиами, Гавталее усоворен- 
сгвоваль свой способъ, указавь на очень хоровий прюмь продолжен 
вычиолешя ряда чиселъ 

аш, @,..,, 


когда извфетиы изенолько первыхъ. 
$ и. 
Пояонямъ теоршо Бадтапре’а приифромъ. 


Возьмемъ уравиене 
8—7 


примЪняя теор Гаетаове'а, получимъ три корня въ такоме видв 


а 


тдЪ в есть неполное частное общее для вефхъ трохъ непрерывныхь дро- 
бей. Число « будеть корнемъ уравиеыя 


в - 307.90 —1==0, 


Начиная съ мфеть ®, во вовхъ трехъ непрерывныхь дробяхь будуть- 
сльдоволь неполный частлыя въ одной и той оне послфхователькоеги, 

Мы опять прихохимъ къ повому преимуществу методы Гартолве’в,. 
помотающему замфтить свойство задалиаго уравненя, что ве три его- 
корня выражаются рашолально черезь ® 


- _19е--4 99% -{-5 у 301 
2 = Д-Р З? № 130 БЫ 


Исключая ®, получим 
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италеь, мохода фадтолие’оь даеть возможность замётить свойство зэданиаго 
уравненя, которое мы будемъ въ дольгЬйшемъ называть свойством мор- 


мальности и которое состонть въ томъ, что черезъ одилъ ь его корень 
выражаются ралбюнально остальные корни. 


$12. 


Поставим теперь задачу: наййтиь воть нормаленыя. уравнешя третьей 
эотепени 


[9 2 ий рр + =0, 
20% ри, №%› Рв зиълыя чидла. 
Обозначая черезъ А дисхриминанть, получемь 
= (в — а, — =) — 
= — (Че -р 27) + 18рурьрз 4 рае — Чо. 
Въ послфдией форнулЪ черезь х, 1, х. обозначены три корня 
уравнения (1). 
Умпожая тождество 
УА= (9—1) — =), =) 


на т —4,, полузныь 


(в, — ИА = (а, — 2) (1 -- =) — за, — 21}. 


Но (= — =) (я, — я.) воть знодон!е, которое принимаеть производная 
‘порзой части уравненёя (1) при корнё 2, слёдовательно, 


(д — жа — м) = 32 - Зри - №; 


одобиымь же образомъ 


(;—— (а, — 1) == Вай -- Эр - ра. 
Отсюда 


2: — 2) А (Ва? Эри Е ре(Ви арт, в) = 


43) = беда бра о) Е Зруел 4- 25)  (Фр? брать 


4 ра +) + р?. 


Кром того имфемъ 


3) пыл, я, = барин ив. 
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Фориулы (8) дадоть возможность выразить правую. часть уравиенир 
(2) черезъ король ® . . 


о — «ду й9ая  ои -+ (1бр, + у) 
+ (бр -— бд ар рарь. 


Мы можемъ поцизнть при помощи уравнешя (1) ка’ дв одиваць» 
степень посльдияго выражешя 


(® —) ИА = (б-— 2рг)ае — (Ору — Тре + р} -- 
+ 402 — ор» — Зри. 


Рьшая отпосительно 2, я х, поелфлнее уравлете и порвое изъ (8), 
получныь для этихъ коркой выражены по формуль 


1 — 
Зуд: Зря — (ру Тррь ЗА +» 


4402 -— вар, — Зр —РУЛ, 


полагая послздовательно въ ной ИА равиымъ его обониъ зпачещяжь, 
Итонъ, мы вихимъ, что разбональное сыразеене одноло корня через 
друюй толучител, ели А--число положительное и полный ивадрать 
зльсто числа, 
Такт, въ примбрь $ 11 71=0, р =—Т, рз==Т ни мы получаем, 


Ат. 
8 13. 


Въ предыдущихь параграфахь мы подчеркнули харакуеръ методы 
Тарталас’о, дающий возможность судить объ ариеметической природ под- 
лежащего вычнолецю кория. Этоть характеръ проявилея съ особониой 
рельефиостью при приложеши методы иъ уравиещамь второй степени сз 
ращопальными нооффищентамт. Оназалел поразительный ‘факть, что корни 
тавнхь уразнешй (п конечно только такихъ) разлагаются въ иеродическия 
непрерывных дробя. 

Эта, теорема Гаеталес’а заставила матемотяковь въ продолжеши 
всего 19-го столфйя покать поваго способа праближенлато вичиелетя 
хорисй апгебраическихь уразношй, приводящего въ перодичеекому алго- 
риому, представляющему для кубическахь уравновй обобщене алгориема 
яепрерывиыхъ дробей. 
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Заслуга нахожлешя этого алторпома припадлежить выдающемуся 
русбкому матомативу г. Воропому, изложившему свой способъ въ трактат 
„Объ олномъ обобщен алгориома иепрерывныхь дробей“ Варшава 1896. 

Преялевременноя смерть прекратила поучную хВятольность, посив- 
щую отпечатокь гешальности. Долгь русскихь ученыхъ продолжить из- 
савловьшя Вороного, ибо вос говорить въ пользу возмолиюети далнй- 
щихь обобщешй ла уравнашя высшихь степеней. 


$ 14. 


Накопець, нельзя не упомянуть о томь, что въ связи съ разложе- 
зйомъ корией адгебранческихь уравнешй въ пепрорывпыя дроби была ва- 
ифчена въ первый резъ опуШе’емь 1) возможлость доказательства суще- 
ствовмия чисель транспендонтныхь. 

Па осповыйя сказамиаго зъ $ 16 главы ОТ алаобраичеекимь числом ' 
называется корень веякаго уравпеныт у 


(1) Из) = род Е вет... -р,= 


36% коэффищопты котораго иълыя чпела. 
Будомъ раскладывать ирращональный вещественный корень « урав- 
нешя (1) вь непрерывяую хробь 


Раземотримь пронежутокь (д, 5), эъ которомъ находитея корепьа. 


р, 
Пусть >" нфвоторая подходящоя дробь, настольно близкая въ корню @, 


9» . 
мто онё также находится впутри промежутка (а, 5). 
Дяя вобхь зпачешй х въ промомутьб (а, 6) будеть 


17®|< м, 


тдв М величина исклочитольно зависящая оть промежутка. 
Прнифнля теорему Гаатопзе’а *), получиьь 


9-е 


1) Зоотоа 4е Моцую $. ХУ. 
=) Д. Прове. Эвциклопед!я математики 1919. стр. 189. 
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Тань какь величина & -- (=) находится тавне внутри интер- 
вала (а, 6), то мы получинъ 
Ве < 
ам 
| 9./ |158. —* 
отеюда 
{.Р* 
|: — 


Изь теори непрерывныхь дробей извфотно 1) 


С 1 
оао “аи. 


Отеюда, принимая во внимане а» > а», получинъ 


Р» т 
6) с д. 
Сопоставляя {2} и {3), получемъ 
и И 
92 


Далье мы имфемъ 


ев 


тдВ А нфкоторое щьлюе положительное или отрицательное число; значить, 


И) 20: 


и мы приходимъ къ неравенству 4очуШе’а 


<4) а, < МФ». 


Стоить только написать такую непрерывную дробь, у которой не- 
равенство (4) не ‘удовлетворяется, чтобы быть увфрепнымъ что такая 
дробь не можеть быть алгебраическимъ числомъ. Эта дробь будотъ числомъ 
новой природы, которое называетел трамецендентиюымз. 


=) Д. Граве, Эломентарный курсъ твори чноель. 1918 г. Стр. 187. 
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Метода баизз’а для трехчленныхь уравнены 
$ 45. 
Трохчленными пазываюотся уравиеня вида, 
яр + За -В-=0, 


которыя заключелоть только три члена. Ташя уравневя часто ветрФчаютея. 
КромВ случаевъ квадратиаго и кубическаго уравиевя мы ножемъ иапом- 
иить ($ 35 гловы Х) преобразовыме етгатФа, которое приводить общее 
уравиен!е 5-оН стопени къ трехчленному ваду. 

Я говорю въ моей кпис$ о трехчлениыхь уравнешяхь, потому что 
С. Ег. баизв обралиль внимане на эти уравнешя и далъ ') прекрасный 
споеобъ ихь рёшешя. Въ 1896 году бираеНтеет *) публиковаль таблицы, 
облегчающая выкладки этого рЬшеня. Я покажу здЪеь. мое видоизывнеше 
способа Саизта, относящееся въ вычиеленно вещественных корней трех- 
членныхь уравнен!Й. Мой способъ овнованъ на примфнен!и метода, нте- 
рей. Этоть способъ еще въ бытноеть мою етукентомъ Петербургокаго 
Университета 1883 г. я показываль тозаритамъ. Я ничего не публико- 
залъ о немт, ибо подробное тооретическое проведеше не привело меня къ 
новымъ въ идейномъ отношени результатамь. Способъ разеужденя ие 
отличалел по существу оть тбхь соображенИй, оъ которыми связано при- 
шожене извфотнаго ряда Гавтапее’а 3). у 

Здьеь я привожу мой способъ, ибо при правтическомъ вычисления 
оиъ не хуже способы баз?а, но имфеть преимущество въ мнемопиче- 
скомъ отношенши и его буввально нельзя забыть, вели онъ быль одинь 
разъ извБотенъ. 

Возвысимь уравнене 

эле -- 2а) = —8 
въ етенень 
пеар 44 2а)2 == (— 128» 

и положимь 


{1) д" а=2, 


*) Саивз ЗУещке, Ва. Ш, в. 85. Пена» гаг Табоме дег еергавевой, Се 
онопроп. Рей АБралаие: (1849). 

2} биайеИпает. Таш таг Вегесвпиие ег тевПеп Магов звал евег - 
попызоней СЛасвипеей (1леёрий 1896). 

8) 5. Гуреа. Курсъь математическато анализа. Церев. Некрасова подъ ред. 
Млодзевекаго. Москва (1911), Стр. 438. 


= 458 — 
тотда урайиете припимаеть видъ 


8) (еаде--ай=Ъ. 
тАВ 
$ (— 10882. 


Итакъ, мы пришна къ уравненно (2), которое мы уже изаяфдоваляи 
по теорем БЗнитл’» (см. $ 6 главы Х1). Ц» основайн (1) всякому зоще- 
отвоциому хоршо задаппаго трохчлениаго уравнешя бухать соотвВтотво- 
валь вещественный жо корень преобразовышато уравнешя (2). Примияя 
теорсму Зишига, мы зидЪли, что ото уравнаше ие можеть пыфть боле 
четырехъ вещественныхь корней. у | 

Уравнеше (2) можно преобразовать танъ *) 


® на 


2 


О) 


Подставляя въ екобкахь знамепотоля вмфето 2 все зыражеше {3} 
придемъ въ бозкопечному перодическому алгорпому 


р 
{4) р о 
ра 

ра-+... 


Подобнымъ же образомъ, преобразуя уравиене (2) такъ 


2 
в веанИ 
(--а+2) 
получныь другой алгорпомъ. 
ри 
Й 
(6) и 
аа 
*— 28. 


Этоть алгоряемъ предотавляеть обобщеше непрерызныхь дробой въ 
томъ смыель, что при иепрерывныхь дробяхъ чередуются ха операши: 


р 
*) Здфсь показатель а мя ‘удобства написанъ съ дфвой стороны. 
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двлеше и сложете; здЪеь же чередуются три операши: возвызлее въ 


етелень съ ноказалелемт, 1, дЪлоню и сложеле. 


Прн 4 чотпомь въ алгориомв (4) можно брать раднкаль и съ тм 
или хругимь зпакомъ, подобнымъ жо образомъ при р четиомь можно из- 


жишть знавъ при родикал$ У вЪ алгоркомв (6). 


Оказывается, что при помощи четырехъ, получеемыхь тазниъ обра- 
зомъ алгорномовъ можпо вычислить веВ вещественные кории уравнешл (2}- 


Покажемъ приложено этой методы къ чнолелпому уразиевио. 


Вычнелямъ вещестленные корни уравиешя 


2—4; —2 


0, 
полагая 
я—2 =, 


получимъ новое уразнеше въ томъ вид 
{°) (2+2) — 24—16. 


По соображешямъ $ 6 главы ХТ уравнен о (7) долкло ныть только 
три веществелныхь кория: 


Мы получаемь дЬЙствитольно едВдующихь три алториема для вычи- 
слешя этихь трохь корней #1, 26, 23. 


[© 


{9 


(10) 
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$16. 


Теперь я монажу подробно, казъ вычиелить но моему влгориему 
кори. Мы возьмомь сомизначиыя логариомнчеевя таблицы, & также 
таблицы Фалззовыхь логариомовъ, посящя заглаве: „Топ дег А9@- 
Яотз ит бибзбгаеНопз БоватИйтоп Ги 9ореп Э®Пер. ВетесВлеё топ 
Т. Дес. Вейл. 1868. 

Изобрётеше Свлзуомъ лотарнемовъ суммь и разцостей показываеть, 
что этохь „рИпоерз паветайсонии“, провидЪапий орлипымъ взоромь глубо- 
чайния совремолныя теорги, не гиушолел, когда дёло шло о празтическомъ 
вычислени, предлагать дВйствительно удобные въ праклическомь отиоше- 
ши проемы. Тавовъ удфль гешя, который велик, кам въ теория такъ и 
на пражтякъ. 

Начнемъ съ вычполеня ангориема (8) $ 15 


79 = 9,5484550. 
Зуи? 


1 , . 
Логарнемт, Числа Ня вычиеляемъ, прииВняя 2ес’овсве логариомы 


суммъ. По этимъ логарнемамь дЪйетые производится тажъ. Положиыть, что 
‘требуетея вычиолить 29(А-- В), 46 А> В. Находимь Г9А ни ГУВ; 
зычнеляемъ разность 1== Гуй — Г9В; по числу 9 ищомъ соотвфтетвен- 
ное чиело @ таблицы Иеев’а, относящейся въ сложонио (въ указанномт, 
издан таблица № ХИП стр. 686). Искомый логарнемъ будотъ 


БИА В) =Т9А+ 6. 


Итажъ, для нашего случая 9 1—9 0 — 9,5484550 = 


== 0,4515450. По табляцВ получаемь @ == 0,1314754, значить, 11+ 


57) —=791- 4 = 0,1314754. Иввлекаемъ корень четвертой отепени, 
тогха получим” 


а. 
ы = му | + —0,0328688 . 


Повторяемъ операпйо моего алгориема, т.е. вычисляемъ но ИееВ’оя- 
„свимъ таблипамъ 


1 
2у3 
| Е РИИИИИ 


1 
Уч 
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Не объяеняя лодробяо вефжъ дЪйствьЙ л приведу полное вычиелене 
зогарнема велизнны 


в +2 
. 4 
до семи знажовъ. 
Вторал зитеретия. Третья. иперащя. 
29 т“ 3,5484550 Г 1 9.548450 
у” р" 

___ #1 =0,0828688_ _ &==0,0807818 
9,5155865 9,5176788. 
доп. = 0,4823268 

0,1286482 

9,0309108 = 
Четвертая зипераил. Пятая итевошя. 
1 
Та =9,5484550 == == 9,5484550 
уз > 6 

___ №=0,0809108 _  №=0:0809088. 
9,5175442 9,5175522 

доп. = 0,4824558 . _ доп. = 0,4824478 

й 9, — 0,1286118 4, ==0,1286133 

дЪа. па 4=0.0309025 = 1, 


Шестая нторашя умоньтаегь лишь и единицу послёхнюю цифру 


ие — одавбтаа., 


Получаем 
аа = = 5 31708. 
Уравнене | 
(94 —4=3. 


показываетъ, что корень 2; хозжель быть числомъ положительнымь; п0- 
лучасмъ 
(0 2; = 1,5185 


ЗТодоблымъ же образомъ мы вычислимь оба лругихь алгорибма (9), 
(10) $15, примВияя таблицу логарпемовъ разностой (таблицу Хест’ь № ХИ 
стр. 681). По этой таблиц для вычислены 25(А — В), вычисляется раз- 
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пость у = 194 — 98, по д находится соотвфтотвениов чнело @ таблицы 


и окончательно 29(А--В)=ТоА—@. 


Я привожу здфеь полиов вычнелене обоихъ алгориемовъ. 


Алориель (9) 8 15. 


Первая зипераця. Вторая зиперачия. Третья илперация. 
9,5484550 9,5484550 
#1 =9,9526332 __ № ==9,9455652 _ 
9,5484550 й 9,5958218 9,6025808 
9 ==0,4515450 — 2 ==0,8971102 
@= ‚1894612 КЕ ‚2224029 
доп. == 9,8105328 дон. = 9,7775971 
г. — 9.952682. г. 9,9455652 =, . 9,9443008= №, 
Четвертая итерацая. Пятая итертия. Шестая итеролия. 
9,5484550 9,5484550 9,5484550 
Ё; = 9,9443993 Ты == 9,9441189 — й; =9,9441669 
9,6040557 9,6012761 ° 9,6042881 
9: =0,8959448 9: =0.3957939 
6, —09533355 


доп. — 8,1766675 


1. =.9,9441789-—№, г. 9.914169 — № 


Седьмая иторащя даеть окопчатеаьто 


9 
ие 9,л7659з. 


Подлучаень й 
д 2-е жи == 2.391769, 


откуда искомый корень хз будеть 
42) 2:=— 1.243597. 
Алориемь (10) $ 15. 


192-—5— 8,1985200 . 
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Первая итерашия. „Вторая итераций. 


8,1938200 
1 = 9,9796380 


8,1938200 
061800 


927120 

9708480 = # 

“Третьл зипераця. Четвертая итераия. 
8,1938200 81938200 


2 = 9.970721 

А вь 
769012 

0.0073215 


2. =9,9996785. 


4.==9,9707212 = № 
Патая птерадя дасть оковчательно 


4— и 
4 


и ва 


—{9 — 9,9926786 


откудь 
(8) 2, —— 0,5057046 . 
Итакъ, вс тра вощостаенныхь хория заденнато уравиенйт вычпелоны. 
$11. 


Обращаяеь теперь къ вычиелонио миимыхь горной трехчлениаго 
уравношя, мы возьмомь ©пособъ бал5з'а, ибо этотъ бповобъ едвали под- 
ложить упрощешю въ общемъ случа. 

Итакъ, пазть падо пайти милмые корип уравкошя 


(1) ар 4- За {-В=0, 


тд а и В число воществонныя. 
Полагая х=(0084 |-18%9), подставляя въ уравнеше (1) и пря- 
равнизая пулю коэффшиелть при #, нолучиыъ 


За Эт аз 
2 я. 
8) Би (р-- 0? 
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Церенишемъ теперь уравнеше (1) такт 

6) 22-- За 0 
ели мы относительно (3) сдвлаемъ туже операщю, то получимъ 


Ут ао 


+ — 
{4) УР тре" 


зовлючья г изъ уравнёвй (2) и (4), получимъ 


{5} 9(9) =», 
тАЪ 
(Задьчч [9 (р фе 


АН, 90 = арии Я" 


Подчеркнемъ главиЪйшя свойства функции 92). 
Т. Ея производная опредфлястся изъ уравнешя 


0) выра 


Се) ` Ветра Вена (РР — (09—94 со ах, 


язъ которахо слёдуеть, что знажъ производной 82) совпадеть со знаком 


выражен! я 


9 (ра 


— Этрявтах У 


8—2) = 9(#), (к =) 9). 


Этв равенства показывають, что достаточно раземотрёть значеня 

<, заключаюнуяся между 0 вл. 
н. 
(ред 
(6) 9(0) = та —' 


Г". Ве промежуткь (о, 59) функц 9(2) убываетъ отъ знаме- 


щя (6} до нуля. 

Когда найдены в впаченя $, удовлетворяюнуя уравнению (5) и 
ложелцл въ промежуткВ (0, *), то изъ нихъ нахо откинуть тв, по кото- 
рымъ получается изъ уравпенйй (2) и (4) для величин *? или 7741 числа 
отрицательныя. 6015$ обратиль вннмае ма елБдующее обстоятольетво. 
Если мы прологариемируемъ уразноше (5), ограпичиваялеь случаемъ Х>0, 
то получеемт, . 

198$) = Г9%. 
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Выражене 7,99) вычисляется просто безъ пропорщюнальнаго ин- 
хериолированя для тёхь значешй угла ф, для кохорыхь въ табяещь 
Тубтх укозаны соотв тотвующя числа, ибо, если ®, @еть изноторое 
‘табличиов число, то и Тоту, Тото, Гу бт (р - зто паходятея 
прямо въ таблиц (безъ интерполврованя). Итазъ, для веякаго хаблич- 
наго угла Фо вычислеше 299(2) производится очець проего. баз пред- 
латаетъ найти два раломъ столиия табличиыя числа Фу п; тажя, чтобы 
было 


Горе ГАА. То) == Г: 


другпии словами, чтобы корень ф уравнешя (5) заключался между чнелами 
Фо и т. Для вомизначныхь таблишь разность 2. -— ва, хань извфетно, 
равна 10”. Обывновенно небольшое чиело пробъ приводить въ нахождению 
чисел 50 и $;:; окончалельное же вычислеше корня ® совершается по 
правилу тевша #2157, т. е. пропорщональнымь интериолироващемъ. 


$ 18. 


Покажемь на чиелениомъ примфрь епособъ вычисленя мнямыхь 
корней. Возьмемь тоже самое уравненше 


8—4 


в=4, 4 
Уравнещя (2) и (4) $ 17 имють въ данномъ случаВ вихь 


49%. 


м 
За бе 


слдовалельно, должно быть 
бе >0, 8 5Ф>0, 91460. 


По этимъ неравонствамь получаютол слфдующихь два возможных 
промежутка для искомаго корня 


(7%, 909), (1449. 1800). 


Но промежутонь (ие 1807) откидывается. ибо въ лемъ фунюшя 
9($} измвилетея отъ 0 05 щ= 12,19, тогда, кажъ по уравнопно (5) должно 


быть 
9(9) =- 64. 
30 
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'Изевъ, новомый аргументь одного’ изъ двухь мнийыхь сопряженных ь 
корней должен быть въ промежутев (72°, 909). Разсыотрьше 'пройввол- 
ИОН показывьеть, %10 въ томе проможуть фупвыи `9() возравеавйя, 

Приходится разематриватё фунёцию 


(п) Би бме-— ШЗтф— 49546 — 064, 


Жотла я приготовляль для вниги эти вычисленя, то я пробовал, 
сначала © =80°. Фунишя (1) оказалаев числомт, отрицатольнымь. Тома 
я попробоваль ф-=85°; чиело оказалось также отрицательное, но уже 
Малое: Проба е =. 86° привела въ положительному чиблу; елвдовахельно, 
хорень заключаетбя межху 857 и 86°. Примвнеше править оби’ 
дало около 85020. Двф хальнёйшн пробы повазаяи, ито корень занию- 
Чается мажлу 850 21' и 850 22’. Интерполируя 10 правилу теза. ВйыГ и 
производя ещё пару пробъ, мы получаем окончалельно два, рядомь в10- 
лая въ табливь, числа 

85021720", 3502130", 


которым соотвфтотвують зваченя фучкийн (1) 
— 0,0011582, + 0,0000785 . 
Пропоршояальное ийтерполироваше даетъ окончательно 


ЗБОЗЕЗИИ, 37. 


Цо уравненио (2) $ 17 получимъ зкачене модуля инимато корня 


= 1.443181. 
Откуда искомыхь два миимыхт, корня будуть 
0,118792 . -:254.1.438448... 


8 19. 


Метода Чвиев’а подверглась обобщенно на случай четырехчленныхь 
уравнен ! вт, работв А, УЧепег а). 


2) уейасьЕИ® 1. Май. Ррув. 31 (1886), з. 65, 192. 
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Способъ @гаейе. 
$ 20 


Снособъ СтаеНе основашь на довольно простой мысли, которая во- 
«ходить еще въ Гат. Вегпои 1 '). 

Луоть 2, 22, ... ан. корни уравнейя Д=) == 

Полагая го обынновеню 5-2 -- 7 -.,.-- мн, будемь имфть 


оли корень 2, имфеть нанбольшй модуль, то нри безнредьльномь 
звозрастыйи # мы будемъ имфть 


Вт = =. 
8-1 

Тавимь образом» панбольнийпо модулю корень можеть быть пайдеитъ 

кар предблъ ®. 
ыы 9—1 . 

Ещег въ овосмъ знаменитомь сочинени „Гиобиейо ш ааёузй ны 
Япйорииа“, (Т. Т, Кар. 17) стремилея ‘придать идеямъ ВегпошИ празти- 
чеекое значене и развиль опбвобъ вытиеля®ь корни численныхь уравно- 
зи при помощи возвратныхь рядовъ, Идеи нЧег’а.были развиты побздиЪй- 
япими авторами °). 

Идея возвышены корней въ безконечно бодьшя степени привела, къ 
дЪйствительно удобному па практик способу рЬшошя уравненй зищь 
юблЬ изолздоваий бтаеНе, развитыхь иозднфйшими авторааи З). 


и) р. Вело, Сони. Роор. 3. 1798. р. 92. 
2) Рошчег. Апй. 403 би. 86%, Озуеа198 883. № 197. Зи, дот. Е. г. п. ап. 
183 Лоб Зет. 13 (1885), Сейв. Ма 
$) оное. Бо Аа: а. ВОВ, пли: Леон. 188: Хе. лот. Рики Ма 
32 {1881). СагоаНо. Али. а. м Ч. 42 Тошоияе 882). -4, Крылов. Леющи о трио. 
вычисл. С.-Петорбургь 1931, 


Май. 


ГЛАВА ХИ. 


Двучленныя: уравнен1я. 


Двучленныя уравненя. 
$1. 
Будемъ разоматриваль уравнейя вида 
(1) | д — 1-0, 


тдф и натуральное число. Изъ элементовъ извфегио, чтб корни этого урав- 
нещя ямфютЪ видъ. 


д 2 са: 2 
2 бе: 
(2) Ур — 005 + т 


Давая значку значеных: 


0,1,2,...8— 1, 
получимь во п норней урависшя (1) 
(8) 1, 1, а, ти в: 


Изъ формулы (2) вытекаеть, что 
Энг 


= 
= | | —11*; 


таким образомъ мы видимъ, что воф корни (3) получёлотся, камъ степени’ 
одного корня 91, и, слБдоватольно, ряку чисель (3) можно дать видъ 


(4) В ТИ, т, и, 
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$2. 


Только что мы видали, что, евли возвышазь корень”, въ поелЪдо- 
зательния отопени 1,2, 8, ...п--1, то будуть получаться отличные 
ть единицы различные корипг двучлоннаго уравневя, и и-ая степень 
будеть паименьшая изъ степелей, удозхетворяющая равенству 


н"— 


Будемъ корни (3) 8 1 называть корнями степень т ‘изъ единицы; 
назовомъ ‘иербообраяныиь корномъ стопеви я изъ единицы такой корояь, 
что напменьшая ого стопонь, обрищающаяся въ одтищу, будоть #. 

- Мы видвли ужо, чсо’ по крайней ирБ одкль такой корепь сущест- 
зуеть, потому что корень т, кажь разъ обладаеть этимь свойствомъ н 
есть, олфловалольно, лервообразный. 


$3. 
Поставимъ себЪ вопрось, существують-ли кром5 корня т; еще перво- 
образные корни *). Нетрудио убфдатвея, что первообразнымъ будеть вея-” 


&й корепь 


73 


тлф чнело 6 взаимно ироетое съ я. Въ самомъ длф, раземотримъ кевую-. 
нибудь щфлую степень х этого корня 


=, Ш 


. 2 т: 
= * 
"= - 


и будемъ искать цанменьшее цзлое число, при которомъ имфеть- мфето 
равенство 
{0 т=!. 


Аля того, чтобы это равенство нмфло мето, надо положить 


{2} =, 
ЖВ 2 цлое число, ибо торда 


е ем |. 


<} Я предлагаю читателю еравнить’разсужделя этой главы съ ивложещень 
зъ моей кинг „ОЭлементарный курсъ теор зиеелъ” (вт. изд. 1913). 
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Тавимь образомь, мы Видим, чо произведен йхс дваинся на п, 
но & чиело эзанино простое оъ я, слЪловательно, т должно дрлитьея ме 


з, и мы получаемь 
ий, 


дв Е число цфлов. Тажь кажь наименымое ‘значе цЪлато числа евть- 
1, 10 получасмъ наименьшее значене х, удовлотворяющаго (1), рав- 
цымь и, и, слфдозатольно, норень эх при. взаимно проетомь съ в всть- 
первообразный. _ 

Покажемъ дальше, что, воли № будезтъ уме, общато намбольшаго- 
съ я дёшителя @, отличнаго отъ 1, то корень х, ие будеть первообраз— 
пый. Въ самомь дЪлЪ, въ этомъ случаЪ можно положить 


ВЧ, в =: 


тв В п п, цблыя взаимно простыя чиела, и кромф; того 


субховательно, получаемъ 


ума о 


тажимь образомь, мы видимъ, что въ эхом, елучаЪ существусть такой 
показатель *‚, при возвышониг: въ отещень которазо получаетея 1, #о- 
этогь показатель меньше ®; значить, вт этомъ с4уча корень ть неизрво- 
образный. 

Получаетея слъдующая теорема: 

Сущевтвуете втолько первообразныхь корней степени в изь едины, 
сколько сущедтвуеть чисвль меньшить п и бзацино постить в. в. 

Будомъ обозначать’ во ввемъ далибйтемь число порвообразныхь кор- 
ней спмвояомъ 

9), 


(я) воть Икоторая числовая фунищя, ныБющая омыель холько ири цф- 
лыхь значешяхь аргумонта ® и принимающая только цфлыя зпаченя. 
Такь нажь существуеть только одинъ первообразлый коронь изъ одиници 
первой степени, а имомно сама единица, то очитмоть 


$(1) = 


Фупкшя +(и), па осиоваши только что приведенной теоремы, имЪ- 
втъ еще другое значане: она предетавляеть число чивелъ, меньших * 
и взаимно простыхъ 6 цимъ. 
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Это даетъ возможность вычиелять значеня фунюши Ф(п) дан различ- 
ныхь численныхь значен!! ю; тавъ, наприыфръ, 9(6) =, ибо сущеетву- 
отъ только два числа 1 и 5 взавмно проотыя съ числомъ 6. 

Если число и простое, то оно взанмно простое со вефмн числами 
меньшими его, & танихъ чибелт будоть и —1,; поэтому пря и простомт, 


3) =в—1. 


$4. 


Покажемь теперь, что для волкаго первообразнаго корня 7, имфеть 
МБОТО то же самое свойство, которое мы видфли для первообразнато корня 
и, & именно ® степеней 


(1) ИЕ ты, 18, Пт 


будута веь`ворни (3) $ 1 изё вдимициы. 
Вь самомъ иЪлЬ, будемъ разематривыь произведеня 


(2) &.0, 8.1, #.2,...В.1, ИИ; 


будемъь дфлить произведеня (2) па число * п составлять овталки отъ 
этеко дБлешя; пусть эти остатки будуть 


(3) фоу баз Рау с. Рнаь 

такъ что р; обозначцелть осталокъ отъ дВленйя на п чибда 4{; очевидно, что 
0—0, ри =, 

таже какъ # меньше #: Замтивт, чго 
Жил р, 


ТВ яр ЦЬлОе число, получимъ, очевидно, 


=. 


Отоюда, мы видимъ, что числа ряда (1) будуть представлять собою 
слвдующ ряд чисоль 
(9) ох Мне ыы. 


Мы желаем доказать, что рялъ (<) даетъ ве корни степени и изъ 
единицы. Для этой цфзди достаточно убЪдиться, что среди осталковъ (8} 
не будоть одинаковыхь, нтанл, покажемь, что невозможно равепетво 


— 412 -- 
предиоложимъ, что это равенство имЪло бы вето, тогда два чиела 
мя 
при дфлеши на.и дазале бы одинаковые остатки, а, значить, ихъ разнобть 
—) 


давала бы въ остазк пуль, но чвело # взоныно простое съ м, елЗдова- 
тольно, должно дфлитьея на я чиело #—7, что исвозхонато. 
`Итажь, вфВ остатки 
Ро› Ра; Ра» -- -Рн-1 


различны между собою. Зпачить, доказано, теорема: 
Веякй первообразный корень степени т изф единиииы обладавть 


свойотвомь давать веть корни степени т 3% единицы при возвышенаи въ 
степени 0,1,2,.,.®—{. 


$5. 


Разомотримь теперь какой нибудь непервообразный корень 7» сге- 
ивим п изъ единицы, Предположим опять, что число # иметь общаго 
нанбольшаго дЬлителя @ съ п, такь что 


#=9.8, п--а.11; 


мы зилбли уже, что наименьшая степень кория 7», дающая единиду, уже 
меньще я и равна и:; будемь говорить, что нашь корень ирмеядлелсниеь 
5 показателю п). 

Получасмь теорзиу: 

Веяжй первообразный корень стенени п изз единицы припадленоить 
жъ мъкоторому показателю в, который есть дълияпель числа т. 


Посмотримь теперь, сколько сушествуеть корией стенени ®; ири- 
падлежощихь къ опрехфленному показателю я. 
Тазъ кожъ 


Рф &, число. взаныно провтое съ ®) и меньшее этого чнела, ибо &<и, 
то мы завлючаемь, что веявй порепь степени ®, приледложанйй показа- 
телю и: , есть порвообразный король изъ одниниы степени ®;, и, зачать, 
чиело корней степени и, пранадложмцихь показателю ®\, будетъ (я). 
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$5. 


Раземотримь веовозможные хфлитоли числа я и разомотримь сумму 


Уч), 


расиросхранениую на вовхь дфлителой числа *. 

Нетрудно убЪдиться, что. зима сужлие есть п. 

Въ этомъ убфжхаемея простымъ счетомъ корней; велый: корель ири-" 
надлежить непремлно къ кожомузнибуль показателю эн ‚ ‘слВдовалольно, 
при счет окъ дасть’ единяцу въ’ составЪ соотвфтетвенной фупкщи $(и/. 
Значить, перебравъ всф корни, мы съ одной стороны получимъ чнело ‘в, 
а съ другой сумму вевхъ фупьщи. (я). Получаемъ; елфдовательно, ра- 


вонетво 
в— У +. 
Напримфръ, вели я ==12, то дфлители будуть 
1,2,3, 4,6, 12,. 
12 = 90 +90) + #8) + 44 + $6) + (12). 


что легко провврить, ибо 


у, зналитгь, 


$1) =1,. 92) ==1, «Ва, 
(4) =2, (8) =2, 912) =4. 
$1. 
Возьмемъ какой-вибудь нервообразпый корень #., и пусть число и 
раскладывается на два взаимно проетыя множителя ди Ъ, тавъ что 


(1) э—а.Б. 


Изь элемонтовъ извЪотно, что можно подобрать безчисленное мно-, 
жество ларъ чиселъ хи у, удовлетворяющихь уравнензо 


(2) ав ву = 


При этомъ очевидно; что чиело х‘взаммно: простое съ &, бо, если 
бы эти два чиель вифли дБлнтеля 8, то на этого дЪлителя должна бы 
дВлиться единица, что невозможно; точшо тахже у взаимно простое съ в. 
Получасмъ 


Изтамъ, мы предохавили порвообразный корень стелени ® въ вижВ 
произвехеня хвухъ корией т’ н г’, изъ воторыхь первый стемени $, & 
второй стецени а, причемъ оба эти корня первообразные, потому что число 
Ъ взавмно простое съ обоими. мномитоляма в, и, блБдовательно, 
ззанмио простое оф $, & Ву взаимно простое въ @. 

Отсюда нолучаемъ слВхующее правило составленя ‘зебхь порваоб- 
разныхь корней степеви иё, вели извфетны во первообразные корни. 
‘степени @ н степени ©, вь случёб @ и 6 взаимно. проетыхь между собою: 

‚ Деремножьме казюдый изъ корней степеть а ча каждый изъ вор 
ей степени $ и получиль въ тервообразные корни степени ав, н выхо- 
дизть, что 


(8) #(а0) = (а). 90). 
Равенство (3) даеть возможность получить общую формулу для вы- 
числешя функши ф(и) для любого плато значеня в. 
$8. 


Въ вамюмъ дВлЪ, равенство (3) можно написать для какого угодно 
чиела множителей. Такъ, если заланъ рядъ кавихь угодно взаимно про- 


отыхь чиселъ 
а, 5, е,... 


$(@) .9(6) .(6)... 


“Напишемъ разложене‘ заданнаго числа в на простыхь инбжителей 


то получимъ 
(а.5.е.. 


= р, 
ТВ ри, Ра, 63, ... пробтия числа, входяция въ составь п, а 1, Аа, +. 
н®когорыя цфлыя чибла, тогда получаем 
В а, й 
98) = Ир") а 9.9"). 
Остаетея, олфиовательно, показаль, хак вычислять фунющио 


#2), 
тдф р’ простое число. 


Раземотрииь 2’ позярловательныхь нелуральныхь чиволь 
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изъ отихь чиволь взаимно ироегыми съ у’ будуть тБ числа, которыя но 
хВлятоя на проетое число р. Значить, чтобы сосчитать число этяхь чи- 
солъ, надо вывинуть изь нашего ряда в0% чиела, дфляпИяея на р, т. е. 


слфдуюпия 
;. 


2,26, 30... (1 Пр, Р-ЬЬ; 


хажныь образомь, надо’ выкинуть 2^-1 чивелъ не взанмно иростыхь еъ’ д, 
и мы получаемь, что число взаимно простихь чисель, меньшихь 2^ будеть 


4) 


жв=т- 


откула получаем 


(4-9 


=» (1) ... 


о-в 


ули окоичалольно 


ТАЗ 


Это ‘выражеще для фуниши © показываеть, чго дли вычиелешя этой 


фуввша ме кадо знать показателей );, & надо знать лишь во различ- 
имя простыя чиела, входяпия въ еобтазь чиела в. 


$8. 


«Шуеть . 
(9) Ы, №, №, ..- Вы 


будуть веф числа взвимно простыя съ 9 н меньшая п. 
Возьмемъ кажое-нибудь изъ этихъ чиселъ, напрямфръ, Ё, тогда рядъ 


`‘чивель 
(2) ВА, й., .-- Вы 


при дВлеши этихъ чивель ма я заесь рядь остатковт, 


{3) В, В. 


Нетрукно показать, что ряд (3} состоить изъ ТЬхЪ зе чисель, что 
и рядь’ (1); только расположенныхь въ другомъ поряяк». 

Зъь самомъ дёлЬ, очевняио, что вов числь рлда (3) взаныюо простыл 
оъ и, ибо эти чиола происходать огь дёнены чиселъ (2) взаныко про- 
отыхь сь п па, в ири такомъ дВлеши, ослибы осталокъ имёль общаго 
АБлитеня съ п, то такого общахо дфлителя имВло бы дьлимое. Итажъ, 
чнела (3) сутр. числа меньшя в. взанино. простыл съ. я. Остаетел по- 
казаль, что эти числа различны между собою. 
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Въ самомъ АЪЛЪ, предположныь, что 


тогда разность двухъ чивель 
им, 


должна бы дБлиться на п, а это новозможно, мотому что эта, разность 
мифеть вихъ 
8—1} 


и есть произведеше числа # взанмно простого еъ ® и разпости двухъ чи- 
зель меньлихъ #. Итажъ, рядъ остатковъ (8) совпадаезъ съ рядомъ (1). 
Отсюда получаются двЪ слБдующия весьмь валеныя теоремы. 


Теорема Т. сли мы возведемь вст, мервообразные кори. 


Ту гс Ию 


степени т изъ единицы въ степень, показатель которой Ё есть число 
взацмно простое съ п, то получимь ть оке самые первообразные корни, 
только расположение вв друюмъ порлдить, 

Въ самомъ хВлЬ, этн корни будуть 


уз + В 
`'ь Чаю 


Теорема П. Если мы возвысиме какой нибудь мервообразный корень 
к степени п ‘изь единицы в; ствиени, пожазатедн которькь будуша числа 


В, Ь, .. Вы 


озавмно простыа сз в и менушя п, то мы получьмь въ первообразные ` 
корни атепени т изь едичицы. 


$ 10. 
Пусть 
@) Же, Вт, 


будоть произвольно взятая цфлая фупишя отъ какого-нибудь чибла кор- 
ней степени ® изъ. одицицы съ злыми воэффитиентажи, 
. Составимъ ряжь фукещй 


РБ, Вы В 


жоторыя получаются изъ функши (1) замБною корней а, В; 1,... по- 
олЗдовательними ихъ отепенями, тавъ что 


п-Ю,В,1,...), 
В ==, №, №, ...). 


= Ка", № т,...). 


Можно показать, что вуммь 


ИА... А. 


будеть всегда ифлое чнело, лЪлящееся на ®. Нокажемь это. 

Возьмемь каной-нибудь первообразный кореиь ^ наъ едацицы, тогда 
вс корня &, В, 1т,..., какое бы ихь число пи было, бухутъ степенями 
этого первообразнато хорпя. Подетазляя эти стопепи корня у. вивето 
«, ВТ, ... ВЪ функвно {, и, уничтожая вов степени ” выше #—1 нь 
осповалии равалетва 


предетавимь нашу функцию въ закомь видБ 
(2) А=А- А+ А |... Ань 


тАВ во. коэффищенты 
А, Ал, аа, ...8 


числа цвлыя. Замфиииъ корни а, В, 1,... кавами-нибудь ихь степенями 
а 1... 


это все равно, что’ зам нить. нервообразный корень м его степенью 2*, к 
тогда мы получимъ еще и —Т равенотвт, у 


ААА. Аль 
АА Ам... 4,46) ь 
= А Аим де... ни 
Склодывая эти равенства съ равенством (2), подучемь слфдующес 
ровеяство 


(3) +В... КЬ=».А, 
мотому что чиель | 
7 


-- 418 


суть веЪ корни а, В, т, ... изъ единацы, а вуммы различныхь степеней 
вофхъ этихъ корней до (»—1)-0й на основащи стр. 284 равны нулю. 
Теорема тацимь образомт. хоказана, нбо 4 пфлос число. 


Ви. 


Перейдемъ теперь къ разомотр иво. многозленовь, кории когорыхть 
вуть только первообразные корни какой-либужь степени я изъ одигицы. 


Дия получены такой фунвши, нужно изъ фупещи 


#2) 


удалить вов ненервоебразные корни. Мы видфли,. что всяк поцервооб- 
равный корень’ веть иепремвнио корепь другого уравнения 


=" —1 


м — 


9. 


гАБ и; ость двлитель чибла я. Значить, въ фунещи /(х) останутоя только 
одни первообравные корни, вели мы удалимь нат нея вовхь общихь мпо- 
зкнтелей, которые эта функц’ можеть пить съ фуивщями низов оте- 
пеней 


2-1, 2 --1,. 


тАЪ я;, п), ... Суть веБ дфлители знела и. 

. Такь какъ вахождене общаго длитоля лвухь фуины совернимуноя 
при` помощи ‘послфховатольнаго дфлешя, то, очевидно, `что нозффищенеы 
зобхь цфныхь функц, которыя будухъ входить при овазанлозь провесев 
улвлешя общихь мнолителой будуть раональны. 


Вулень ‘во Неомь хальтЪиемь обозначахь Через 
Хх, 


тавой многочленъ, который имВетъ только порвообразные корни слепони 
я изъ оданяцы. Очевидно, что этот» ‘многочленъ булетъ. степени е(®), н 
мы получиит 


в 29% | ааябд-1 а. 
тдВ а, 6, ... ращональные коэффищевты. 

: рацго : 
$12. 


Покажем на примврф первыхь 12-ти чиоель, какь Находтиьу фуйк- 
щю Х,. 
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Ю. п=1, &(1) = 


такъ каюь можно считал, что сущеетвуегь только одинь первообразный 
корень первой етелени изъ единицы, & именно вама единица. хо 


20. из, $ (2) =1; 


въ этомъ случа изъ функийй 27 -- [надо удалить’ корень нервой буенени, 
т. в. разхВанть эту функао на 2—1, н мы получимъ 


Х.== +1. 


тажь какт 3 число простое, то воф корин функщи 2*—-1 кромЪ 1 суть 
первообразные, и, значить, раздфляя на 2—1; получим 


Хаит. 


4. я-а, ое: 


в Э1ОМЪ влучаВ изъ фунвши 1—1 надо уделить корни второй степени, 
т. в. раздфлийь ‘Эту функцио на 2-21; в мы получёаь 
ХХ == -1. 
50. н-Б, (5) = 4; 
получаем 
Хи -е |. 


=2; 


2 
-3 ; 


изъ функщи 2—1 надо удалить вов корни третьей степени; Значит, 
надо раздЪаиТЬ ее на’ 22 —1‘`н Получимъ 23 -- 1; но еще надо‘равдьлить, 
на 2 НТ и мы получамь 


70. п==7, 91) =6; 
зюлучаемь 


ии аа, 


80. 8, ов). 


удаляя изъ фунющи 2—1 во корни 4-0й олевёни, т, в. равдзаяя на 
дя-ь. 1, получимь 
АА. 
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в 
99. пы 9, 90) =9.5=6; 


раздёляя та функцио 28 —1, получим 


Ху = 4241. 


—=4; 


5 ® 


100. п =10, 19-0. 


раздьляя 2—1 на 2°—1, получимь 25--1, а раздьляя еще на 2-1, 


получимь 
Хо=д*--- тв. 


110. ва, 9) = 10; 
получимь 
Ха =... Рае. 


19. па, в) 12.1 В 


фаздфаяя 8 — | на 2.1, получимъ д3-|-1, а разафляя еще на 2-1, 
получимъ 
Хе — 4-1. 


$ 18. 


На предыдущихь примрать мы видёли, что коэффищенты фунх- 
щ# Х, оказываются не только ращюнальнымя, но и цфлыми; это евой- 
ство, какт нетрудно показать, принадлежить функи Х, лри веякомъ 
значенш п. 

Въ эжомь очень. просто убфдиться, сели ириплть въ соображень 
елфдуюцщя леммы относительно цвлыхъ функйй, ухезаищыя Салзз'омъ и 
имвющЕх большое примфпепе въ разныхь частяхь Алгебры. 


$ 14. 
Будемъ разсмахривать полиномы съ цфлыми коэффищентами 


вод" ах"... а вы. 


Если общ наибольший хВлитель воъхь коэффищентовь- этой фуик- 
щи есть 1, то будемъ назывель эту функцию мервомамальною. Нетрудно 
локазаль справедливость слёдующей тсоремы: 


—— 481 — 
Если дать цтълыл функить 


а" -- ааа"... +418 -- в, 
а 
первоначальны, то ихз произведеие 


вое | па би 


будеть первоначалью. 

Допуегимь обратное: допустимъ, что произведеше непервоначально; 
тогдь всЪ коэффишЮвТы 6, @1,...биз= имоть нфкотораго дфлителя 
&>1. Этоть дьлитель должень заключать въ себЪ по крайней мфрЪ 
одного простого множителя р; допустимъ, слфдовательно, что вс коэф- 
фищенты 6, 61, 62, ... дфлятоя иа ифкоторое простое число, р, отлвч- 
ное отъ единнцы. Невозможность этого хопущешя обнаруживается сразу. 
Въ самомъ лЪлф, пусть первый по ечету слфва коэффишенть, не дЪля- 
щея на р въ первомь множитель будеть:а., а во второмъ 6,, тогда 
получаемь 


Сеат а,0, - араба + бнаво-...На абы -Р а-афые +... 
а такъ какъ ве коэффищенты 
1-1, ба, быт, ба, 


длятся на р, то во второй части поелднято равенства во члепы хром 
порваго 4,0, дЬлятея на р. Итамь, оказывается, что е, но может 
хБлитьея па р... 


$ 15. 


Изъ теоремы предыдущего $-& можно вывести, канъ олЪдетве, елё- 
дующую иовую теорему: 
Коль де чуълыя фушсии 


аа али аи -... 
фа Ва вые... 

сз раровальными коэффииентами даютз въ произведениь функцию 
афера | ран? |... 


у которой пооффииенты тр, а, зльлыя числа, то зпьлылмия должны 
быть паке коэффивенты в, в.,... м8, Ва,... фу он ф. 
-81 
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Яоцустинъ обратное, & именно, что коэффишонты у функий о( и 
+(@). пробные. Обозначииь черезъ ао нанмепьюй! общий знаменатель вовхъ 
коэффищентовь х,, а, ..., а черезъ № наименыт!й общ знаменатель 
зозффищентовь В, №, ... Тогда двз фувкий а0$() я В 4(®) будуть съ 
цфлыми коэффищентами. Очевидно, что. эн функцщи будуть первоначаль- 
ными, потому что, есди бы послф умкожешя на а, фунющи ч(=) окозалея 
ы вефхь коэффищентовь этой функц назой-нибудь общий миожитель, то 
въ этомъ случаБ число о, не могло бы быть общим навменылимъ зна- 
менатехемъ. Итакъ, об функди 


252), оф) 


первоначальны, а, значить, первоначальной фупхшей должно было бы 
быть ихъ произведене 


побит Е тачтя-1--..): 


но тавъ вакъ 30$ козэффищенты 41, 12,... Чвела цфлыя, то дия того, 
чтобы послёдняя функщя была перволачальною, необходимо, чтобы рав- 
нялол единиц общ множитель о, вевхь козффищентовь; итажъ, вы- 
ходить 
в =1, 
откуда 
0 =1, в =1; 


елфдовательно, всВ а; и № числа ифлыя, что и требовалось доказаль. 
$ 16. 


Обрыцаемол телерь къ болфе близкому разомотрённо функц Х», 
ЗВозьмемь фуньино 
д" — 1. 


Тажь кадиь кевдый изъ хорней этой фунвши припадлежить звоегда 
хъ ифкоторому покозателю #1, который веть дфлитодь чиела и, то не- 
чрудно убфдиться въ сущеотвованю тождества 


(1) "—1= ЛХ. 


тдЬ произведеше раопростраляется на вехь дьлитолей числа и. Въ 
справедливости формулы (1} убЪждаемоя слфдующимъ образомъ: 

Такь каль в0 второй части мы разсматриваемъ вофхь дЪлителей п, 
зисла п, то дил каждато дБлителя и, мы можемь взлиь только первооб- 
разные хорни степени я. 
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Сравнивая выспйя степени въ львой и правой частяхъ, мы получа- 
емъ соотпощен!е 


п = У). 


Изъ формулы (1) мы получаемь слфлующее важное заключене: 
такь какъ произведеме функшй Х» воть пблал функция съ цълыми ко- 
эффищентеми, а мы злаемъ, что коэффищенты фупюши Х, ращональны, 
о мы. приходимь къ заключенно, что позффищенты фупкщи Х, должны 
быть числами дълымн. 

Если мы прамВнимъ формулу (1) къ ь случаю п=12, то получим 
дълителей 


«л®довательно, 


тео бя 2 1—1. 


212 


Неприводимость функши Х, при = простомъ. 
$17. 


Ифлыя функши Х. обледмоть свойствомъ ненриводимости въ области 
`ращональныхь чиселъ. Далзе мы докажемъ это евойство въ общемъ слу- 
ча, ® теперь пока можно ограпичитьея доказательствомь его лишь для 
зФ пробтого. Мы приведент хоказательетво амав’а (Разд опев атИвтие- 


ое). 


$ 18. 
Докажем, что фупешя 


а... яж 


меприводима, иричемь будем предполагать п проетымт. 

Предположимъь обратное. Продположимь, что фуяющя Х» нифезть 
икожителя 91(2) съ редональныии, а, значить, ифлыми. хоэффащентами. 
Пусть охенснь этого множителя будетъ 


т«пв— 1. 


Разлагая функию ©1(2) ив линейные множители, получим 


(а). = (и --+ (5 = — ай -т аа, 
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ТВ т, 8,1, ... Суть ифкоторые изъ т коркой фунища х,, & коэффи- 
зуелты 
21, @2,.. бы 


суть цфлыя числе. Соетавимъ теперь рядъ функ 


Фа: Фа» .. 


корни которыхъ будуть квадраты, кубы, 
фуницит ©;(2), т. в. 


—1-ыя степени корной 


Ф=(#— 1)... 


= (в пе ев)... 


аа 


Нетрудно вихфль, что вов коэффищенты функций 
98, 98, . г, Фит 


суть числа нфлыя; въ самомъ дфлЪ, эти коэффищенты суть цфлыя вим- 
метрячесшя фуимши оть корной у, $, #... съ цьлыми коэффищентами, 
значить, выразкаются илыми ралфональными фупкщямя оть 1, @», .-. Я 
съ цфлыми коэффищентами. 


Подетавляя 30 веБ эти выраженя 1 выбето , мы получимъ пфлыя 
числа, которыя обозначим буквами 


Ф:(1) == ра» 921) == а, +... Фи-1(1) == -1. 


Нетрудно, видфль, что вер эти числа положительны. Въ свмомъ дВлЪ, 
36$ корни каждой изъ фу $(=) мнихые, а, сяфдовательно, фуикдя 
9; сохраняеть свой знань при воевозможныхь веществениыхь значешяхь 
2; по, такъ кажъ старший кооффитентъ этой фупищи сеть 4-1, 50 для 
достаточно большихь веществениихт знечошй 2 фунющя ®; имфеть зиоль 
+; значить, она положительна и для вефхъ остальныхь веществелныхь 
значенй, и; олЪдовательно, ве числа 


21, 82, ... Вн- 


числа пфлыя и пололительныя. 
Изъ выражешя 


ецб=а—яа--Эи-—5... 
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мы видим, что $1) воть цфлал ращональная фуйкщия 0% излыми к09ф- 


фицюнтоми отъ т величинь 7“, 5, #,.,. Обозначимь эту фуикщио че- 
резъ о(',3,8,...), тогда мы имфемъ равеяства 

Фр еег о, , 
(0 ао, Я, ,..) = , 


фи ЦИ) вает, 9" №, = рыл, 
и, нахопець, . 


{2) Фи", 8", #, рн == 0, 
Перомноживь равенохва, (1), получамъ 
@—70-я...0- "Эна... 
ар—=уна--да—й)...а-#-Эр.. =... 9н-; 


каждый изъ множителей въ фигурныхь свобнахъ предетавляеть изъ себя 
не что иное, вокъ результать подотановки единяцы ‘въ фунзцио Х„.: и 
мы получаем 
{хера . 62. В, 
Тань каж число и простое, то получаемъ 
(3) при... Риф; 


такимь образомъ каждое изъ ифлыхъ чисель р: можеть быть только или 
самымъ чнеломъ ®, ил едвницею, причемъ назьрно будеть ифеколько 
чибель ‘р; равныхь единиц, ибо въ правой части {8) множителей больше 
яфыЪ 9 и притомъ чиело равяыхь единиць чиселъ не меныме *-—1— т; 
3 вели мы предположим, ‘что которыя-нибудь изъ чисель р: суть болзе 
зысовл стопени числа #, то чибло равныхъ ‘едияинв чисель р: должно 
быть еще больше. Итавъ, навфрио сущеёствуеть р чисель р; равныхъ вди- 
ницф, причем Число р удовлетворяеть ‘неравенствамь 


п 1 перии— 9. 


Очтальные коэффишенты зи должны длиться на я, и мы получаемъ 
елфдующую формулу, 
ии. Ни р =Р-®А, 


тдВ А цьлое число. Но на овновашин теоремы $ 10 сумиа 


д-ра: 1. Р-Н 
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должна быть вълымь чиеломь, дфляшямся на м, слфдовательно, мы но- 


лучаемъ 
вВ ==р-+-пА. 


Мы приходимь къ противорфчио, что цВлов ччело р, меньшее ® 
холжно длиться на я, что невозможно, ибо р не нуль. Стало быть, пред- 
положене, что фунвшя Х, имфезь множителя (=), ошибочно; залить, 
функця Х, при и проетомъ неприводима, 


Вычислене фунищи Х, при ® составнемъ. 


19. 


503 


Обращаемся теперь юь разсмотрфнйо случая, когда м есть отененъ. 
ифкотораго простого ‘числа р, т. в, пусть 
и =". 
Можно налисать 
в—р, м, 


ТАБ р1-=2-1 Нетрудно видфть, что мы получамь во первообразные 
корни степени я, евли изъ вофхь корней степени ® выкинемъь веЪ корни. 
атепени р;; отеюда получаемъ 


ЯР — 1 
19Рз 


(1) де-Ь--... а мт: |1. 


Если 71 >1, то между первымь и звторымь членами функщи (1} 
занлючаетси пропубкъ по крайней мёр® одного члень. Отоюда получается 
таков свойетно: . 

Сумма веБхъ первообразныхь корней степени и, тд я веть сте- 
пень проегого числа выше первой, равняется нулю. 

Обращаяеь къ общему случаю, употребвмь слособь разсужденя, 
хоторый прилагалоя при выводь фунюши $(и); предположимъ, что мы 
умфемъ вычиелить функишю Х», если вь не входить нЪкоторое чело: 
т-—1 разлячныхь простыхь множителей, й покажемь, каюь вычиелить. 
эту функцию, если чиело розличиыхь проотыхь множителей будеть на 
ехинику больше, т. е. будеть ж. 

Итакъ, пуеть вычнолень функшя Х, при нфкоторомь значе я. 

Нусть р простое число, не входящее въ вобтавъ числа ®; раземо- 
тризгь, калъ вычислить фунецю Х»„’тяф | 


эй = яр». 


— 487 — 


Пусть г будеть корень функши Х,(2}; тогда мы замфчаемь, что 
получимъ корни Х,(2), вели умпожимъ веф корни г на порвообразные 
корны степени р’ (м. $ 7). Значить, если мы обозначамъ 


Р=р.т, 


хо мы получииь вс первообразные корни стелени 2^, если отбросимъ 
изъ вовхь корней я степени р^ воВ корни В отепени 2:; значить, мы по- 
лучимь воз кории Х„(2}, всли изъ возхъ корней эх отбросимъ воз корни 
›9. Нетрудно видфть, что. +х будуть корнями функщи 


ХР); 


въ самомь дваъ, 
(4 Р= РРР, 


но ложь казь 2\ число взаимно простое съ #, а возвышене первообраз- 
наго корня 7 отепени и въ отопень простую съ ю даеть опять первооб- 
разный корень степени я, то 1. будеть также порвообразный коревь 
отепени п, и мы получаемъ | 

5.2) =0. 


Это хождеотво можно переписать такъ 


Хо) 
значить, дЪйствительно, ха есть корень уравненя 
(2) ХР) = 0. 


Тажь ваюь различныхь зизчешй иервообразнаго корня + степени # 
есть $(и), а различныхь значен вобхъ’ корней « отенени р» есть р”, то, 
значить, различныхь та будеть 

2%); 
а такь какъ этому же чиелу равна отепень уравненшя (2), то та и будуть 
зов корни уравнены (2). Подобнымь же обравомъ 78 будуть вов корни 


‘уравненя 
(8) ор" 


СлЪдовательно, раздъляя первую часть уравнешя (2) на первую 
часть уравненя (3), мы должны получить вакъ разъ функино Х»’ и, зна- 
зитъ, получаемь тождество 


4 хе. 
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$ 20. 


Формула (4) предыдущало параграфа даетъ возможность получать 
функцию Х, въ сомомъ общемъ случа». 

Прямфнимъ ее въ случаю двухъ иростыхь множителей р и а, танъ 
что - 


2—4 =9.41, 
ТдВ = а 


Е.В =я.р.т, 


тд ди. 
Получаем 
— Хо(ает) . 


@) ев) 


но на основаши соображен! предыдущего параграфа мы видимъ, что 


д 1 
Хе Г» 


значить, во формулв (1) будемъ имть 


(това — Пеее —1 


ПРРИН — | дм: — 


Ки: = прин —1 ‘ар 1 (ети — 1) (аи 1}, 
или иначе 
= 
5": — 1)(7—1 
@ хе. 


| 


Эта формуле можеть быть обобщена. Обознаяая чорезь в} веевоз- 
можныя частныя оть ХВлешя заданнаго ® на всевозможных произведеня, 
востоящя изъ четнато числа различныхь простыхъ множителей, ВхОДЯЩИХхЬ 
въ собтавъ числа п, а черезь ра всевозможныя частныя оть. дьлешя 
числа 7 на нечетное число различиыхь проетыхь множителей, входящихт, 
въ составъ числа я, получимъ 


П(м — 1) (=— ей ). 
— Пев—_П— 


{8) Хх, = 
паз щен). 


Доказательство булеть состоять въ томь, что мы предноложимь фор- 
мулу (3) справедливою для такого числа ®, въ Которое входить т--1 
разничныхь простыхъ множителей, и покажемт справедливость этой фор- 


мулы для числа, 
и =и. р, 
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тд р новое пробтое чиело, ие входящев въ оставь числь в. Въ моей 
киигЬ одементарный куроъ теори чиселъ (втор. изд. 1913 г.) помъщено 
боле проетое доказательство формулы (3} освованное на ариеметичесвихь 
вообракеняхь. 


$21. 


Уважемъ еще нЪзоколько весьма валилыхъ овойствь функдй Х,„. 

Раземотримь фуницно` Х»(2), тдЪ и число ночетное, Такъ кажъ 
числа, 2 и в взаимно просгыя, то мы получимь вов первообразиые корни 
отецени Эм, если умножимъ воз первообразяме кории степени я на перво- 
образные корни 2-ой степени; по ташь каж» сушествуеть только одянъ 
первообразный корень второй степени, именно —1, то, есля черезъ г 
обозначимь всв мервообравные корни степени #, то —* будуть перво- 
образными корнями степени 2, и получается тождветво 


(1 Хь® Хи). 
Такъ, напримВръ, 
№ +41, 

поэтому . 

. Х=--541; 
наприм®ръ, 

Жи, 

поэтому 


Хиня фт 1. 


Еоли в есть отенень числа 2, т. е. п=1*, то полуяаемъ 


АЯ. 

м —1 | 
НапримВръ, 

Х. = 1, 


Ха 1, ит. д. 
$ 22. 


Если мы поотазиыь 1 змвето 2 бъ функцио Х,(%), то мы видамт, 
что для первыхъ значенй чпола ® получамь значетя 


Х(1=2, Ха) =8, ХЦ) -=2, ХИ 5, ... 


Можно доказать теорему: 
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При ® > Г значеше Х.„(Т) равняется простому числу р, ебли в==\, 
равняется единиц», если въ соотавъ числа я входить болыше одного 

просхого множителя. 

Въ самомь дЬлЬ, ча основи фовмунь (4} $ 19 

хо — 
й 

мы замфчаонт, что, вели аначекъ ярр: содержит больше одного проетого 
множителя, то мы имфенъ 
Х.(п) 
Х„И 


Хи»(Т) = 


Если же ® воть степень 
Р-Р.Рь 


то па формул (1) $ 19, получаем 


Хр =р. 


Теорема Е!зепзвй"’а и зя прилещежмя. 
$ 23. 


Выведемъ теперь весьма важную теорему, указанную Ебензьенгомь 3) 
На этой теорем Ебелуей» основалъ доказательство, интересующей теперь 
насъ, задачи о неприводимости Х,. 

Теорема. Если въ цьлой функции 


а) — а" аа... аь 


чтьлые кооффиаиентиы в, @1,...@„ таковы, ино ау ие дъяляпоя ва чть- 
жоторое простое число р, веъ остальные позффиилентин ат, 2, ... бы 
дълятел ча р, примемь посльдий коэффияйента а» не дълинея ча 17, 
по функшя [(%) неприводимая. 

Допустимъ обратное, а именно, что фунвщя /#) приводима, т. е. 


Пе) = (кои вил -т |... ва) Ва... №); 


числа Л и Ё оба больше куля и хаютъ въ суммВ и. 
Такь какь абь=-0,, то изъ двухъь множителей в; и В, должень 
только одинъ дфлиться на р, а другой не должен, длиться. Пусть хФлител 


2) Степе'® Тоитпа1, Ва. 39, (1850). 
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ма, р коэффищенть В», а а, не дВяится. ВоВ В не моруть двлаться ва в, 
ибо ниаче длился бы коэффищенть в, что противорфчить предположе- 
вро. Итожь, пусть № ке дфлител на р, & вов слъкующи Ваза, Во, -.Вь 
дЪавтея. Собтавляя коэффименть при й-^ въ произведейи обонхъ поли- 
помовъ, иолучаемь 


ааа + авы... 


`Этотъ коэффищенть, очевидно, па 2 пе длятся. 
Приходвтея предиоложить, что #--А==и, а это невозможно, ибо 
#<пт. 


$ 24. 


Примзнимъ теорему Езеляе! 
функции 


а къ доказательству непрнводимоети 


у 2-1 
т 


при р проетомъ. Ноложимь х==2--1, тогда получимъ 


ео ее уетака рее Эа ор. 


Въ правой части воВ коэффишенты кромф первато длятся нар, 
причемъ послфдыЙ длится только но первую степень р. Значать, 
2-1} веть функц ноприводимая, а, слдоватольно, тоже самое бухеть 
имфть мото также для фуйкци Х,(=), что и требовалось доказать. 


$. 


Подобиымь образомъ можно доказать справедливость теоремы о не- 
приводимости Х, при п ==1*, тд р простое чиело. . 
Мы лиВемь 


в —1 
Х.(®) = ид 


Полагая х-=2-- 1, мы видимъ, что Х»(2 + 1} получаемъ оть дфле- 
ня 27—12 р(2), нь РТ — 1 22-14 ра) „тд функиуи +(2) 
п $(2) ямЪють цвлые коэффищенты. Обдумивая механизиъ выкладки дВ- 
деныт, мы придешь къ завлючению, что 


[0 хефь на” 04 р, 


ТАБ 0(2) также цфлая фупкшя съ пфльми коэффищентами. Для приложе- 
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шя тооромы вопеейга необходимо убЪфдаться, что независимый отЪ & 
членъ вь фунющи (1) ие длится инф 47. Это, дВйотвительно, иметь 
иЪото, ибо подставляя 2==0, мы должны припониать формулу Х„(1)= 8 22. 


0 неприводимости Х, въ общемъ елуча$. 
$ 25. 


Доказательство иеприводимости Х, ири произвольномь я вначаль 
представило математикамъ значительной трудности; эти трудности были 
охиако превзойдены п мы въ настоящее время вхфемъ `рядъ хоказательствь, 
прелложекныхь различными &вторами. Мы приведемь здвсь доказательства: 
едевкшта’а, Ат@Ра в Рейетвет’а. 

Предварительно мы дадимъ иВеколько осповныхь теоремъ, отнооя- 
щихся нь теорт фуккщюональныхь сравпенй: по простому модулю р. 

Мы будемъ писаль сравненше 


72) =0 (#1), 


если вов цвлые коэффищенты дфлой фупкши (5) двлятея на №, т. в., 
иначе говоря, сравнимы съ пулемь по модулю р 1). ` 
Сравнен!е 
Ка) ==) (то р) 


должно обозначать, чте коэффищекнты при одннажовыхь стбпеняхь д въ 
Ка п въ 9(=) сравнимы между собой по модулю р. Напримръ, 


2—1%--8 


Теорема. Зейднетат’а. Пури произвольныхь перезиьнинаь независи- 
мыть и, ©, Ш, ... млъеть место сравнеще 


р 


12 {- 46 — 3 (той 5). 


(иоео-.. ре -- 0... (тойр). 


Доказательство этой теоремы основано на свойств полиномальнаго 
воэффищента (ом, $ 8; Главо, Г) 

2.(В—1(р—2)...2.1 

1.2...а.1.2.. 1.2 


тв а+ь--,,. + @==р, длиться на простое число р, ибо проотото 
числа р иВтт, среди множителей знаменателя. 


*) Д. Граве. Элементарный куреъ теор зиселъ. втор. изд. 1918 г, глава ЦЕ. 


— 498 — 


Изъь этой теоремы вытекаетъь раядъ важныхь слЪьдотвнЬ, 
Разсмотримь уразнее 


(8) И == -- аи вв... а, =-0 


©ъ зидыми коэффищентами 1»... @,. 


Мы выфемъ 
{2) —м-= а, = 58, — ав Ув, ... 


тдЪ черезъ а, В, 1,... обозначены кории (1). 


Пусть ф обозкачаеть произвольное простое число. Составимъ ураз- 
исше 
(3) Жо) = Ат -- Аа --... + А, =0, 


хорни котораго суть 4-ыя степени корией задалиато (1), т. е. 


(а) = (в — т) (в — В) (— 17)... 


Зналить, 


(4) = Ут, да = Уеве, — Дз= Змеи, ... 


Сравьивая (4) и (2} в принимая во вниман]9 теорему Бевбпетатт’а, 
зодучимъ . 
(5) А =, А. ==а,7, АзЕЕ В: ... 1104), 


тдЪ, очевидно, числа 4:, А,, 4..., суть пБлыя, ибо на основали (4} 
эти чибла какъ симметричестя фульци отъ корней а, В, 1, ... выра- 
жаотел въ вид пфлыхь фуцкщИ оть в, @&,...@» въ иБлыми коэффи- 
щелтами. - 

На основоши теоремы Гетша?ат) можко будеть сравненя (5) пере- 
писать таль 


Ааа, Ара, ... (1041). 


Сопостазляя же эти сравиенЯ съ (1) и (3) получныь сравнене 
<) Же = (ау, 


зыражающее весьма важную теорему. 


=) Д. Грале Эломовтарный нурсъ тоорш чисоль, вт. пад. 1948, Глава Ш 8 9. 
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р 


эт. 


Начнемъ съ доказательства Рейеген?а 1), 
ели Х, приводнмая функция, т. е. соли 


(4) Хы). 


тАВ (2) суть неприводимыя цзлыл фушищи съ цфлыми коэффищентами 
со старшамъ коэффиментомь равнымъ единиць, то, 1), ве функиви 
41(%), $2) .-. имьюте одну ш зпуже степень, 2} корни всякой функц 
$2) будуть получаться ото возвышешя вз иъкоторую степень корней $(2), 

Въ самомь дьль, пусть @ будеть корень функц $,(2}; по опредв- 
ленио фуякци Х. корень « будеть первообразнымь степени м кориемъ 
изъ еднивцы. 

Пусть В будеть вахой нибудь корень фулющи 4(2}; такъ хак В 
будеть яругимъ первообравнымь корнемъ слепени и изъ едивицы, то мы 
будемь нифть В == 1, гдВ # число взавыко простое съ т. 

Составимъ уразново %(2), кори хотораго получаются оть возвы» 
шея въ степени & корней уравненя $,(} =0. Два уравненя $(2)==0, 
(0) =60 вифютъ одинъ обииЙ ворень о", олвдовательно, на осповани 
иеприводимости (м) функшя $27) должна длиться па 9,(7). Вначить, 
отенень %(2) не ниже $,(2), то есть, степень $1(2) ие ниже степени 45(2). 
Мьняя ролями фувкия %; л ®, приходимт вт. убъжденНо, что об эти 
фунищи имфють одну и туже степень. 


$ 28. 


Приложимь теорему & 27 въ доказательству ноприводимоети Х» при 
= ри. . 
Подставляя х ==) въ равенство (1) $ 27, получим 


в=УФыО о. 


Охкуха одниъ изъ множителей 4(1) долженъ равняться ЗЕ, & осталь- 
вые 21. Пусть (1) ===Ер, %,(1) 21. Вели мы иоложимъ 


у@=в—@#-Не-у.... 


то будеть | 
4.2) =@—%)--®а—1)... 


2) Рейетвеп. Тифоме 4ез балов аТебЫМашев, 1897; р. 349, 


— 4% - 


Получаемъ дале 


=== (1 а... + «а -В+... 1-1)... 


1 
Посльднее равенство несозмомено, ибо лфвая часть в веть правиль- 


лая кробь, тогда вакъ правая часть будеть цзлымъ числомъ, ибо эта 
правая часть, ость цфлая оимметрическая функщя отъ корней $1 съ пф- 
хыми коэффитентами. 


$ 29. 


Приступимъ теперь въ доказалельству неприводимости Х„ въ об- 
щемь случа, Хопустимъ приводимовть 


Хх, =)... 
Й раземотримъ во возможныя разности 
а) 9 —*@). 


Пусть т» будеть цвлое число, выбранное подъ хвумя условями: 1) 
чтобы было т>> я, 2) чтобы было т больше всякаго двянтеля веЪхъ цВ- 
лыхъ коэффищентовь вобхъ разностей (1). 


Пусть кории 4(2) пронеходять отъ корней $:(2) черезъ возвышеше 
эзъ степень #, тд & чнело взаимно простое еъ м. Возъмемъ цвлое аиело 


(2) 54+ 


тд} А ость проивведене простыхь чиеель, не превосходящихь т и не 
зкодящихь въ #. Если мы разложемъ чиело # на простые мкожатели 


= 42а ..-, 


то ве эти проетые множители 41, 42, ..., должны быть больше ж. 


Черезь возвышеше корней $, въ степень # получается, очевидно, 
на основании {2) функшя ф›. Будемъ теперь возвышать корни функции“: 
послВловательно въ степени 4:, 492,... Тажь какъ произведене # нерево- 
дить 4: зъ $, то не можеть $ остаться безъ изыВнешй при возвышеви 
ея корней въ отепець всякого одного изъ множителей 9. Пусть при в0з- 
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вышени въ отелень 4, фунющя $; переходить зъ другую :, тогда, при- 
ифняя творему $ 26, получимъ 


ф == (1044), 
что. невозможно, ибо 41 > т. 
$ 80. 


Приведемъ теперь доказательство еде а 1}. 

Дая докаватольства ноприводимости Х„ ноступимь тадь. уст (а) 
будеть одинъ изъ непреводимаоь множителей полипома Х,, если мы до- 
пустниь приводимоеть функция Х„. Пусть а одинъ изъ корней {=}. 

Корень а есть въ тоже времл корень Х,, т. е. нервообразный ко- 
рень отеиепи ® изъ единицы. Если мы докажемь, чго а будеть корнемъ 
фуници А) при воякомъ чиед® р взаимно пробтомь въ ‘и, то отеюде 
зытечеть. [(4) =Х„ и кеприводямость Х,.будеть. довазана. 

Достахочно показаль спреведливость сказаннаго для случая. р==р, 
тд р простое чиедо, не входящее въ составъ числа #; ибо въ случа 
составного мы можемъ повторить разсужлеше относительно. вовхъ его 
проетыхь дфлетелей ззятыхь въ изввотномъ поряцеВ. у 

Возвысимь вов корни 

«Вт, :.. 
функши /(2) въ стецонь р 
(1) а, Ве, 12, 


Очевихно; ‘ато числа; (1) вов различныя межху собой, ибо обозначая 
«черезъ р’ число удовлетворяющее сравненно $’р==Т (той), можемъ 
возвысить равенство а2=:@е въ степель $’ и получимь «-=В, что проти- 
ворБчило бы предиодоженио. неприводимоств /(1) . 

Пусть Р(2) будеть та фуикия, воторой хоряями. являютел числа (1). 

Нетрудно убъдитьея, что функшя Е(%) неприводимая. 

Лопустимь обратное и пусть будеть #1) тоть изъ неприводимыхь 
мкожнтелей фунидуц Е), который имВегь корень &2, тажь что Ёу(а2) == 0. 
Мы ‘видимь, елфховалельно, ‘что уравненю Е!(22) =: 0 уховлетворяется 
однимъ изъ корней х неприводимой функци 72); значить, это уравнене 
должно удовлетворяться вовии остальными кориями, 


2) 0; Еф --6, РО, 


10 есть фунишя (2) совпадаеть съ Е), что и требовалось показать, 


2) Редениа. Венев Заг @е [теле йнЬН% авг КтониюПиорзруо[свилеот. СеоШе 
3. Ва. 54. 
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. Если фунющя (2) первоначальная, то такова же будеть и фунюшя 
Ех). ДвЬ неприводимыя функщи /{<) и Е(х} одной степени должны вая 
совпадать или быть взаамно простыми. Донусхимь второе предположение. 
Если функщи (2) и Е) ке имють общихь множителей, то он пред- 
ставляють изъ себя хвухъ различныхь дфлителей функши 5" —1 имы 
праходимь иъ тождеству ` 


а) = —1= 12), 


тв +(2) функшя съ цвлыми коэффищентьма, 
На основания теоремы ЗоБбпетали’а (6) $ 26 получаемъ 


Е) ==И2) (то@т), 


вльдовалельно, равенство (1) можеть быть перенисало тежль 


{2) со 1 (2) 8); 
отеюда, дифференцируя, получанъ 
(8) три = Же) Ра), 


тд (1), Х(@), (2) пълыя функцигоъ цфлыми коэффищентами.. Умноная 
(2) па— я, в (3) нах и складывая, получимь чевозмооюное оразнене 


@& и =) 6) (то@ в) 


тдъ (2) функшя съ пЪяыми коэффищентами, Такь какь число ю не 
ХВаитоя иа р, то нельзя предполагать веф ‘хозффищенты Ф(2) дВлящи- 
мия на р, а значить въ правой части сразнешя (4) должень существо- 
валь по‘крайнсй м8рв одлиъ, чденъ, содержажий. 2 ‘съ ‘недълящимоя на р 
коэффищюнтомъ и сравнял 4) повозможно. , 

. Итань Е (2) ==/(), мы подучаемъ, озЪдовательно, Дав) -=0 и тео- 
рема доказана. 


$81. 


Призедемъ, наконець, доказательство Атабга '); 
Вудемъ хоказываль справедливость тборемы для уравнешя 


х,=0, 


-1) Ата. Вицасцег Везтоа г #0 Птобио НИНЕ отог СЛеьиие #0 авг Ктейн- 
ЧлеЙпоя. СтеШе допти. В&. 56. Хефевуие; Пешозетамой 4е Рытеаиоиие де "ёчоав оп 
вих тастпев ринд те @е ГапН&, дот. йе лощ\НИе Т. 4, Бей И. 

32 
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тд п==р*.и’, предполагая доказанною неприводимоеть Х» для чиела, и’ 
заключающаго меньшее чнехо различныхь между собой простыхь множи- 
телей. Мы преднолатьемь, что ировтое число р не входить въ составъ 
числа т’. 

Допустимь обралное, & именно, что фунвщя Х„ разлагается на два. 
увВлочиеленныхь множителя 

Х, = 92) (®) 

Пусть 
‚ 1) 


будуть уравыея, которымъ удовлетворяют р” степени ворной соотвЪ1- 
отвенныхь уравнекй! . 


$4) =0, ча) = 
На основаи теоремы Зевбпетаии’а, похучаемъ 
(1) (2) = Ф(2); $) = (2)(тоЯ 1). 


Веявй первообразный корень › изъ единицы стенени я можеть быть 
предотавленъ въ видЬ 


тдв р ебть первообразный корень степени 1”, а 7’ первообразный корень 
степени #. 


Очевидно, что 
7 — р" 


будеть первообразнымь корнемъ степени 97’. 

Возьмемъ произвольный изь корней 7’ неприводимаго на обновелиг 
нашего допущения уравнешя Х„’=0. 

Итанъ, мы вихимъ, что важдое изъ уравненй (1) =0, (2) =0 
ори 


иметь корень #2" общ еъ уравнешемь Х„’=0. На обновани 
хопущенной зеприводимости повлвхняго уравиешя получимъ 


э(=ЕО, =) Е бы) 


или, что одно и тоже, 


(2) Хи(') ="), 


тлф” произвольный корень уравнешя Х»’==0. 
Мы вияфли уже. что 


&"—1— ИХ), 2—1 = ПХК), 


ТА значень @ распространяется па вовхь двлитетей числа 2, в зналекь 
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м - а . и 
$ на вебхъ дблихелей числа ры Отсюда мы видимъ, что 8 не можеть 


равняться 2, тогда какь среди @ сущеетвуеть значекь равный . Итанъ, 
цфлая функыя 
т—\ 


2—1 


холжны влиться на Х„ и мы получаемь 


полагая х = 


” получаемь 


р= Жи”). 


Сопоставляя же съ (2), получимъ 
те). 
Удаляя изъ произвежешя {(г)а(”“) вов сленени 7’ выше %(’) при 
помощи уравнешя Х,=0 придемъ къ равенству 
Три Ри а" --..), 
дамощему иввозможное равенство 
=, 


ибо вбф чиела 6, в, а.,... цзлыя. И теорема, подлежавшая доказа- 
‘тельетву, оказывается справехливою. 


Относительная приводимость цфлыхъ фунвшй, 
$ 39. 


Сважемь теперь нЪонолько еловь объ одпомь очень важномь поня- 
Ч, о такь называемой, относительной приводилюсти функий. Можно 
доказать такую теорему. 

Теорема. Задать деф неприводимыя цтлыя фуници [(®), ч(2). 
Если одна изъ пик Дж) Филаетея приводимою отз приввединещя корня 
т 92910й 9(2), то и вторая 4(2) сдълаетея приводимлою при трисодине- 
эй кория & первой фу [(2). 
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Итаюъ, по предположенио функщя (<) хфлаетея пряводимою оть 
привоединеня корнл 9 второй, олфдовательвно, имфемт, 


Де Аее, пуще. 1). 


Цвлыя функцуя /,, 2 оть двухъ аргументовъ х, у можно предио- 
латаль относительно д степепи меньшей степени функши $(2), ибо ве. 
выспця степени можно уничтожать при помощи уравнены $(1) =0. 

Если & всть корень фунющи Р(=), то мы имемъ 


26, ЧЬС, п=0. 
Ятьюь, уравиее 
ПЕ, ЭБЕ, л=0 


нуфетъ одинъ обийй корень п съ уравнешемъ (у) =9. 
Очевидно, что продположеше о томъ, что функшя $(2} остаетея пе 
приводимой ирн приеоодннеши #, падаетъ, ибо фупьщя 


Е, УР, и 


должна дёлиться па пеприводимую фуикцио +(у) мевлу тЪыъ какъ ни 
одниь изъ множителей },, 7, будучи фупкшеой пизшой стопени пе можеть. 
ЯФлиТЬСЯ. ` 


$ 38 


Итакъ, мы водимъ, что каждыя дв фуньши /(2) и $(=) либо оста- 
ются неприводимыми при присоединсии къ одной корпя другой, или же: 
он% суть взанмио приводимыя. 

Покажемь на примфрВ случай взаимной неирнвохимости. 

Функцш Х,, Х» взвимно неприводимы, если число я и 2% ‘суть числа, 
взанино проетыя 1). 

Обозначимт черезъ у одинъ изъ корией Х,, & черезъ р одинъ изь 
хорней Х„. 

Выражене р-==ур будеть первообразпымъ корнемъ степени пя изъ. 
одиниты, у 

`Подберемь два цфлыхъ рашональтяхь числа % и у, уховлетворяю- 


щихъ равенству 
их + ту=1. 
Получимь 


Ура, реерт, 


2} Куопесйег. Мёш. иг 1ев Габлеитв ПтёцеБЫев де Гехртевзюй 2-1. Зойго- 
4е МопуШе. Т. 19. (1859. 
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Допустимъ взаниную приводиноеть Х, и Х„. Пусть 


®, в) 


будеть множитель Х„, предполагая, что нослвдная функшя едБладась 
праводимою оть присоединеня корня в функши Х„. Очевидно, что по 
зрайней ивр для одного изъ корней » фунющи Х„ будеть удовлетво- 
раться уравяене . 


96, в) 
воторов можно переписать еще тажь 
1) (ре, ри?) == 0. 


Волвдетые доказанной непряводимости Х„„ въ области ращлональ- 
ныхъ чисоль, можно подстозить въ уравнеше (1) выЪето р другой корень 
2", РАВ В число взаимно простое съ ит. 


{2) (ричи, ре) = 


Возьмемь совершенно ‘произвольное число $, взаимко простое съ и 
и подберемъ № такъ, чтобы было 1) 


з(тойт), А==1 (той), 


тогда равенство (2) приметь видъ 
4(*, 4) =0 


в, олфдовалельно, $(т, и) дёлитея на Х„. Отоюда получается непривохи- 
мость Х,, ноторая остается послЪ присоединеня р, т, е. другими ©ло- 
зами получается взаммная неприводимость фунащя Х», Хи. 


$ 34. 


Относительно функц взаимно приводимыхь можно доказать ряль 
дальнЪйшихь свойствъ. 06% фуници раекладывалотся на, одинаковое чиело 
множетелей при чемъ отепепи этихъ мкожителей въ одной фунюьщи про- 
поршональны степенянь ихъ въ другой, 


ГапазрегЕ показываеть въ 132 томв журнала СьеШе’а ‘связь этого 
зопрова съ разлощешемъ групиъ по двойному модулю. 


®) Д. Граве, Элемевтарный куроъ твори чисел, Взор. изд. 1918 г. Стр, 54. 
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Вычиелене дискриминанта Х, . 
8 35. 


Вь вниРВ УМеъееь Чьевгоцен 4ег`А]аеуеь хается вычислен!о днокри- 
мияанта уравнешя Х,==0 только для олучая == тк$ р простое число; 
между твиъ какъ вычислен!е дискримвнанта тазже для общего случая 
производится вовершенио элементарно 1) на основани тВхь же самыхь 
соображенйй. 

Мы имемъ 


Для получешя дискриицианта составляем произведена 


и _^ «ПХ, (»), 


эт-0 


тв {—1 * ‚ -=9(), а проивведеше И распространяется из, вов 
Ф(") коркей * уравненя Х, =0. 

Очевидно, что при вычисленш произведения (1) достаточио замфиить. 
производную Х»/(2) выражешемь 


(2) тай — 1)... 
в = 
Ща — ИШЕ — 1)... 
происходящим» отъ дифференцироваю только одного первато мпожителя 
2—1 выражены Х». 
Подотавимъ вмвото 7 въ выражеше (2) послвховательно вов корни 


12, ..-Ты Уравненя Х„==0 и перемножинь полученные результаты. 
Получаем» прежде всего въ числителв 


ев. 
Кром того будеть имВть м%ето равенство 


ана, 


1} Вабоз. СгеЦе'в доции. 131, 49 (1006}. 
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ибо равно единииф произвелеше вевхъ первообразимхь корней изъ еди- 
ницы 1). 


О 
Точно также далуть единицу зъ произведения части П(л — 1), 


й 
Ибо" —1,..., в потому остается люшь раземотр®ть часть знаменателя 


з 


1? 1). 


Разомотримь выражене 


в = ® в 


8) (ев 1)... 0. =(- Ша — 2). 


я 
Но м? есть первообразный ‘корень слепени р изъ единицы, олЪдо- 
вадельно, выражене (8) имфеть видь 


(Ор СБ. 
ТдВ › обовиачаеть чноло одинановыхь изъ часель 


» 
12. 


“Обовначая тг==7, ДВ г одинь опредфленный изъ первообразныхь 
> * п 


корней. Мы получаемъ ЕЕ ИР, если рй 


==} (ной р). 


Птаюъ, надо поемотрьть, сколько изъ чиселъ, 
= 
п 
взаимио проетыя съ в нли, что одно и тоже, съ р’ вн # пробъгаеть 
еа 
полную слетеиу вычетовь мо модулю’. 


На основан классической *) теоремы твори чиседъ мы имБемь 


2) Д. Граве. Эломонтарвый куров твори чисесь. Вт. изд. 1918 т. стр. 77. 
=} Ы@ець стр. 50. 
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Итаюъ, получаемъ окончательное выражен! для дискриминанта 


99 9) 
О» 
9 95 ео * 


озерами... рее 


ТАВ 21, 22, о... буть проотыя чиела, входящя въ состазъ числа п. 
Въ заключеше мы намакнемь читоделю, почему обратятся въ оди- 


„ " 
ницу части П(ат — 1), (а —1),... 


Это произойдеть волёдотые существовая равенева Х„(1) 
Х„а)=1.... 


ГЛАВА ХУ. 


ТеорЁя полей. 


$1 


Совокупноеть возхъ рашональныхь чисель обладаетъ, какъ извфотно 
изъ элементарной олгобры, слздующими свойствами. 

Вев ращовальныя числа образуютъ абелеву группу (ем. стр. 140) 
отновительно олоэженёл, ибо сущевтвують свойства 


аа, (аа 6-9). 


Существуеть одна единица этой труппы, а именно число 0 (нуль). 
Веякому эломенту а группы соотвфтотвуеть ему обратный — а, ибо 


«+ (-9 9, 


. Нь овнованфи сказанкаго въ глаз У, въ групп веегль возможно 
рен! уравненн первой степени 


в-л=Ь, 


то воть воегда выполняется дЪйстве вычитаня, каюъ операя обратная 
вложено. 


$2. 


На основи сказанного мы можемъ назвать совокупность ралфональ- 
ныхъ чисель аддитиюной зрунной. Ежиницей этой групны является число 
нуль. Если мы 910 чиело отбросил, то получимъ совокупность чисехь, 
предотавляющихь абелеву группу относительно дюйстейя умножения, ибо 
существують свойства, 

а = а, (аВ)е==0(6). 
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Едуцицей этой группы являстел. чноло 1; всякому элементу а соот- 


вътетвуеть образный 1, ибо 


Вь этой груцив (безъ чкола 0), которую мы навовомь мумизнияли- 
кативною, воегха возможно рЬшене уравнелЁ= первой отенени 


ав =0, 


то @втЬ воегда возможно дЪйстве дфлени. 
Нельзя дВлать только наё’0, то есть на единцу, адхитивной группы 


$3. 


Число 0, умноженное но, любое чисдо разсматриваемой совокуппости 
даеть © 
0. #=0. 


ДБботыя сдожешя п умпожешя удовлетворлютъ распредизительному 
{днстрибутивному} закону 
(а Бе=ае ве. 
$5. 


Совокупность чисоль, обладалощихь свбйетвами указалными въ $$ 1 
2, 3, мы будемь называзь числовыма полем, ;, 

Раллональныя числа образуютъ поле. 

Элементарная алгебра даеть еще двазпрнывра покобныхь полей:В 1) 
поле чисель вешественныхь (рашональныхь н ирращюнаньныхь), 2} поле 
чиселъ комплекскыхъ. 


Общее понат поля. 


$5. 


Современная |малемалина требуеть введеня 4въ разсмотрве болЪе 
общаго понлтя о полю (Когрег) соверменио аботрактнаго характера. Поле 
моРуть образовать не только числа, но и предметы жажой угодно природы, 
которые мы будемъ называть элементами поля. 

Поле холжно представлять изъ себя труппуЗотновительно двухъ опе- 
М, которыя мы лазовемь слозюемеме п умносюенемь, совершенно ие- 
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зависимо оть ихь природы. Мы эти.операщи будемъ обозначать тёмн же 
зназами, что н въ элементарной алгебру. Вея суть будетъ состоять въ 
томь, что оперыщи производимыя падъ элементами поля долялы удовле- 
творлгь веЗмт вышепривехеннымь ($ 1, 2, 3) основиымъ законамъ рал!о- 
нальшыхь дёйств@ элементарной алгебры. | 

` Тажимь образомъ мы ириходныъ хъ такому общему опредзленю поля. 

Полеме мы будемь называть всякую совопутиость татиеь предме- 
ту в, 0, с, ...; пазваиныеь ею элементами, которые можио подчи- 
зенпь доушь ризличныма тудемаме зруптовой комтозици, из поторьть 
одиив азовемь слодвенемь (а-- 0), а друюй умнолветель аЪ, зиличемь 
алныютз лпзено олодуюние повтулелны: 

1. Веъ элементы тюля образують зрупту отмосмипельно сложеня, 
едитищу которой обозначимь черезь 0. 

И. Веъ элемемимя поля за чеключешель 0 образуютз зрупту отно- 
сителыю умтоокенл. 

ИЕ. Имюеть мието распредльлипельный законь 


{а Бе ав с. 
Г’. Дал велказо элемениа а цлмъеть мьвто 


0.а=0. 
\', Объ зрузты аддштивная и мулипиплииситиеная суть абелевы 


а =Ь ра, в =3а. 


$6. 


Сизлаемъ ивеколько весьуа важныхь замбчай по поводу только 
что даннаго опредфлашя поля. 

Волвлетве грунповаго характера поля хВйетве вычитаяя въ нем 
зоетда возможно. Что касается до дзйетын дЪленыл, то оно возможно тля 
вефхъ элементовъ за ноключешемъ олучая дЪлешя на единицу аддитивиой 
труппы. Эта еднниць обладаеть въ полВ воВмн свойствами число 0 эле- 


менхарной амебры. 
Произведен!е нзоколькихъ множителей въ полВ можеть тогда п только 


тогда равнятьея аддитивной единии®, сели одииъ явъ множителей разенъ 
этой единицЪ. 


$7 


Разсматривая внимательно указанлые въ $ 5 пять постулатовъ, мы 
можемъ зазгВтать, что въ постулатВ У достаточно требовать злолько, 
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зипобы мулмпитликативная зрупта была череспииювочиою, тогда можно 
хоказаль, что при существовыии четырехъ первыхь постулаховъ и ахди 
зивная группа будеть первсталовочна. 

Вь самомъ дЪлЪ, возьмемъ едниику мультниликаливиой групиы [1] и 
два произвольныхь элемента # и $. Будемъ нмФть на овповани иервыхь 
ностулатовь 


Нора («Е 5) + (@ 8) = е- + Шеа-о = 

{1+ (Ка = @ Ш + И = $1 + + Я + И} = 

= И-П а + {11+ (Фр =а-а- 5+ 
ар афо=а-а-РОЬ. 


Прибавляя въ оббимъ частямъ слВва —@ и справа — 


[о 


й 


итал, 


‚ получимь 
ф-ажа-Ь, 


т. е. цолучавыь коммутатавносхь адлетивной груины. 


О 


Разематривая три поля, извфотныхь изъ элементарной алгебры, мы 
заыфчаемь, что первое поде рацйональныеь ччисель заключается какъ 
часть въ двухъ остальныхъ: лол вещественныхь чисел и поблВ номплек- 
сны чиевло. 

Если онементы поля ® входять въ воегавъ другого ноля 9, , то поле 
8 носить назване дьуминеля поля 9. Такъ, напримёръ, поле веществен- 
ныхъ чисель воть дфлитель поля комплекелыхь чиселъ. 

Не трудко показать, что поле ращональныхь чисель воть двлитель 
вояваго поля. Въ вамомь дЪлв, возьмемь кожюй нибудь элементь в поля 


о 
Я, тогда поле ® должно заключать элементь д," © чиоло одикину; изъ 


единицы же можно получить вс щВлыя числа при помощи сложешя, вы- 
читая и умножешя, изъ ифлыхъ же чиселъ происходять зробпыя черезт, 
дЪлеше. 

Боле строгая формулировка только что указаннато свойства полу- 
чится, если мы введемъ весьма важное поняе о тозъ называемомъ изо- 
‚морфизлиь полей. . 

Такъ канъ элементами поля могуть быть иродметы какой угодно 
природы, не обязателью числа, то мы считаемъ за одно поле двь тавь 
называемыхь изоморфиыхь поля, т. ©. тавихь, что велкому рашональному 
соотношению 

Ка, В, с, 
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элементовь а, В; с,... одного поля соотвтетвуеть тождественное 00- 


отношен!о 
0 


Да’, 9, е, .. 

соотвфтственныхь элементовь а’, М. “', ... другого. 

Такой изоморфизмъ двухъ полой устанавливаеть одпозначное соот- 

вЪетве каждому элементу а перваго поля ифкотораго опредфленнаго: 
элемента а’ другого. 

Если поле таково, что его элемевты не числа, & прехмоты другой 
природы, то мультипликативкая единица [1} поля можеть не быть числомъ 
1, тогда получаемь теорому, что веякое поле ® иметь дфлителемъ нЪко- 
торое другое поле Е, пзоморфное съ полемъ рашональныхь чисель; это 
лоле Е павовемъ ариеметимескою частияо поля э. 


Пусть задано числовое поле 9`и н»которое число а, не входящее 
въ составь поля @. Раземотрамъ топерь поле, образованное числами 
полл 8, а также всовозможными новыми, получаамыми отъ. комбипирова- 
э4л чвсла, « съ числами поля @ ирн помощи. основпыхъ дЪйствьй. 

Очевидио, что воякое чиело новаго поля булать вида 


<(а) 


в) 


тдв (а) и (=) суть цълыя фупкщи отъ а съ коэффишентаме, приналле- 
зжащими полю 9. 
Зудомъ обозначать новое поле таль 


8) 


и говорить, что оно происходить отъ ирисоедичемя къ полю @ числа а. 
ели къ полю 9) присоединюмь новое чпело В, то похучимъ поле 


9), 


которое происходить изъ поля @ черезъ присоелинеше хвухъ чисель “ав. 
Подобиымъ же образомъ можно присосдинить любов число чисел. 


$10. 
Разомотримь цвлую рашональную функдио 


Пед при аира... аи а. 
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©ъ коэффеентами 
3, 1, ..-би-т» Ча 


принадлежащими къ ифкогорому полю 9. 

Зудемъ пазывать такую фунвиию ирииадделеащею молю 9, или про- 
сто фунийей поля ©. 

Если функчя (<) разлагастея`па двь множителя 


+2) в =), 


Ке) =з®)иа) , 


тавъ что 


причель излыя фупищи (2) н %(х) припадлежатъ тому же полю ©, то 
будемъ говорить, что функшя /(=) приводимил въ поль ©@, т. 9. кахождо- 
ше ея корней приподится къ пахожденио корней функц! $(2) ‘в $(%) 
меныпихь отененей. 

Жоли разложене фуноци Ая) па множихели, принадлежаинуе тому 
же полю, невозможио, то товорять, что функщя неприводима въ полф 9. 

Олна и та же фунющя можеть быть неприводямою вт одпомъ под 
п приводимою въ другомъ. Таюь лапримвръ, фувкшя 


1 


иеприводима въ полВ рашональныхь чисоль м приводима въ таномъ полЪ, 
которое получается отъ присосдинешя мъ реышональнымь числами. числа 

У?, 
ибо 


аа 1 = (2? ИЗ +- 117 — УЗ=-+- 1). 


Въ пол вебхь чисель каюъ вещественных такь и комплексныхь, 
осякя фупкщя выше порвой стопони приводима и расклахывается па, ли- 
нейные множители, что составляеть основную теорему алгебры. 


Уи. 


Необхокимо обратить виимаю, что формула Тауога хля дълыхь 
фушицй остается справедливою п для цфлыхъ фузюшй иЪкотораго поля, 
ибо эта формула 

12 ды 
од Ра: 


происходить оть разложешя Ка-Е А) по степепямь й; для иБяыхь же 
фунюшй такое разложеше совершается при помощи ращональвыхь лЪй- 
етвй. 
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Разь формула Тауог’в сохраняется въ пол, то отсюда. вылекаеть 
для поля. воВ тв же слЪжосвя относительно кратныхь корней, которыя 
излелелотся въ алгебрь. 


$ 12. 


При общихь изелёдовашяхь о нодяхь имфеть большое значеше, 
введенное Бей 27омъ 1) поняме о тажь называемой хадииятеристиикть поля. 

Это поняше можно ввести тажимь образомъ. 

Зозьмемь мультииликативную единицу = поля. Можно. положить 


ев, ара 2в, 9в == 3е, .. 


`Чусла =, 2=, 3=,... называются назлуральвыя протныя элемента 
=; здЪвь 1 2,3,... не суть эмементы поля, а лить знаки. Для. отри- 
цательнаго плато числа — я можно будеть положить 


—( —*). 


ИВтаюь элементь те] опредЪлень [для [веякатоиВлало значешя т 
жажъ положительнаго тажъ и охрицалельнаго. Возможны два, случая полей, 
Равенотво 


@) 


можеть или имфть мЪето исключительно при существовали другого ра- 
векства 
{2) ЗА = ИР, 


вли же можеть случиться, что для еправедливостн {1) ныть калобнооти 
удовлетворять равенсхву (2). 

Мы подчеркнемъ тоть фажть, что равенство (1) веть равенетво сим- 
волическое, имфющее мото на оеноваши свойствь конетрукщи поля, ра- 
зенотво же (2) есть обыкновенное ариометичесвое. 

Неяи поле таново, что всякое равенство вида (1) влечеть за собою 
равенетво (2), то мы будемъ говорить, что поле иметь ‘характериетиияу 
зу. 

Поле иметь характеристику нуль, если’ вов”, краиныя пе мульти- 
пликативной единицы различны между собой, 

Обратимея чеперь къ разомотрно полей другого рода, когда ра- 
венетво (1) иметь мото безь равенелва (2). Равенетво (1) можно будеть 


переписать тькъ 
(тн) =0. 


1) Е. ЗешНа. А]хобгмвене ‘ГЬеоме дег Кбурег. СтеПев Дог. В. 187. Ней |. 


— 512 — 


Ичекь, въ этомъ случаВ вроди хратныхь те должны быть разные 
хулю. Пусть будеть мервое изъ рядь кратныхь , 2е, 3=,... равное 
нулю соотвётетвовать цфлому числу ф 


рЕ=0. 
Покажемъ, 1) что эденвнты 
а, в, 3,... (0—1 


различны можду с0б0й п 2) что р число простое. 
Вь ‘вамомъ дёлф, если бы число р было не’ простымъ 


Р=9, 
то мы имфли бы 
ре == (9в)(е} = 0 


и 00 $6 выходило бы, или 4е==0, иди Е =0. Оба эти предположешя 
противор®чать допущенНо, что р есть наименьшее число, при которомъ 
уничтожается =. | 

Проегое число р называстся харатеристииеой поля. 

Въ теор зивель 1) мы познакомились съ замфчелельнымь предета- 
зизолемъ поля характеристивя р, которое мы назвали нонечнокие. 

Поля съ хафактеристлкой отличиой сть нуля обзадають особенными 
свойствами, а потому во веемъ дальгёйщень мы будомъ предполагаль рав- 
ною нудю- характеристику поля. 


$ 13. 


Теорема. Неприводимая въ помь ® фумешя (х) че имтеть об- 
щазо дтлилеля 05 друюю Е(®) пою же. поди, ввль Ех) не дълится 
на (=). 

Эта теорема, амЪющая большое значоше, почти очевидна, „Въ самоиъ 
Ьлф, будемъ искать общаго яаибольшнаго дфлителя полиномовъ 


=) в (=) 


послвдовательнымъ дфленемъ. Очевидно, что коэффищенты этого общаго 
дФлитоля пронеходять при помощи ращональныхь операй изъ кооффи- 
щентовь функций #2) и /(2), слЪловатольно, обрй дфлитель должень 
принадлежать тому же позю @. Но заданная фупкцы /(2) ие иметь въ 
пол$ © хругихъ дьлителей кромВ самое себя и постоянпаго чнода. От- 
сюда, оби ианбольций дфлитель должень быть равиымь самой фунт 
(2) или быть постоявнымъ. 


=) Д. Греве. Элемевтарный хурсь теб чисоль, Вт. изд. 1913. Глевы УТ, 
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Олъдетие Г. Неприводимая фуницая ив мооеть изиынь гретныть 
корней 1). 

Въ вамомь дБЖВ, осли бы существоваль кратный зорень, то произ- 
зодная {(2), имЪя общего дфлителя съ неприводимой фунвщей (=), 
зожнна быль бы дёлиться на /{2), что невозможно, ибо отепеяь производ- 
лой ниже отенени самой фунвщи. 

Сльдетее П. Если фунишя Ех) обращается въ нуль при одномъ 
ъ корией неприводимой функции {=}, по она уничтожается и при 
ветаа остальныхе порняль фуницйь (2). 

Ольденийе ПЛ. Воли степень цьлой фуници Е(х} нионе втепени 
летприводимой фушицеи (2%) и воли Е(=)} обращается в5 нуль при одномъ 
корнь функии [(2), то фунишая Р(т) должна эпооюдественио обращаться 
в5 нуль, п. е. всъ ея козффищентиы доласты равилться нулю: 

„блюдетие ТГ. Приводимая функщя разлозается одни только вио- 
собожь на неприводильнть маноэвителей. Шуи этозь де цтьльшь уме, 
отлилиионияся постояинымю мнооюияиелемь, ие сиитаются различнылии, 


' $4. 


Присоедянешя новыхъ величииь раздфляются на двЪ катетгори: при- 
соодннешя омебраичеекая ин ‘присоединетя трансцендениныя. 

Присоединене пазываетоя трапоцендентпымь, евли между раззичными 
степенями присоединяемой буквы 2 ие убтававливается никавихь соотно- 
щен. Поле, получаенов оть приеоединешя въ полю © траноцендентной 
величины 2, является совокулкоотью возхъ рашональныхь функц оть 2 
съ коэффищентами изъ поли ®, 

Гораздо боле простой видь имфеть поле, когда межлу различными 
бтоненими присоедицяемой буквы х имфеть мЪото линейное воотномене, 
т.е, другими словами, когда присоединяемая величина « воть корень ал- 
тебранческаго уравненя. 

а. #0, 


тдв (т) пеприводимая въ основномъ полё @ функщя. 

Мы будемъ называть также и уразпене (1) непригодимыль въ пол 
Я. Через присоединене къ полю © корня © уравнеяя (1) получается 
поле Я(«), которое называзтся алебранческимь полез. 


1) ‘Это свойство можеть оказаться несправедлявымь при поляхь съ отдич- 
ной оть нуля харавтернониьой, Зчении, СтеПев Зонт. В. 187, Н. 1. В. 210. 
33 
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$ 15. 
Пуеть уравнене (2) ==0 иметь видъ 


Здание 


ТА а, @, ...@-1; @ СУТЬ числа поля ©. 


Степень ® послЗдняго уравнешя посвть назвене стенени алгебраи- 
чевкаго поля @(«). 


Самый общий вихь числа © поля ®(=} есть 


3) 
$) 


0 


2хЬ и дВлыя функ съ коэффишентами изъ поля ®. 

Изъ $ 24 главы [Х извфетно, что всякая рафональная функия отъ 
зория неприводимаго уравненья л-ой степени можеть быть предотавлена 
при помощи ращолальныхь выкладокъ въ видф цфлой функщи степени 
яе выше ® —1, т. е. 


(Е) < бе сх - са? |... | вы, 


тяЪ коэффищенты 
60, @1, @,..- 51 


принадлежать тажже въ волю %. 


Такое представлене (1} элемент © возможпо однимъ способом, 
ябо, вели бы существовало другое предетавлене 


(2) Фа ем, ое 


10 корень я неприводимаго уравневя отепени ® поля ® удовлетворять бы 
уравненио 


вай (ада (врея + 


ого же поля, откуда иё осповани елёхотья ПТ 5 13 получаем® 


+ (е.-—, 


рат 


, — 
Обо, Сб, . быв, 


Нтажь, поле (а) есть совокупность чисель @, опродвляемыхь фор- 
‘музой (1), гдё козфуимелты 


бо) 1; @2, 2. @-1 


Футь веевозможные элементы поля 
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$16. 


Мы будемь раземахривать алгебраичесыя поля боле общаго вида 
9%. Вт, ...), 


золучаемыя оРь присаодиномя къ полю ® корней 


а; В, т,..- 


одного пли нфоколькихь уравлешй поля 8. 

` Докажемъ теперь весьуиа. важное. предложеше, состоящее въ томъ, чхо 
одновременное присоединене изоколькихь корней одного или иЗекольнихь 
уравненй равносильно присоединенио одного корня однозо уравненя. Та- 
ци путемъ мы приходимь къ заключению, что самый обпйй видъ алге- 
браяческаго поля даеть поле, происходящее отъ присоединеня въ основ- 
ому одного только алгебранческаго чиёла. 


Ув 


17; 


Докажемь предварительно лемиу. 
Лемма. Нуеть 


Фе. у, 2:...), Фе, у, 2 


=); Физ, у, а, -.. 


суть цълыя резйональныл $; упецаи перемумниьыть х, У, 2, ... 25 пронз- 
дольными поэффилиентами. Воли си’ у одной иза этинаь фумюцей веть ко“ 
‚эффипенты не обращеютея сразу вт зуль, то можно на безчиелениов 
число вповобовь деть поралииызь зпаиля, рановальныия зиаченая, чано. На 
‚одна. изо фуиний не обратился выч нуль. 

Предложбие очевидно для случал, когда `фунвцуи зависить оть 0д- 
цой незавиенмой поремфниой. Очевидно, что въ этомъ случе® функщи 
„будуть обрыцелься эъ пуль только при своихъ корняхъ, число же такнхъ 
корней конечное, а потому, есяи независимому поремфнному дадимъ зна- 
466, отличное оть этихъ корней, то ии одна изъ фунвийй 


. . $, $., $, 
ив обралитоя въ нуль. 

- Чо касается большего чисяа позависимыхь первыфиныхт, то нетрудпо 
бЪдиться въ спроводливоети леммы въ случа за леремнныхт, веди лемма 
доказана для т — 1 перемённыхь. 

Каждую изъ фунюй можно прехотавить въ видЪ полинома оть од- 
ной. изъ меремфныыхь, напр. л, съ коэффицеенталии, хоторые будуть иЪ- 
‚льзлЕ фуцищями отъ’т — 1 остальныхь перемёиныхь 


у, 2; ... 
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Цо предиоложенцо справедливости леммы въ случаё т— 1 пере- 
мфиныхъ, можио будетъ буквамь 


у. 2, ... 


па безчнеленное число способовъ придать тая ращональныя значенйя,. 
что пе уничтожается сразу коэффищенты казжлой изь этихъь фунвшй, & 
тогда петальной перемённой можно хать такое значеню, что вов функши: 
бухуть отличны отъ нуля. 


$ 18. 
Разомотримь поле 
(а, Вы т, ...). 
ЗВозьмемь линейную функщио 
а-я... 


тдЪ а— корень ифкотораго уравнешя 
а) А) =0 


изъ поля 9, В— корень уравиешя 


(2) В(1) —0, 
4 — корень уравиеня 


(3) С(2) = ит. д. 


Обозначая черезт, х,, в, 1:,... другую комбинащию корной соотвёт-- 
отаенныхь уравненй, положниъ 


Вы Уи... 


Совтавимь подобньиь образомъ новыя выражешя &, Ё,... Число- 
тацихь выражен будогь равно произведению степеней функций (2), 
‚В(+); 0(2), ... Замфтимъ котали, что иЪть надобности предполагать всъ 
уравнендя (1), (3), (3), ... различными, 

Разности 


Ша, Е, В, ... 


суть линейныя фупкщи оть х, у, 2, ..., причемь ни одна изъ пнхъ не 
равна тождественно нулю, ибо мы, очевидпо, предполагаемъ уравнешя 
(1), (2); (3),... яеправодимыми и, слковательно, ив инзющими крат- 
ныхъ корней. 
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По леммф $ 15 можио даль #, у, 2, ... тая ранюнальныя чиелек- 
жыя значены, что воевозможныя разности, сославленныя изъ фунювй Ё, 
$, @,... будуть отличны оть пуля, а, слЪдовагельно, и вов значешя 
са, &,... будуть различны между собой. 

Обратнхь теперь винмаше, что всякая фунвшя, симметричная отио- 
бительно корпей каждаго изъ уравневйй (1), (2), (3),..., 10 извфстной 
творемВ алгебры будеть выражальея раонально черезъ коэффищенты 
этихъ уравнен!. Слдовалельно, такая зеличина есть число поля ©. 


Кь подобиымь фузкщямь принадлежать, очевихно, козффищенты 
этолинома, 


Ж=е -9е-ве-ь)... 


Уравиене (1) ==0 есть, сяВдовательно, уравнен!е поля`@, не им$- 
зощее кралныхь корней. Одикь изъ корней этого уравиеня есть &. 
Пусть 9‘будеть какой инбудь элементь поля 


Зе, Вт...) 
и, елфдовательно, цфлая функщя отъ коряей 


«В, Т,... 


Обозначниь черезъ 
” 9:, 6.,... 


звелячины, которыя происходять изъ величины © черезъ замфну корней 


а, ВТ, .. 
мовыми комбинащями корней 
я, В, 11, 
а, Во, Ча, 
Разомотримь фунюдио 
9 
КО [Е 


Очевихно, что эта фукищыя есть пВлал относительно $. Коэффишенты 
-вя суть симнетричесыя функцш корней уравненй (1), (2), (3),...а 
потому эть цёлая фунмшя, которую мы обозначимъ черезъ +(), принад- 
„зежить въ полю 9. 
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Отсюда мы нолучавмь 


9 5 
30 Е 


[6 теорем Тазтаное’а мы” знаем, что 


3® 


= 


© 


Муажь, `@ выражаотсл ралбональною фупешсю оть Ё съ коэффишен- 
тами, принадлежащими зъ полю 9. Сяфдовахельно, велкая величина пол» 
а, В, т, -..) иринадложить полю 9. Сь другой стороны оче- 
видио, что всякая величвна поля 8(&) есть въ тоже времл элометуь ноля 
9(®, В, ..), ибо Е выражается ращонально чорезь а, В; т, .... 

Итакъ, мы заключаем о полной тождественвоети двухт, полей, что. 
можно выразить равенетвомь 


9%, 8, т,...). 


$19. 


Ктопоскегу мы обязаны тенальными соображешями, отпосящимиел 
хъ транецендентнымъ присобдииенямь и находящимися въ извзетной ана- 
лонш съ теоремой, доказаноН въ предыдущем’ параграфЪ. Вч, знамени- 
томъ мемуарв „Стилбзщее етог агИвтомзенел Тьеоме де» `а]роргайверев» 

` @товзеп“  Ктолескег вводить ‘въ раземотрфе рещюнальныя фупкши оть. 
любого числа, нервмВнныхь незавноимыхь оъ кооффинеитами, принадлежа-- 
щнии къ данному полю. У Кзопескога получаетен  теорля, которая такие 
нб зависить оть чиела, присоодинойныхь поремвиныхь. Коренное различ!о- 
востонть въ томъ, что Куолебког пользуется траноденионтнымь ирисоедн-- 
ношемь для изученя свойотвь основного пола, которое онъ преднолагаеть. 
алтебреическимь. УУерег во вхоромъ том овоей олгебры даеть хорошее’ 
изложен! теорш Ктопескеха, причемъ пазываеть эту теорно „теорлей, 
‘функноналово". 

$ 20. 


Ноставимь вопросъ, когда двь алгебраичеекихь поля изоморфиы. 
Мы будемь предполагать у обонхь полей осиовнымъ ‘полемъ релиднальное 
эоие`@. 

Нуоть одно поле булеть 9(); еелн это поле изоморфно другому 9, ‚ 
то элементу © перваго поля должель соотв?готвовать олементь а, другого 
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Равемотрямъ иеприводимое уравкене 


(1) ва" -- ца" --.., ааа. =0; 


очевидно, что нь основаяйи принципа изоморфноети этому уравнению въ 
другомь пох должно воотвЬтетвовать таков 


о" Е ат... ан вы 


чбо разйональнымь чнелойгь одного поля должны соотвтотвовать тБ же 
самыя чясла въ друюмъ. 
Итакь, мы получаемь 
=), 


т. в. алгебреическому полю @()} соотвтотвуеть вкакь изоморфное поле 
9(а;), дБ а, другой корень того же самаго уравнения (1.1. 

$21. 

Присоединяя послфдовательно корни 
а, в, @а, ь:. 
одного и того же иеприводимато уравненёя, получимь рядь полей 
9(@), (1), 9(е:),... 

изоморфныхь между собой, которыя называются сопряженными съ полемъ 

9(е). 


Есин ‘вс сопряженныя поля тождественны между вобой, то поле 
9(<«} новить навване нормально поля. 


$ 29. 


Итажь, мы видфли радъ примфровъ на безконечныя подя. Оенов- 
ными являются три главныхь подя элементарной алгебры. ЗатЬмъ имфоть 
зажное значеюе поля, получаемыя оть прибоедикешя новыхъ элемевтовъ. 
Исчерпывмются ли этими примврами вов мыслимыя поля? Отвёть иё 
этоть вопросъ оказывается отрицательнымь. Въ послфдяее время даль 
прямфръ новаго вида поля. Такое пеле образуютъ символы новой природы, 
‘введенные въ науку К. НелзеРемъ похь наввашемъ р-адическихь чиисела. 
Я считаю необхолимьь свазаль нфоколько ословт, объ этихъ числахъ. 


$ 23. 


Зозьмемъ нЪкоторое простое число р и будемъ разематривать сиотем- 
ныя (лесятичныя) дроби прн систем счислешя, имфющей оеноваяемт, 
чиело р. Тавъ, наприм$ръ, системная дробь 


(1) Ф.бзб 2,6%, атазаза, - 


тв цифры ба, 6, 62: 1, в, в, ... буть цВлыя чиель менышя фр яли 
вули, обозначаеть кажь извЪно сумму 


БЕ И ЬИНИ +. 


Непзе| предлатаоть употреблять подъ назвецемъ р-ащическихь чи- 
селъ, тВ же самые снмволы (1), но только производить падъ этими зиелами 
дДЪютыя сложешя, вычитащя, умнежешя и дёленя по другимь празиламъ. 

Изывнкеше правилъь простЬйшихь дЪйетв, указанное НепзеГемъ, 
соетопть въ томъ, что разряды, которымъ соотвиетвують цифры въ обыч- 
ной арвометикВ возрастають справа палЪво, Неи5е] же предполагает раз- 
ряды возрастающими слёвеа направо, т. е. какъь будто бы еимволь (1) 
обозначаль сумму 


(2) Иа и аи НЫ арии Ном -.. 
я 


Тавямь образомъ въ правилЬ оложешя, если при сложен соотвЪт- 
ствующихь цифръ накопляется единица высшаго разряда, то ее надо при- 
бавлять къ ближайшей цифрВ направо, в не къ лзвой пифрз кажь въ 
ариометикё. Подобнымь же образомь при вычитан, вели необходимо за- 
кять сдиниву высшаго разряда, то ес нало занимать изъ ближайшей на- 
право стоящей цифры. 

Могуть возразить, что при безкопечномъ числ цифръ р-алическаго 
числа, сумма (2) предогевляеть рядъ расходящиеся и потому ие донустима 
къ употреблешю, Но д№ло въ томъ, что мы можемъ вовсе не отождест- 
Вилль р-адическаго числа, съ суммой (2), а лишь пользовахьзя вицомъ этой 
Фуммы для установлешя дЪИетьЙ надъ р-ахическими числами. 

Вообще говоря р-адичесыя числа суть снывелы, съ которыми ие в0в- 
димцаетоя заикалото поняття о вельииять, и для когорыхь понятя больше 
и меньше отпадаютъ. 


ГЛАВА ХУ. 


ТеорЁя Гаотаное а. 


$1. 


Съ этой главы мы начнемь заниматься одною изъ самыхъ важныхь 
задачъ алгобры, рашешемъ уравненй въ радиналахъ. 

Умные рать уравнения первой стевени относится въ временамъ 
самой тлубокой древности; такъ напримвръ, мы ихъ находимь въ старой 
египетской книгз Абтев {1700 г. хо Р. Уравнешя второй. отепени 
рьшалиеь уже греческими математиками. РЬшене этихъ уравненй въ 
геометрической форм$ можно видьть въ Эвклиховыхъ элементах {300 л. 
до Р, Х.). 

Зъ аатебраяческой форыВ уравненя второй отепепи вотрВчеются 
в$ старзйшемъ памятникЪ греческой алгебры Дюфантовой „Ариеметик“ 
(300 л. по Р. №). Уразнешя третьей п четвертой степени были рьшены 
итальянскими малемаликами ХУ столфт1я: Зоциопе 98} Него, Талбае а, 
Сатвато я Коггал1. 

Ве% попытки р%шить общее уравиен!е пятой стелени оеталиеь тяцет- 
ными. Знаменитый математикь Гадсталее въ овоемъ беземертномъ мему- 
аръ: „В6Йежот8 зиг 1а убзошыют аеёбыие 4ез бацам он“. (1770) изла- 
гаеть результаты овопхь нопытожь въ атомъ направлен. Онъ ноставияъ 
еб цвлью изучить и внимательно раземотр$ть вс существовавице ло 
него способы рзпеня уровненй 3-ей я 4-ой степени, для того чтобы 
сдфлаль догадин относительно рётешя уравнемй выошихь отеленйй. 

Несмотря на массу новыхь п важиыхь идей, результать работь 
Торталееа явылея неутВшительнымь. 

Фазтапее обратилъ винман!е на, то обстоятельство, что во веЪхь разо- 
бранныхь нмъ пмемахь рфшешя уравнешй 3-ой и 4-ой степени хло 
сводилось къ рышенно уравненй низшихь степенй. Тавталео даль иремъ 


приведешял рётеня заданнаго уравнешя къ рЫменно н®котораго новаго, 
вопомотахельнаго уравнешя, которое онъ назваль „вапайон гбво]уеще“. 


Это вопомогалельное уравнене оказывается 2-ой стенени для урав- 
ненй 8-ей степени и 8-ей степени для уранеши 4-ой; для уравненёй 5-ой 
степень оно оказалось 6-ой стенени. Поэтому способъ, хававший резуль- 
таль дшя уравнонй 3-е! и 4-ой отепеней, переставал. быть полезнымь 
для уравненШ 5-ой степени. 


Такь кавъ это оботоятельство, повызтеня степены вепомогательнахо 
уравнешя, продолжаеть сохраняться для уравяенй всякой отепели выте 
5-ой, чо въ одномь мЪогВ мемуары Гвдтапае лишеть знаменательную 
фразу, въ зоторой онъ говорить, что’ обобщеше соображехй, хазающихся 
рВшеня уравневй первыхъ.4-хъ отепеяей нь уравнешя выешихъ отепе- 
ней ему кажетея почты невозможнымь“. 

Руководствуясь идеямн Гарталее’в, Вийни?) в АБе] =} доказали, 910 
общее Уупавнеше выше четвертой степени не рпиается алебраически, 
зп. е. пормь ею че мозуть быть выведены ‘из коеффиниентовь ири по- 
мощи ольдующихь алобраическихь дъйсте И: сложжеил, выитииия, умно- 
ожешя, дъденя и цзвленетл радикаловъ. 


Разли\е между уравнещями буввенными и численными. 


$2. 


Обратииъ внимаше на главнЪйния идеи, введенныя въ науку 1а- 
задет. Прежде звеего является сущеетвеннымь, что Гаоталее под- 
черинуль разяипу- мелду, тазь иазывоомаями, буквениылиь уревненями и 
эеолениылни, 3). 

Уравнене 


п) р 


орие-... ры =0 


называется буквенным, еели во его ообфищенты 24; 22,...Рн пред- 
отаваяють изъ себя буквы, которымъ не придано никаких ообенныхть 
численныхь значени: другими словами, если эти коэффищенты суть не- 
завнеимыя перемённыя. Корни 27:, 2.,...%„ бунвеннаго уравненя‘ можно 


2) Нийвих. Тео, сепегае деПе вфиазотЕ п сиё 5 Фиповьта, ппровв?ЬИе }а з0- 
Тижопе а15еътайеа дев едиажот! оепегаН 81 стадо зирелюге в] Чпатбо. Вообта. (1799). 

2) АБе. Везтев ег лабеПенкей, эвеъимаясье Сфеониирей оп ИбПегей 
бтафей #3 @эт Уемеп аПзешеш зафии овен. Схейев Тоцги. В. Г. (1828). 

=) Д. Граве. Объ основныхь положеняхь теари баров. Малом, Сборн. 1914. 
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завже разематривать, какъ независимыл перемфиныя величикы, ибо па 
основан! и существованя раваногвъ 


пе... а, = Уи = 
ать ант... нь == Уна» = ро 
{2). ди = Ури — 93. 
Ив... 
веякой снотемВ числениыхь значешй {) корней, %.,...м, будеть с0- 


отвфтотвовать нзкоторая опредфленная система численныхь значешй ко- 
эффашантовь рг, 2, ф». Изъ соображенй тлавы Ш. мы знаемъ, 
что и обратно всякой снотемВ чиеленньхъ значенй коэффищентовъ р, 
22,.... 1 воотьфтотвуеть опредфленная система чиоленныхь значенй 
хорней. | 


Если корни уравпоня суть независкиыя перемфниыя, то’ между этими 
корнями мотугь существовать только твлуя соотновенфя. 


5 


, 


а) 9, мы, 2) 


въ воторыхь функщя ® хождествепио. равняется нулю, т. е. при воякихъ 
зкачешяхь 2, 2), ...2., ибо иначе уравнеше (1) опредфляло бы одинь 
изь корней кажъ- фтавщро. оть других. _ Тождества вида (1} мы будемъ 
‘лазываль букоенчыми въ отлихНе отъ тождествь численные. Таль вапри- 
мръ, тождество (21 -| 25) — 2:2 — 2.7, — 22? ==0 воть буквенное, & 
тождество . 1 2 =8 воть. чнеленное. . 

Бунввенныл тождества между корнями не нарушають свойства хор- 
ий обзаваться независимыми перемвнными. 

: Если мы напишемъ меду корнями. соотнозлен!0 


@) я-а, + 


ть 
то, чтобы удовлетворить этому воотяощенйю нельзя очитать вов ворни 


независимыми перемфяными, ибо равенотво {2} лалатають на числепныя 
значешя корней нЪкоторое ограничен1е. 


=) Чноленныя значены во воомь дельниЙшемь мы будемь ризоматриветь 
самаго общаго вида. т; в. в комплехоныя: а-Е&. 
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Итоекъ, бузвениыя уравненл можно опрехвлить кавь тазя, которыя 
це допускаоть еоотношенй вида (1) бушвенио ие тождественныхь. Воли 
же между корилын существують не тождествениыя бухзенно соотношения, 
10 уравнеше мы будомъ называть числениымь. Крайнимь случаемь чи- 
слемной опредъленноети чиеленныхъ уравкенйЙ являются уравнены, вт 
которыхь между корнями существуеть равное степени уравненя число 
не тождественныхь буквенно соотиошец . Тогда во корни чноленно опре- 
хЬдены, а, значить, и хоэффищенты уравнешя вУЧоть опредзленныя чи- 
словыя значены, 


$4. 


Для придашя нашей чеорш большей опредфленности возьмемь въ 
основу яашнхь разсуждошй нфкоторое поле ® и будемъ фавомалривать 
„лилаь зпалая вооттошеная между корнями 


{1} Пт, а, ... 2.) = Маз. лв = О, 
здь П есть чльлал фунющя ота порней, коэффициенты, которой а принад- 
лежита полю Я. 

За основан соображенй главы У соотношеня (1) будуть бук- 


венно тождествениы нинь въ случа равелотва пулю вофхъ коэффищен- 
зовЪ @. 


Рашональныя фуннши отъ корней. 
$5. 

Мы займемся въ настоящей глазз, салуя 1автапее”у, исключительно 
буквениыми уравнешями. . 

Присоединимь въ основному полю ® коэффищенты 21, №2»... -“Ры 
бухненнато. заданнато уравнешя, получимь поле, которое обозначимь че- 
резъ Я(р) и котороо получаетоя, очевидно, отъ транецендентнаго расшире- 
ня поля @, ибо коэффященты р: пезависимыя перемвнныя, 


Раземотримъ въ пол (2) изкоторую рашональную фуккцио 
(ал, 22)... ы), 


оть корней, коэффищенты числителя н знаменателя которой, слЪдовательно, 
буть’или элементы поля ® или ращональныя фупещи отъ й;, ‚Раз. -2, 
<ъ коэффиментами изъ поля 9, 


Будемъ въ заданной ращональной фунвщи 2(а4, я.,...х5) произ- 
водить подетатовни (ем. тлава У) корней 9; 22...22, и обратимъ внимаше 
на тоть случай, когда фупкшя ие лиъмяется отъ такой подстаповки. 

Зыражене, что функцёя ис м8пяется надо понимать адЪеь въ тавомь 
емысхВ; значене фуикщи посяЪ подеталовкЕ должно быть буквенно тож- 
дественнымь съ цервоначальныйхь значещемъ. Напримврь, фунвщя ана- 
-+Н 2х, че ифняется отъ круговой подстановки корней (хуезльта). 

Мы пряходимъ иъ очевидной теорем. 

Подетановни, че лимипощяя рапбоналной фунжиль, образують зрупту. 

Въ самомь `ХВЛЬ, ебли каждая изъ двухь подотановокь приводить 
фунвцио къ вя первоначальному виду, то и 06% подотановки, произведен-, 
пыл одна за хругой, привехуть, функцию къ ел первоначальному виду. 

Тавъь попримёръ, подотановки, не мВняюния функцию 2» -|- ут, 
образують труппу восвмого порядка 


(0 1, (вилы), (ехы, (итьуаняи) , (льбльть) , (зао) (ита) 
(вбить), (дожить). 


Не трудно убфлитьел, что веякая подетановка, не входящая. въ эту 
труппу, м%няоть функцию, тажь налримфрь, похетановке (1.2.03) обра 
шаеть функцию ао -Розх, въ та - 29$з 


$7. 


Если фупитя ф ие звъняетел оть подстановокь труппы @, @ меня- 
ется сть всякой подотановки, #е входищей въ труппу @', то мы буденъ 
говорить, что функщя иринадлежние зрупиь @, ° 

При подотановкахь, не припадиежащихь групп @, функция © мо- 
жеть принимать другой видъ. Пусть разныя значе, принимаемыя функ- 
щей при воевозможныхь подстаповвахь, будуть 


Ф, Фр 12: -.. Фа. 


Эти значешя мы будемъ лазываль сондлоюенныыми, значенями функ 
ии о. 

Если грумпа ‘С, къ которой иривадяежить фунющя, будеть состоять 
изъ вовхь й| подотанововъ, то’ функщя носить назван]е сниметримеской. 
Въ тлазВ У мы позвали симметьрическою также труппу зофхь. подотано- 
вокъ. Система вопряженцыхь значенй симметрической фунвщуи состоить 
только изъ одной функц, 
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Другой храйий случай продставляеть ‘фупищя, принещлелеицая № 
едилимной труп, т. в. къ труптЪ, состоящей изъ одниственной зожде- 
огвенной подоталювки. Тавая фупещя м5няетен при зоЪхь подетановкахь 
п мы еб во веемь дальнЪйшемъ будемъ называиь фунюией @аз. ° 

Фунющя @а]01$ иметь очевидно #1 сопряжениыхт, злаченй. 

Примфромт функций 91013 можеть олужнть линейное выражено 


аи +... Чань, 


уь когоромъ коэффищенты @;, а, ... @, различныя можду собой числа, 


$8 


Па велкомь часлномь премзрЬ нетрудно еоставить сопряженпьыя 
значешя функции. Тавъ, напримврт, фупашя лжь -- зах, дветь мото 
трем значощямъ, 


а -Р аа, паз Ра, а, ат,. 


$9. 


Мы теперь проелфдемъ внимательно связь свойствт. ращональныхъ 
функшй по отношению къ подотановкамт, нозавесимыхь ‘перем нныхь 41, 
теорюй групиъ подотамовокь. Тавимъ образомь мы уридемь къ повому 
выводу предложен, оъ которыми мы нознавомпашоь еще въ тяазБ \. 


Итак, розъмемь функцию ©, принадлежалиую зть хруншй 


0) @ {9 =1, %, 8,... 8} 


порядва т. Пуеть эть фуакшя при помощи ‘нЪкоторой ` подеталойни ТМ, 

пе входящей въ группу @, переходить въ другое значеше $. Посмо- 

зримъ, пе существуеть лин другихь подотановокь, кромф подетановки” Ту, 

переводящехь фунннию ф вт, фупещю 9. * 
Нетрухно убВдиться, что таковыми будуть веВ олфяуюния подота- 

новки 

| 5 


‚Я; В, ... ВЫТЬ. 


Эти нодотвиовки, очевидно, различны между собой, ибо равенство 
ЭЕГ, == Г влекло бы за, собой 5,=05:, что невозможно, ибо мы предно- 
лагаемь, что подотанавкн (1) ве различны. 


Нетрудно убфдиться, что хром подотановокт (2) ив сущеесввуеть 
подетанозокь, лереволящихь Ф въ 9:. 
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Зъ самомь хёлЪ, пусть будетъ № какая пибудь похеталовка, нерё- 
водащая © въ ©; хогда, очевыхно, произведеше подотановокь УТ:-! оста» 
вляеть безъ перемфны функцно $; ибо Х переводить ф вь чи, & Ту! 
переводить обратно ф: въ Ф. Тавъ кахъ, ©ъ другой сторопы, не суще- 
ствуоть по предположенно другяхь водетановокъ, не мВняющихъь фуккщи 
Ф, иромЪ подетановоюь группы @, зо будемъ пить 


ху 


9:, или У=8И, 


©. подотоновка У входить въ составъ системы (2). 
Вудемъ сиетему (2) обозиалать символовгь 
от, 

и навывать системой соприлеенною 5 зруптой © и опиюеящейся къ зиа- 
че 21. | 

Иелн онотемами подетеновокь @{1) и @ТК2} пе исчерпываются ве 
Ми! подотановокь, то должно существовать по крайяей мБрБ еще. 
одно значете фунеши ©», которое фунвшя принимаеть при подетенов- 
кахъ бопряженной системы @Ть 


(8) ВТ, = Ть, ВЫТ,, 931: 


очевидно, что подотановки (8) всф различны между собой н различны отъ 
подетановокь (Ти (2). 

Продолжая непе разсуждене лалЪфе, мы замфчаемъ, что, если черезъ 
& обозначить число различныхь значенй 


... быт, 


Фу Фа: 9: Фа» 


принимаемыхьъ функщей >, то воЪ № подетанововъ снмметрической группы 
должиы разбиться на # сопраженныхь систем 


8) @, бт, б№,... ба. 


Изъ этихь системь образуеть труппу только первая @, остальныя 
системы, очевидно, не грудины, ибо въ нихъ нфтгь единичной подотановии, 
которая входить только въ грушу @. 

`Присоединяясь къ терминологи $ 31.главы \, ролучаемъ теорему, 

Число сопряенныее значенй фуниши $, припадлежеатщей зруптиь С 


‚равно индексу этой зруппы @ по отношеню ко веоф симметрической 
зруптль. 


$ 10, 


Соображеня предыдущаго пераграфа важны въ томъ отношент, что 
оин привели въ болфе общей теорем $ 28 главы У п раепространяютея 
ка теор кавнхь угодно групиъ. 


Возьмемь произвольную труппу Е какихъ угодно предметовь (не 
обязательно подстановокъ). Вехи нЁкоторые изъ этихъ элементов обра. 
зуоть новую группу @, то, какъ намъ уже повЪетио, эта грулиь @ пазы- 
вается дълиипелемь труппы Ы, кли додфруитой Н. ” 

Приходимь къ теорем. 

Порядонз Ё подрунтыь @ конечной зруплии М ость дьлиипель (въ 
ариеметичевкомь смысль слова) порядка Е зрупты НЫ. 

Докавательство можеть быть проведено совершенно апалогично съ 
тВмъ, что мы видЪли въ 8 28 глазы У. 

Мы межемь групиу Н разложить па, сопряженныя опотемы 


1, 42, Аз, -.- Аь 
а) В, А,Ви, АВ... АВ: 


В, А-В, ЗВ, .-. АьВ т, 


изъ кохорыхъ первая есть похтруппа @. Разложене (1) мы будемъ наг 
зываль разложещемь рупты Ы чик сопраженныя системы по подурунтьь © 
и обозпачать символически 


н-9-- 68, + @в,+...+ 68, , 


получаемъ, очевидно, 
К=\щ, 


отвуда и слфлусть справедливость вышеприведенной теоремы. 


и. 


Подобнымъ же образомъ можно было бы найти элементы 1, С,, 
С:,...0:-1, умноженемъ на которыя слЬва, получинъ разложене труппы 
Ы на сопряжениыя системы 


1, Дь, Аа, ... А 
С: С.А, будь, ... будь 


С-1 бу-+Аь, браАь, ... бул, 
что можно указать символического формулой 


Н=@- С а- 69... 6 


Если найдены элементы 1, В,, В;,... В, 1, далоше разложен!е 
н=@+ ав + вв, +... Рава, 


то, очевидно, что за элементы 1, Су, Сь, ‚.’С,-1 можно будеть принять 
элементы 1, В;-', Ву, .,. Ву и получить 


Н=а+ ве в,иб... ВЕ. 


Справедливоехь поелЬдняго соображеня елЪдуотъ изъ того, что за- 
мЪна элементовъ группы ихь обратными даеть ту же группу. 


$ 12. 


Возвращаемел теперь въ сопряжениымъ зналешямь $, $1, ... Фе 
фуньщи ф, принадлежащей къ трулаф подезамововь @. 
Очевидно, что, осли мы во вофхт, фунюйяхъ ряда 


{1} Фут; 92, 


ироязведемь ифкоторую подотановку 8 корней, то въ этихъ фувкщяхь 
ряда (1) произойдет изноторая перестановка этихь фунещй; потому что 
фунющями ряда (1) явчерпываются, съ одной етороны, вёЪ возможныя вна- 
чешя функши $, принимаемыя сю при различныхь подеталовкахъ корней, 
съ крутой стороны, дв различиыя изъ числа фупкцЙ $; не могуть обра- 
зтиться въ одиу и ту же функцию, ибо тогла обралная подотановка изЪ 
одной функщи дФлала бы дв различиыя, что невозможно. Итакъ, всякая 
полстановкь 5, перемфщающая и корней 21, 22, ...2„, сопровождвется 
въ тоже самое время нёкоторой подстановкой сопряженныхь зпаченйй (1) 
фупщя ©. ° 

у $18. 


То обстоятельство, что подотановко корней производить подсталовиу 
сопряженныхь значенй функщи иаводить насъ на мысль о существования 
такой теоремы, отповящейся въ теорйи какихь угодно конечвыхь формъ.- 

Умпиоженемь справа на произвольный элементь В зрупти Н сопря- 
эветитыхь системь * 
(0 <, @В., @В,,.. @В 


овуществляетея тъкоторая зодетановка, этидь онетемь, чп. е. сиетеле 
‘св, авв, @в.В,... бВ.аВ 


зредставлиють изъ себя тть обе снотемы, что в (1), только, быть мо- 
оветь, въ дриомь порядю, 
Е 
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Совершенно подобнымъ образомъ умноженмь олфва на произволь- 
ный элементь С групы Н ряда сопряженныхь вистель 


@, са, с.@,... 0, 
достигается нЪкоторая подетановка въ этнхъ системахъ, 
м. 


Покажемь, что вопряженныя злаченья ф, ф.,... $: суть корни 
‘уравнендя степени съ коэффищентами изъ поля 8(5). 
Въ самомъ дфяЪ, составимь уравненто 


(1) Иди. ва = 
х0т0р0е можно будетъ перепиелеь въ такомъ вид 
{2) у Ри -- Руа... Рь 
Козффивенты Р,, Рь,...Рь, будучи сямметрическими функиями 


отЪ 2,91, ..-Фь1, будуть въ тоже время симметрическими функшями 
оть #1, 2, ...2., бо воякая подоталовка корней х,, 2.,...#» вопро- 
вождаетея подетановной величин ©, $,,...чь, олВдовательно, коэффи- 
щенты Р,, Р.,... Р»к не м%ияются; итакъ, на обсноваи теоремы $ 8 
тлавы ГХ, коэффишенты Р; уравнешя (2) выражаются рашонально черезъ 
коэффищеяты р; нервоначальнаго уравнешя и коэффищенты. функщи $, 
Другими словами, коэффищенты Р; принадлежать полю 8(р). 


$ 15. 


Цокажемь на примёрф функши =, Вии, каюъ составить 
уравнене (2) 8 14. 
Пусть задано основное уравнене 4-ой степени 
а -- ря рай ри =0, 


корни: котораго будуть 2:, 2, 4:, 2,. Коэффищекты нашего уравиеня 

$: Рю, Рз, 24 будемъ считать величинами извфотлыми, ибо эти величипы 

бупуть элементами поля @(р). ` 
Мы тагБемь 


В 9—9 — 9 
ро = ль - вуз Е ти -- поз - поз -- 237, 


а Иа — ба — о: — ь 


= Баал . 
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Въ данномь случа В ==3, ибо 


153 -- баян, Ф =, - хз. 


{0 Ха - д, 1 
Требуемое уравнен!е 12) $ 14 будотъ имЪть вядъ 
п--Р-- Ру №0, 


т 
В =— 


фра-- 992 фа, Рз= — $. 


Покащемь теперь, что, вакъ н слфдуеть изъ общей теорш, можно 
будеть выразить хоэффищенты Р,, Р›, Р, черезъ величины извфотныя 


Рт, 02, 63, 2+. 
Въ самомъ дл, посл проетыхь выкладовт 


р: $—9: — 9 пав Я: — д. — Пу = Р4 


Втор оь-- оф == (а + виз ан Е тыи) 
| (аз -- пуль - оз) | (яз хз) (а, 2.) = р — 4, 


Рая фра == рр — р-р. 


Птакъ, мы получаемъ окончательно уравнене 


(2) у — ру? -- (рта — «Роу р ра — 2 =0, 


которому удовлетворяегь функщя у == аа -- за, 


$ 16. 


Теорема. Если фуниил $ ие мтъияетол отз воть подетиновоть 
зрупты С, которой принадлежнте футимя о, то фунтил $ выразвается 
фашонально черезь фуниию э. 

Пусть сопряженныл зпачешя фуньши ох будуть 


4) Ф, 91; 93, .. 9 


и положимь, что этимь значешямь соотвьтетвуютъ подстановки сопря- 
эженныхь онотемъ 


(2) в; ет,, ать, а. 


Ве подотацовки системы @, обрмцеотъ, очевидно, функцию # вь 
одиу и туже $, ибо подстановка изъ труппы ( но м%фняеть по прехло- 
ложению фушаши # и остается подетановка 2, которая даетъ зпачене . 
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Примввяя къ функши $ подстановки ряда снотемъ (2), получимив рядъ- 
функ 
(3) у, 


Ве функщн ряда (3) будуть разашчны между собой, если функщця 
$ нринадлежить къ той же групи С, что и Ф, Если фуваии ряда (3} 
ке вов различны, то фунюшя $ будеть принахлежаль къ болфе обширной’ 
труппь, въ которую группа С входить кавъ подгруппа, 

Для доказателества нашей теоремы совершенно безразлично, одина- 
ковы или различимы значеня (3). 

ля насъ существенно важно только, что различны футеи <; (1), 
160 функшя ф принадлежить кажь разъ труппё ©. 

Умножошемь снотемъ (2} оправь на подетановку Х достигается нЪ- 
которая подотамовка этихь системъ, то, слёдовательно, примзнене под- 
ставновка У къ корнямь 21, 2,...1„, отъ ноторыхьъ зависятъ рашональ- 
ныя функция (1) в (3), производять одну и туже подстановку, кавъ въ. 
рядё функции (1), тавъ п въ рядф фуикии (3). 

Раземотримь теперь чазую сумиу дробей 


(4) 


5+... + 


тд $ новая независниая перомфнная. Эта сумма дробей есть изкоторая 
фучкшя отъ пезавиенмой перемфниой # и озтЪ морпей х,, 2.,...*„, ко- 
торые вхолять въ фупкциг х и $. Очевидно, что это сеть функшя сим- 
метриаввкая отъ корней 2.2... ибо при любой лодотановкв Х ‘корией 
функщи > и ф одинаково перемфщахтся, такъ что въ сумм% (4) перем- 
щаются слагоемыя дроби, а сумма ихъ не м%илетсл, 

Если мы сумму (4) предотавимь въ вид одной дроби, хо эта, дробь 
бухетъ инЪть вид 


тд 9) =@— 9—9)... (1—2), а числитель 21) будеть иблой 
функщей стелепн &—1 отт, #, Па основам теоремы, отиосящейся ит, 
вимметрическиит функщямть, заключающимь произвольный парамотрь 
мы заключаем, что во коэффищенты ивзыхь функций РО) и 8) суть 
элементы поля 97), нбо они суть сныметричесыя функщи корней. Итак, 
мы иыфемъ тождество 


ОИ 
О РЕГ 


Па основан теоремы Бадталее’а получаемь 


8) 


= 659) 


{8 
и теорема, доказана. 
Оказывается, что ф выражается зъ полё %{ р) ращонально черезъ 
$. Для возможности прамиешя формулы (5) необходимо, чтобы функшя 
`8%(@) ие ныфла кратныхь корней, ибо если $ будетъь кратнымь кориемъ . 
‚фуккын О5(), то 8() =0 и формула (5) парестаеть имфть мБето. По- 
этому было необходимо. предположене, что ф принадлежить групи® ©, 
Какь очевидное едЪдстве вытекаеть тахал теорема. 
Яоль деть функции примадлеюать кб одной и той же зруптть, то 
хазедол фуменл вырозюцетея разёонально черезз друую. 


$ 17. 
Пояснимь приведенную теорно пранфромъ. 
ДьБ фунюще 
фи Ел, $ = аз раба 
‘прниадлежать, очевилио, къ одной и той же группЪ; значить, онф должны 
выражаться одна черезъ другую. Выразить ф черезъ ф проще; въ самомъ 
дВяВ, возвышая фуккцио $ въ кубъ получимъ 
фо -Е Заз -- ливни) == $ -- Зри, 

«откуда окончательно 
< ив. 


Чтобы выразить обратно ф через ф, поступимъ тавъ: на основаны 
‘уравненя (2) $ 15 можпо будетъь формулу (1) переписать такъ 


{2) рае | (а — рр р — Фра ра, 


`умножая об части послёдняго уравнешя (2) на с и пользуяеь уравнс- 
щемъ (2) $ 15, получниъ 


<8) по (ра? — фир Е ра) -- (ро 23? — фаз) 
Е ры + 9223" — ЧР: - 


Равематривал. уравнешя (2) и (3) вакъ уравненыг нервой стенени 
относительно $ м 9%, получимъ для о таное выражене 


А -- в 
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тд% 


ру равьрь Г Ави" Е рурз? — РЗ 


= ррои рр 
Вр — за 


Сарир: — Эуаравь Ва? -- ра? — фара — ров? 
ВР=р.. 
$ 18. 


Теорема. Фунмия $, принадлежащая ко подруить @ зрупты НЫ, 
5 ноторой принадлежияиь фунюшя ф есть корень амебраичеекаю урав- 
меня, пооффилиениия которо выразеаютея разонально через фунтитю 
2, в степень которело равна индексу подрутиы б. Фуикия же ф вы- 
раэжаенол раонально черезъ .. 

Послфднее. утвержден! теоремы о тон, что функщя © выражается 
ралонально черезъ ф олЬдуеть непосредственно изъ теоремы $ 16, ибо 
2 не мБняется оть воБхъ подотановокъ группы фунющи +, 

Покажемь тёпорь справедливость первой частн теоремы. Разложимть 
трупиу Я нё сопряжениыя свотемы прл помощи подгруппы @, Пубть эти 


системы бухутъ 
(8) @, 68:, @8, .... ба, 


тд% 4 сеть индекоъ подгрупиы (’. Этимъ системамъ соотафтотвують раз- 
личныя значеня ®, Обозначимь эти значеня такъ 


ум, р, 


Эти ве зназошя различны между собой, ибо мы предположили, что 
фунвщя $ принадложеть каль разъ подгрупиё @. Что касается фупкщи. 
$, то она ие мфняется оть зсЪхъ поостоновоюъ, входящихь во 80% ви- 
отемы (1), ибо совокупность этихъ снетемь и есть группа НМ функ $. 
Раземотримь функино 


аа). био... 9, 


2д% $ воть новая независимая перомфнная, & ©,, 9:,... @, снмыетриче- 
свя фунюи оть величинь ф, %,...\_. Очевидно, что веявй изъ 
хозффишентовь @; не мёняется оть воБхъ подотановокъ труппы Н, ибо 
всякая подбтамовка этой трупы влечеть за собой лишь перветановиу 
величииъ $, 91, ... $1; Ноэтому ка основалйг теоремы 8 16` мы можемъ 
утверждать, что 4): выражается ращолально черозь ф, что и требовалось 
доказать. 


$ 19. 


Обращаемся теперь къ разомотрВнио групиь, къ которымъ принад- 
лежать сопряженныя значеня функни. 
Возьыемь фуккыю $, припаллежащую груицв @, тогда, хакъ мы 
видвли уже; ея сопряженныя значеня 
$, 21, 9... Фа 
воотв®тотвують сопряженкымъ системамъ 


а, ат, @т,,... бП,. 


Посмотримъ теперь, камя подетамовки ле мёняють значеше ч;. 
Очевидно, что. всякая похетановка веда 


(1) 2-57, 


хд% 5 подотановка изъ группы (@, не будеть м6нять ©. Въ самомъ дфл%, 
подотановка 7-1 переводить ; въ Ф, подстеиовка 9 не мфняеть Ф и на- 
хонець подотановка 7 переводить ‘© обралио въ ч:. 

Покажемь, что и, обратно, возкея подетановка }, ие мёняющая 
фуниви ог, будеть имёть видъ (1). Въ самомъ дЪлф, похотановка 


ТУТ, 


очевидно пе мВняеть функщи ©, а потому она должна совпадать съ н%- 
которою подстановкой $ труппы 9 


ТТ == 8, 
откуда окончательно 


= 75, . 
что и требовалось доказать, 
Итавюъ, мы зидикъ, что зруила фунециь ®; будеть не что иное кан 


преобразование . 
П-16Т, 


зруптин' @ при помощи подетановки Те. 

Мы просимъ читателя еще разь внимательно  прбмотрьть 88 18, 
19, 20, 42, 43, 44, 45, 46, 47 главы \; теперь мы можемъ яленфе себЪ 
представить происхождене изложенныхь тамъ теоремъ, 

Тажъ ваь функшя ф, воть, можно сказать, таже функия, что из. 
только перемнныя независимыя имфють друйя обозначеная, такъ ека- 
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зать, друмя названйл; то очевидно, что группа 7:-10Л должна быть в0- 
вершевно ивоморфиа еъ группой @. 

° Теперь намъ дфлаетол совершенно яснымь, почему преобразована 
Т-1$7Т, подетановки 5 совершается при помощи замфпы обозначеня элё- 
ментовь въ пиклахъ подетановки 5 при помощи кохетановкн 7}. 


Цель, солн @’ есть нормальный дблитель овммезтрической труппы, 
то вс преобразованщя 


Пат, т-ет,,... ТЕЛЬ 
совпадать еъ груипой (`, зналить, воБ сопряжелныл зпачешя 
а) ©, а аз 2-е 


принадлежать къ одной и той же групиб @. На основаши теоремы $ 16 
мы получаемъ въ этомъ случа, ч10 всЪ значеня (1) суть рашональныя 
фунеши отъ одного изъ нехъ, наприм%ръ, 9. 


{2) фу ==} › 584), ... Фа-1 ==, 1(5). 
Мы будемъ казываль кормальниме уравиен!е 


(3) Ре... +» 


о, 


хоторому удовнетворяютъ величины (1), если ныфютъ мфето равенелва (2), 
то веть, всБ онф выражеютея ращонально черезь одну. 


$21. 


Поденимъ вышеиздожениую теорие на примЪрз общаго уравиеня 
4-оН степени. Интересно, что, показывая на уравнен 4-ой степени при- 
люжен1е изаоженныхь теоремъ, мы систематически придемт ‘къ полному 
рЬшенио уравиевй 4-ой субиеки. 

Начнемь 5ъ разомотрьшя двухъ функ 


фи Нин, ф= (1, — 21) (2: — #4). 


Цорвую функиню мы уже разематривали въ $ 15. 
Что касается до функщи Ф, то мы замфчаемь, что она принадле- 
жить груниЪ (\У!егогетирре) подетановокъ 


|, (бедна), (лез) (выть), (ван) (тео), 
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которая входить дфлителемь въ труппу (1) 8 6 фунюши фу; тавь какъ 


8 
=?) 10 будуть существовать два 60- 
пряженныхь значетя функши ® при вовьми подотеновкахь групиы (1) $ 6. 


Эти значеня будуть 


индекеь этой подгруппы равен 


фа (ар — #з)(р — 2), И = (в - )(а — 44). 
Если мы вводомь обозначены 8 15, то можно будетъ написать 


2, Ио. 


Еели мы раземотримъ функино 
(фи) =е-- 9-4, 


то надо будеть показать, накъ выразить ©, н 9, раонально черезъ $ 
Мы имфемъ 


= @— в) — (Фе) = — За) 


З9-- 2ь 


ЧФ =@ — 9) — Ф0 = 996) 
ТАБ 
0) — (#—9) {6 — 2) @— в) = 8 - Рий-- Р-Р 
и, олфдовательно, нолучвемт 
Я= 392 НР Г Рей — Зрур Е рыба — 49ь. 
$ 92. 


Разсмотримь общую симметрическую групиу 4-хъ иезависиныхь пе- 
ремфнныхь 21, %., #з, 2.. Для совращеня мы будемъ писать только 
нодексы 1, 2,3, 4. 

„Напишемъ таблиду возхъ 24 поремщенюй 4-хъ индоксовъ. 


1234 : 2134 3124 { 4128 


+ 
пав | оомв | ва | ава 
1324 2814 | 8214 4218 
1342 2341 | 3941 | 4931 
2428 | 2418. | 3412 | 4812 
лава | 5491 | зай | 4871 
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мы получимъ вов 34 лодотановки синметрической труппы, есль укажемь 
перехожь оть первоначальнаго перемфщеня ко всякому другому. 
Эти подстановки будуть 


| 42) (132) 1 (1482) 
89 | 90269 | (342) | 42) 
а (28) (128) (13) | (143) 
(284) | (234) (134) (14) 
(243) | (1243) | (1324) | (1423) 


{24}; (2 (1824) | (14)(23) 


Велфлотте существованя формулы 
(234... я) =(12)3)... ая) 


мы заключаемъ, что въ знаконеремнную групау одиночные цикяы могутъ 
входить только въ томъ случаф, седи они состоять изъ нечетваго числа 
элементовъ. Знакопереминая труша {см. стр. 182) будетъ состоять изъ 
слфдующихь 12 подотановокъ 


1, (1284), (18904), (14028) 


(2 

© (128), (132), (124), (142), (134), (148), (234), (248). 
Эта труппа иметь нормальнывь дЪлителемь УЧетегегарре 

(3) 1, (289, (#3)24), (193). 


Въ самомъ дьлф, преобразоваяе звелвой подотановьи виде (28)(18) 
будеть имёть тоть же видъ (е.81)(118). 

Наконец, мы можемъ указать группу, состоящую изъ двухь под- 
отановокъ 


@ 1, (12)(84), 


хоторая будетъ, очезидпо, нормальнымъ дьлителемъ группы (3). 


$ 23. 


Въ связи съ указанными въ $ 22 подгруппами можно будеть до- 
ступить такъ. Раземотримь фунюши корней уравнел/я 4-ой степени, при- 
надлежащёя тгруппамь (1), (2), (3), (4), Изучеве связи между этими 
функшиями приведеть наеъ къ полному алгебранчееному рышешю буквен- 
нато уравневя 4-ой степени. 
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О фуншяхь, принадложащихь къ снммотрической грулив (1), го- 
ворить не стоить, ибо симметричеещя фунющи мы очитаомъ величинам 
извфетиыми. Фунищя, принадлежащая къ знакоперемфнной групп (2), 
будеть кориемъ ивадратлато уравнежя съ изв%етными козффищентами, 

Проще всего взять знакоперем$ ную функщю 


= (1 — 2), вау, — а — ть — а, — 8). 


р 
Эта функщя, очовидио, удоплетворяеть квадратному уравиенно 


м=>, 


р — уисприминаить дапиаго уравиешя 
а -- рыб -- рый -- ра 4 =0. 
Въ $ ЗЁ. Главы ТХ мы видфли, что 
. 27.2 =448— В, 
тд 
Аи? — Заз + 12% 
В 27риерь + Зре - 2ра8 — Тарьи — Эра. 


Мы видфли уже въ $ 21 премфръ функши, принадлежащей къ \1- 
хегвтирре (3), а имеппо 
=, — 23) — №). 


Такь важь \УУуегеготирре нмфеть индекеъ 8 относительно зНаконе- 
ремфнной, то функщя Ф должна быть ворнемъ кубичеенаго уравноня, 
ноэффищенты котораго должны выражаться ращонально черезь фупкцио 
=, принадлежащую зпахоперемфипой групи. 

Разлагая знакоперем$ниую труппу ча сопряженныя снотемы по Чегет 
дтирре Г, получимъ 

У ==1, (1234), 182%, (14)08) 
7(128) = (123), (134), (248}, (142) 
7(132) = (182), (234), (124), (143). 


Этимъ смстемамъ соотвЪтетвують значешя 


ф = (1 — 23). — м) = — 9 
1) п) 


3—2): — в), 


ГВФ, 9, 92 обозпачещя $ 15. 
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Фупкщя Ф есть корент кубичоскаго уравиеня, коэффащенты кото- 
раго вычисляются олвяующимь образомть 


0 


ив 
фр ве — (9 + - о) + (фар 992 + Фа) 
Ч ==, 
Далфе, придерживаясь обозначен $ 15, получимь 


в -ей-рой =Рр—2 


==? — 2( риф — 4) 


и фра Е оф == Р-р в — 4, 


олдовательно. 
ФЕ и о = р (ри — 40) =Ь— 4. 


Итежъ, кубичеекое уравненю, которому удовлотворяеть фупкщя ф, 
нУЗеть видь 


{2) 48 — 460 


Переходимъ теперь къ фунищи ®, принадлежащей къ групив (4). 
За тавую фупецио можно взять 


©: — 2 8—1, 


Тежюь навь группа (4) имфеть яндекоь 2 отиоснтельно групны (3), 
10 х должна удовлетворять квадраткому уравнен!ю, козффищенты кото- 
раго выражаются рашонально черезъь Ф. Раскледывая УЧегегетирре на 
сопряженныя сиетемы по отполюнио къ групи® (4) получихъ 


1, (1239); (1824). 0409). 


Этимъ онотемамь соотв®тотвують два сопряжениыя значеня функ- 
пн о. . 


о — ЖЖ, фа и, = — 0. 
Функщя « удовнетворяеть квадратному уравненно 


{8) *—{=0, 
тдЪ 


= (а т де 2 жа? ре -- 2 — 4, — фо 


21° — ро — 2рз-|- 496 = р? 4ь-- 4%, 
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хо изъ урависийй (1) получаемъ 


о-в - 91—82», 
откуда 


Фе). 


Итакъ уравнеше (3) припимаеть окойчательно видъ 


8 4 
9—1 +525 (—% 


Носл того какъ найдена функШЯ ®, можно будетъ окончательно 
найтн воЪ 4 корня заданнаго уравношя при помощи квадралныхь  урав- 
пенй. Въ самомъ дВхь, мы имземь 


Фа: — 1,1 — а, == р, + 221 -- 2) 2: — (а 


Злачить, 


==, = 


Но произведешя 2.25 и 2за, суть кории квалралнаго уравнаня вила. 


бир -0, 
пли 


4) р-р 


Корни 2; и 2. пайдутел ири помощи квадратнаго уравненя, ибо 
извВстпы сумив ихъ 1 -- то и произведеше ж;т,. Подобнымь же обра- 
зомъ найдемъ 2з н =, при помощи квадратнаго уравненя. Итажъ, послЪ- 
ловательное раземотре фунюшй т, 2, ®, Ё приводитъ насъ къ лолному 
рфшенио въ радикалахъ уравнешя 4-ой степени, Это рёшене сводится 
къ ивии уравномй 


Эр, и 44550, разу (во 


й 1 ; 
взр ва 
и наконець 


2 -- о ьно, 


тд ан суть корни уравненя (4). 


Неложенный въ предыдущемь параграфЪ, бпособъ рышевя урезие- 
ия 4-ой степени наводить насъ на дальуфйшя весьма вейкныя разсужденя. 

Въ $ 13 главы Г мы видвлн самый простой слособъ рфшонёя бу- 
квеннаго уравненя 4-ой степени.” Бели мы припомпамь, тто по этому’ спо- 
с0бу р%шеню приводится въ рВшенно уравненя 3-еЙ степени, го, при- 
ннмая во внима! формулы Сагбага, мы замбчаемъ, что радикальтос 
выражен!е является 4-хъ этажнымь, при чемъ тромъ этажам соотвЪт- 
ствуютъ квадратные радикалы, а одному—кубическй. Этоть вихь можеть 
быть указаль схематически так 


Получениюе нами въ предыдущемъ параграфЬ, рзшеше кажется нам 
уклоняющимея от удазаиной схемы. Во первыхь, можно подумать, что 
подъ кориемъ вубичеекимь должио быть 2 квалратиыхь радикала’ одинъ 
УД, другой вводныый формулами Сагал’а. Съ другой сгброны можно» 
подумать, что надъ корнемь кубическихь доллиы быть 3 этажа квадрат- 
пыхъ радикаловъ. Нетрулно, однако, убЪдиться, что квадратный раликаль 
соотвфтотвуюний формуламь Сол@ат’а пропадаеть, нбо вубическое ‘урав- 
пена $ пифеть особенный видъ; съ другой стороны, одпиъ изъ верхнихт 
хвайратныхъ радикалов иропадаеть велфдотве того, что квадралное урав- 
пен! для Е иметь корив, разонально выражающееся черезъ ®. 


$ 25, 


Остановимся сначала на зторомъ замчани, что’ корин Е == 7:2, 
$ ==2,0: квадратнато уравневшя (4) $ 23 выражаются рашонально, чорезъ 
фуньдоо ®. На основами раземотрЪя групиъ это очевидно, нбо & и & 
це мЪияютея оть трупны 1, (12)(84) фупии ©; Но нетрудно убЪдиться 
въ этомъ и на самомь дЪлф при помощи вычислешя 


(ль — даиро == (пы — пи) — а — 29) 
20а ака, -- ®,) аи, 2) 

р аль Ета, ааа а) = 

2—8 ха | а) + пааиаа - 2 


отеюда 


21$ 


. 228 — 


и, — 
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кромВ того 
эта» -|- 22304, == 


и окончательно 
` 1 2 
р С 9-8 


2} 


о 


$96. 


Обрацаемеял теперь въ фазсмотрнио кубическаго уравнешя 
(1) 8—4 —Ур=0. 
Такт, канъ УЧегелетирро есть нормальный дфлитель знакоперемъи- 


кой, то уревнене принадлежить къ числу нормальныхь, если мы будемъ 


очиталть выражене ‹==УД, приеоодннениымь въ полю 9 (р). Но \Иютег- 
Зийрре веть нормальный дЪфлитель также и для всей симметрической 
трупы, то уравнене . ° 

{и — ар 


будеть также нормальпыьь въ нол% (у) безъ присоединеня <. 
Мы видЪли уже вЪ $ 12 главы ХИ, что у нормальныхь вубическихь 


уравнен!й 
28 а -|- 9% е=0 


долженъ быть `полнымь квадратомъ диекрининаитъ 
== — (461 -|- 276?) -- 18афе -- а — 4айе. 
Это кекъ разъ имфеть иВото для кубичоскато уравнешя (1), нбо 
А4А=448—27). 
Озтжуда (см. отр. 589) . 
д = В. 


Примёняя формулы Сатдал’а, получимъ 


33 


- 8 
ы у 5 +В ИС р 


В 


Второй корень пвахратлый УЗ является отъ присоединемя хория 
хубичеснаго изъ единицы 


— 544 — 
ут. 


Покажемъ теперь, накъ на самомт дфл$ вырмнаются корни ураз- 
пеня (1) $ 26 одни черезъ друге. 

Проще зоего будемт слфдоваль общей тоорш $ 16 и раземотримъ 
звыражен!е 


а) 


тд $, $1, %. суть корни резсматриваемаго кубическато уравнешя. Выра- 
жене (7) можеть быть переписано такъ 


. В 
@) + 


и Фе фия- 
ров Шбд. 


Вычполене 3} нфоколько сложнзе 


Введемъ вспомогательную величану 


ди +. 


Тогда 


{3) 3 = ии н) рые + иены) Вар 3". 


Съ другой стороны 


3 -— фи — аки), 


но 
био фи- За З9 
ф—ф = 39 
= — 3, 

вром% того 


За == (р), = (Ф), ии (в), 
зв 9(у) обозначаеть первую чаоть уравнения (1) $ 15, Изанъ, выражене 
0) эфф м, -— вв) -- Фр 39) 


будучи  онмметрической функщей трохъ корней $, ф:, $ уравнешя 
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9%(у)==0 выражается просто въ полф 91}; пусть это выражене будетъ 
„Я. Мы получаемъ, соноставляя (3} и (4), 


Окончательное выражено %; черезъь + иметь видь 


‚ _— 4% 
т и. . 


ГЛАВА Х\+. 


Теорзя ба]о15. 


$1, 


Въ основу моего изложеня теор баз я положу мыели, приведен 
ныя мною въ статьз „Объ основныхь положешяхь теори @а)018“. Матем, 
Сборн. Москва, 1914, 


Теоми @2]015 приналлежить настолько ноключительная роль въ ма- 
тематикЪ, что я считаю необходимымь остановиться нзоколько на, лачиости 
автора этой теория. 


Еуьае (81015 родидея 25 омг. 1811 г. вблизи Парижа. Въ 1828 году 
поникуль родительсьй домъ, чтобы постунить въ коллегио 1015-1в-Стал4. 
Уте съ пятнадцати лёсь обнаружились въ немъ выдьющуяся способности 
кь малемаликВ, причемъ на классическихь творешяхъ Габтапре’а онъ 
воспитать свой ириродныя наклоиноети алгебраиста. — Можно хумать, 
зто уже къ семнадцати годамъ опъ обладалъ своими налболе важиими 
идеями. Но объ этомь можно дфлаль тользо догадки, ибо два момуара, 
предетавленные ныъ въ парижокую Академпо Наукъ, ие только удоетои- 
лись отвфта, мо даже оказались потерянными, Этоть удивительный фож 
въ высшей степени характеренъ для оффищальныхь научныхь оргелиза- 
Ц, которыя всегда относятся съ извзотнымь ледовЪремъ къ начинаю- 
иимь авторамт. Повлф явухъ пеулачныхь попытокъ поетупить въ Полв- 
техническую Школу @а]ю!3 ноступиль въ 1829 тоду въ Нормальную Иуволу, 
зоторую принужден быль оставить уже въ слЪлующемь году. Посяфдн!ю 
тоды жизни ояъ провелт, довольно бурно, участвуя въ политической жизни 
страны, и умеръ 31 мая 1882 г. отъ рашы, лолучениой па дули, 
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$ 


Если обычно принято приписывать (121015 начало примфнешя твори 
труппъ въ изучению алгебранчеекихь уравненй, то это справедливо только 
до иввфотной степени, вбо надо признать, что олучай буквенныхь урёвно- 
и, кажъ это-мы видвли въ предыдущей глазЪ, достаточно подробно изу- 
четь уже Разюлае’омъ. 005 принадлежить лишь честь создашя уди- 
вительшой мо глубинв тоори, которая, въ одной стороны, является рас- 
пространешемь теор Гапетапее’а на численныя уравненя, съ другой 
етороны, закточасть теорно Гапетаове’а кают частный случай. 

Но смотря на большую разработанность теори @а}01з ми не слу- 
чилоеь хо самато послфаняго времени ветрЬтить таков изложен!е ел ирин- 
цииевь, которое бы удовлетворнло меня съ точки зр№ня простоты, отро- 
‚хости и общноети. Скажу`болфе, часто изложене теор страдаеть такизиг 
неяеностями и иедомолвкеми, что, изучаюний эту теорно вт, первый. разъ, 
можеть соетавить себф вовершелно превратное поняе о предмет. 


$3 
Въ овнову мосго изложешя я ставлю иючиую формулировку разли- 
«Ия можду буквониыми и чиоленимии уравкежями. 
Уравпене 


д" р-р... 


и буду называть численнымь, ебли между ето корнями существуюиа со- 


отношеня вида 
{1} Пя, т, ... 2) =0, 


тд ИП излая фуикщя отъ незавиеимыхь перемфиныхь 2, х,, 
отличными оть пуля н принадлежащими къ полю ® коэффищентам 

Я папомню, что мы согласились въ тлавБ ХИ” разоматривать только 
поля съ равной нулю характеристикой. 

Соотношеня (1) съ отличными оть нуля воэффищентами будемъ па- 
зываль дия сокрашешя нетооедественнуеми, сохраняя названо 1102де- 
ставиныхь для соотпошепй (1) зъ случаЪ равенегва нулю вовхь во9ф- 
фащентовъ. й 

Говоря кратко, мы назовемь чпеленными тавя уравнены, которыя 
зопусвмють ис сождествониых соотношеня между корнями. . 

Воли во коэффишенты р; уравненя суть опредфленныя числа, при- 
надложмыщя къ полю ®, то уравнеше будеть, очевихно, чиеленнымъ, ибо 
существуютъ между корнями ис тождественныя соотношеня 


Ум + =0, Ури» — 1» 
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Этоть случай воть, такъ сказать, крайЙ въ оммолВ числовой опра— 
дЬлепиости уравнешя. По моей терминологв численнымь уравненемь. 
будеть называться таке и такое, гдЪ, напримръ, р: ==0, а пб оеталь- 
ные- коэффищенты 2,, 3,...4» лезависнмыя перемфнныя. ибо тогда 
существуеть между корнями ие тождественное соотношеше 


жи... 2 


Вообще товоря, будеть числепяымь волков уравяен!о, коэффищелты 
котораго удовлотворяють соотношешямь вида П(4и, 2%, -.. 1) =0. 


$4. 


Разомотримь совомупиость С ель подотанововь, изъ ноторыхь ваде- 
дал пе парушаеть справедливости велжазо соотношеня между корнями. До- 
хажемь, что эта совокупноеь есть группа. 

Пусть выписалы веЪ возможных соотношен!я между корнями 1) 


(1) П-=0, Ш=0, 1,=0, ... 


Примфипяь къ произвольпому изъ пахъ, напримврь къ Н==0, одну 
изъ  подотановокь 8 дамяой совохупноехи. Такъь кашь лодотановка $ не 
должно нарушать справедливости соотношешя П==0, то это поелЪдиее 
206л% подотаповки должно обратиться въ новое соотношен!е также вЪрнов. 
Это новое соотношоне должно иаходптьея среди соотношений (1), пуеть 
оно будоть Пь=0. Примфиамъ теперь нь нослфдиему хругую подета- 
новку Г нашей сововуплости @. Пусть соотношеше Пь-=0 перейдеть. 
въ вовое Ш==0. Очевидно, что подстановка 57 лереводить соотношеню 
П=0 вь №=0, на `‘воотношеше П;==0 есть также вврное соотношеше, 
слдоветельно, нодотановка 57 принадлежить къ @, ибо эта, подетановка 
не нарушаеть произвольно ‘выбрапиаго соотношешя П==0. Итамь, `@ 

‚ есть груипа. 


Группа (@ носить чазваие зруппы бу для дазтало - уравненл 
чьи, просто, группы уравнения. 


$5. 


Нетрулно вихфть, что для букзенцаго уравнешя группой 6а1018 яя- 
ляетея вея симиотричеекая группа вефхъ подстановокъ корней, нбо можно. 
оказаль, что между корнями бухвеннаго уравиощя существують только: 


*) Цвлыми пядексами ори буквахъ П я ив имЪю желашя подчеркивать не- 
обходамости для совокупноетн соотнолен! быть обязательно перечнслимою. 
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‘тождественныя воотношешя, эти же сботошещя не нарушаются отъ лю- 
бой подстановки. 


$5. 


Если сооткошеня между кориями численного уравнешя таковы, что 
требовазие пе нарушать ижъ застазляеть отбрасывать извфотныя подота- 
вовии, то группа 6508 уменьшается и ллается подгруппой симметриче- 
`вкой труппы. Олвлуя Кгопескегу, мы скажемъ, что въ такомъ случа 
уравиене имфеть аффекте. Буквоиныя уравиешя суть. уравнешя безъ 
„аффекта, у 
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Поважемъ их простомъ примрл 
мешя безъ аффекта. 


‚ что сущеетвують численимя урав- 


Раземотриме, напримВръ, уравнению (сх, $ 15 главы ХИ) 


{1} —ре—р= 


тдь р произвольное простое число, и возьхомъ за обновное поле © поле 
ращональныхь чисель, 


Таль какъ порвая часть уравнешя пыфегь при — <, —1, о, +, 
знакн —, +, —, +, то сущеетвуютъ зфы вещественныхъ корня урав- 
нешя. Остальные де корня обязательно леикмые, ибо въ уравневн имВетел 
пропускъ трехъ членовъ ео степеилин 2%, 48, 2? (бы. отр: 356), 

Таль кажь числа осповного, поля вещественныя, то всяцов соотио- 
шее между корвями будетъ нмфть вадь &--#==0, откуда а=0, 5=20 
-, слВховалельно и а—#==0. Другими словамн, воякое соотиошен:е 
‚можлу корпямн не нарушается отъ, измпеня знада ‘поерехъ $. 


Если мы обозначимъ черезъ Ти 2 мнимые корив, то измнене знака, 
перед # осуществляется прн помощи транепозищи (12). Итавъ мы вндимъ, 
что транепознщя (12) холжна входнть въ группу ба]. По теорем Евет- 
звейга (см. стр. 491) уравнеше (1) неприводнмо въ основномъ полЪ, то, 
‹яВдовалельно, как мы увидыма дазлье, ето группа транзитивна. Мы ви- 
хьяи въ $ 89 главы \, что, евли транзитивная труппо зажлючаеть транс- 
позицио (12), то она или симметрическая ‘из же пмпримитивная. Уравне- 
ще залако простой степонн, значить, чполо корней воть простов, а’ потому 
труппа подотановокъ отихъ корией но можеть быть импримитивною. Итан, 
мы видвыт, что группа @а!0!5 для уравнешя (1) ость симиетрическая, 
т. е. уравненше (1) пе имветь аффекта. 
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$8. 
Зудемъ теперь разсматривать раацональния фупхщи 
9, 2.) ... 2) 


оть ворной жи, 2,,... 2, .6ъ коэффищентами изь основного ноля 8. 

Основнымъ вопровомъ является изучеше услоый мензмпалемостие 
унющи © при подотановкахъ корней. Эту неизмВняемость можно пони- 
мать двояко: при буквенныхъ уравнежяхъ дло илеть о фупкшопальной 
нензыфняемоетв, т. в. нензмфняемости вида; ири чнеленныхъ же уравне- 
шяху, дло идеть о пеизмыфнлемости численнаяю значешя фунюфи, хотя 
бы видъ ея и измЪнялся пря подетановкв. 

Несмотря на кажущееся большое различ этихъ двухт, понят. те- 


оря @а101з сблашаеть ихъ въ одно гармоничеекое ифлое. 

Пояснимъ сказанное примфромъ. Функшя их 4-х, по мфняеть. 
`ввоего вида при подетановыв (1324), но м$няеть впдъ прин подетановк®. 
(123), тбо оть иослфдней подотановки функщя принимаеть видъ дзена; 
если у насъ разоматривается численное уравкеше, среди соотлошевй ко- 
тораго существуеть 2, ==2:, то численное значеше функции а, -- изу 
пе м»няется при обфихъ подетановкахь (1324) и (123). 


$9. 


При буквенныхь уравнешяхь мы имфли очевидную теорему: #0д- 
остановки цв измъияюния вида фупищии, образують зрупту. 

Эта теорема падвоть, веди мы потребуемь выЪето кеизьВняемоетя 
зида фунпщи неизмфняемоеть численнаго значешя. Можно довазать дяя 
чиелениыхь уравнешй, зто модотановки, не измтнздюния численное зна- 
ченя фуиийи, монрть и не образовать зрупты. 

Въ посльднемь мы легко убЪждаемся па вамыхьъ простыхт ирим$- 
рахъ. Возьмемъ, налримвръ, уравнене, 


ав... т --а-1 


хория котораго суть 


зе 


Очевидно, что аж =1, Произведеше 2, не мзняетЪ своей чи- 
вленной величены, т. в. остаются равным» едина, при двухь похотанов- 


кахъ 
5== (12)(56), Т=- (16) (28), 
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ибо отъ подотановки 8 оно переходить въ ху, 1. а оть Г оно перо- 
ходить зЪ тм =1. Подотановва же бТ переводить первоначальную 
фуницио 12% ВЪ 2.0, а эта величина уже не равна единиць и, значить. 
произвехеше подотановокь Я н Т, ле мЬвявшихъ чноленнато значены 
функии, предотевляетъ подотановку, уже мфняющую численное зпачене. 

Теорема о томь, что подотамовкн, не мВняющя функойи, образують 
труппу, возстамовляетел для зиоленныхь уравненШ, соли будемъ выби- 
рать подотановки ис произвольно, & только лашь 45 зрузты 04045. 

Мы мриходимъ цъ теорем$, имфющей мото для численныхе урав- 
пой ; ы 

Подетамовки, 95 зруппы (аз, не мъмтощая чиоленно фувииёи 

, 
образують зруптуу. 

Пусть фувющя 5(2:, 2, х,), которую мы обозначимь для крат- 
кости $(%), не мфняеть своего численнаго значеша отъ двухъ подета- 
зововъ би ТГ, взятыхъ изъ грушны ба]ов. Обозначимь то выраженн, 
нъ которое переходить функшя ч(2) при подеталовкВ 5, знакомъ $(215). 

Получимъ дна равенства 


1) 9(#[ 8) = (=), э(е|Т) = 8%). 


Таль какь подетановки изъ группы 68015 можно примфнять ко вся- 
кому соотношенно между корнями, то, прамфияя подстановку ТР къ пер- 
вому изь равенетвъ (1), а 5 ко второму, получимь 


©) ее) = ет), вбт9) = 968). 
Сравнивая (1) и (2), получемь 
+157) = $(21 18) = (2) 


н хеорема доказана, 


$ 10. 


Приныкая къ иделыъ Ктоивокега, возьмемь выраженте 


= + в... ь, 


ДБН, Ь,... & независимыя перемзиныя. Корни 21, 2.,... 2» мы 

можемъ продполатать различными между собой, ибо въ случаз краткыхъ 

корней мы можемъ освободить отъ нихъ уравяене при помощи ращоналть- 

ныхъ дВЙовыЙ, т. е., другими словами, не выходя изъ основного ноля. 
Пусть 

(0 ЕВ №, В (М=1.2.3... п) 
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будуть тВ выражены, которыя получьются изъ Е оть различныхь Д’ под- 
сталовокъ корней %;, 2:,...%н, оставляя на мботв величины й, &, ...&. 
ЧЗазуь, намримръ, 


Ыб, 
тв 
и, ы,...ы 
иЪвоторое перембщене индокоовъ 1,2,...я. 

Величины (1), разомахриваемыя кажь функщи оть незавноимыхь пе- 
ремънныхъ й, вс различны между собой, нбо различны всф 21, 22, ..-#и. 
$ и. 

Раземотримъ фунещю 
в) =@—Эи-—Ю... М В-Ь) = -- Ти Е Те - ... -- Т», 


`тАЪ, очевидно, 7» воть форма, отенени # оть незавиелмыхь перемвнимхь 
$ въ коэффишептами симметрячесвими фунющями отЪ =. Другими ело- 
вами, 7, будетъ. форма степени # оть & съ коэффищентами, принадле- 
жещими къ полю 9(р); такъ напримръ, ` 


х 
р Ь+.. +4, 


тд» р. первый коэффищентъ заданнаго уравнен1я. 


$. 


Покажемь, что уравнеше @(1)==0 неприводимю въ полз 9(р, 0), 
полученномъ оть присоединея В, &,...Ё, въ 9(р), если предноло- 
жить вории д; независвмюьми перелиуииями.. 


Допустимъ обратное, а именно, что уразнеше ириводимо. Пусть С (и) 
будет ифкоторый неприводимый маожитель функши 6/1). Мы, конечно, 
должны предполагать, что коэффищенты функщи @,(л) суть формы оть 
1, съ коэффищенхами изъ 9(р). Указанный харакуеръ коэффищентовъ 
@,(1) происходить оттого, что эта, функшя должна, бегь произведенемь раз- 
посте 1—&®, гл & не пробъгаеть полной системы значен! 0, 4, 2, ...№—1. 
Пусть @5(1) будеть тот изъ пеприводимыхь множитолей фунюши @ (4), 


который иметь корень &. 


Имфеть мВото тождество 6'(#) -=0. Это тождество будетъ буквон- 
пымъ, если предположать корни я; независихыми неремяными. Тажъ хакъ 


буквенное тождество ке нарушается при возхъ подстановкахь перемзи- 
ныхъ, то мы получим. лождество 


в) 0, 


тдз 1 пробъгаеть вю систему чисель 0, Т, 2, М1, 

Итавъ, ноприводимый миожичель @(4) долженъ заключать всВ раз- 
личные между собой М корней фунищи ©(\), т. е. @1(1) долженъ сов- 
цадель съ 04) и, сявдовательно, 6'() = 0 неприводимо. 


$13. 


Покажемьъ прежде всего, что корни задапнато уравнешя ал, 2, ... 2 
выражаются ращонально черезъ ЕЁ въ тажомь омыелЬ, что корень 2х есть 
ралбодальнея функщя оть Ё, козффищепты которой принадлежаль нолю 
(р, В. 


Разсмотримъ слфдующихь М линейныхь уравнешй 
0 2х, а... 9, 


тд вумма У распроетраняется на всз значешя 0, 1,.,. М—1 показа- 
теля й. Коэффищелты А» подлежать опредълешя изъ № уравненй пер- 
вой степени, воторыя получалотся изъ уравнения (1), если похъ 41, 4., 
разумВть ве возможныя перем щеня чидексовь 1, 2,...п. 

Ршимъ при помощи опредвличелей систему У Травненй еъ М не- 
извЪотными Ах и покажемъ, что этп нензвфоткыя окажутея элементами 
поля В{р, 1). 

Мы получаемъ, очевихно, 


94, =А,, 


тд ® воть опрехвлитель 


Въ этомъ опредфлителв горизоптали получаются изъ первой при по- 
мощи полотановокь корней ах. . 

ОпнрехВлитель же А, получается изъ © замблюй Л-ой колонны ко- 
лонной корней 2;,. Такъ какъ при воякой подотановюз корней ; горизоя- 
чали въ @ и А, перемъщаются одинаково, то будуть симметрическими 
фунишяыи оть коряей а два выраженя 6? и 04, Отеюда окажется 
еамметрической фуцешей огь корней ж; козффащенть 


&9 


А» 
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Подставляя полученныя выражешя коэффишентовь А» въ равенство 
(1) и прикняя это равенство къ первоначальному расположению индек- 
с0въ 1, 2,...1, получемь 
2, — А, 


в. волю корень =, рашонально выражается черезъ Ё въ пол #(р, #. 


$14. 


Если х; будуть корнями численнаго уравненя, то функщя @() $ И 
можеть сдълатася приводимой. Мы покажемъ, что, если обозначить черезъ 
9(1) непряводимой въ ®(р, #) множатель фуньщи Сл), то степень урав- 
нешя 9(1) ==0 будеть равна порядку группы ба]о. Уравнен!е 9(1) =0 
называется резолъвентой Са{оз. Тогда будеть очевидно, что для уравне- 
тя безъ аффевта, резольвента @а40]5 обращвется.въ уравнене @(1) =0. 

Пусть резольвента (1) тотъ неприводимый множитель функщи 99), 
который ныфеть корень #. Тождество 9()==0 уховхетворяетея тажимъ 
образомъ: первая часть есть функщя ратлональная отъ $ из. ВоЁ ко- 
эффишенты при степеняхъ & въ числятолЬ должны уничтожаться на, осно- 
ваши соотношешй между корнями :. Итажь, разоматривая въ равеногв». 
9 =0 величииы # кажъ произвохьныя постоянния, мы можемъ къ нему 
примвнить любую подстановку 8; корней х., взятую изъ группы @]015. 
Пусть подстановка 8; обращает Е въ &, значить, получимь ловое спра- 
ведливое равенство 9(9} ==0. Иламь, подетановки группы 61018 можно 
характеризовать какъ тавя, которыя перевохягь одинъ корень Е резоль- 
венты въ другой. Но быть межоть танимъ образомъ не исчерпываются 
вс корни # резольвенты. Для довавачельства, обратнаго -покажемъ, что 
переходъ отъ Ё ко всякому другому корню &® резольвенты даеть подета- 
иовку корней изъ группы ба]015. Для этой цЪли возьмемь любое еоотно- 
шеше 
@) Пл, ь, ... а) == 


между корнями. Выражая кории черезъ &, получим 
ПО =0. 


Зяъеь П(&) есть пфлая фукющи оть Е съ коэффищениами изъ поля Я (р, }- 
Если уравиенио ТЕ) ухловлетворяеть олинъ корень # неприводимаго въ. 
пол$ (р, #) травневшя 9(и)==0, то ему колженъ удовлетворять тажже 
всянй другой корень &® того же уравнея 9(и) = 0 и мы имфемъ П(#®) 0. 
Другими словами, сооткошеше (1) между корнами не нарушается оть пох- 
становки (Е, &®) пореводащей Ё въ #. 


Такъ кажъ соотношене (1) выбрано произвольно, то подстановка, 
(:, ®) привадяежить трупп @а/0}5, что и требовалось дожазать. 
Резюмируя оказалноо, мы заибчаемъ, что группа @а]ю}з соетовтт 
изъ нодотановокь 
О, Е, (Е, #),... , 89-3), 


тд Р,... №0 суть веВ кории резожьвенты. 681015. 
$15. 


Теперь я перейду къ указанию способа развужденыя, который сво- 
дить числениую кеизифняемость, иепобредотвенио хъ разомотрфийю бук- 


венной пеизмВняемости. 
Для этой цфли покажемъ, что переходь отъ 


р, Ры--.. Ра, 
къ 


аа, в, РФ 


можеть быть воспроизведенъ подстановкой, буквъ &, оставляя 2: на м$- 
отахъ. Чтобы найти соотвтотвенную подотановку величинъ & булемт, 'раз- 
осуждать тек: обозначимъ черезъ 

зб, 

= (1 , 3, 21) 
подотановку (&, &) корней д. Производемъ въ выражение 2 ту же под- 
втановку о инжексовъ у величинъ й, оставляя корни х; на мфетахъ, тогха 
зыражеше № обратится въ в; вл --.. т. 6. в. 

Итакъ, переходь оть & къ & производителя ирн помощи обратной 

подетановки 5“! величилт, #. 


$16. 


Если подотановка с пробъгаеть группу 69015, то туже группу про- 
бъгаеть и обратная подстановка с—. Италъ, мы имфемъ право вифето 
подстановокь корней а; разематривать подстановки независимыхь пере- 
мВиныхь &. Вели мы не будемъ выходить изъ группы @ 10, то мы до- 
отитнемь полкаго свецешя теори численныхь уравнешй въ теори а5- 
таро’. 

Въ семомъ дёлЁ, всякое сооткошене 


Па, 12, а) 
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оелв подотановки вмфето 24 нхь выражешй через & обратитея въ 


(1) Е, Ь,... 0, 


хоторое должно быть яюзедеетволь относительно &, ибо эти величины 
суть незавиенныя перемфиныя. ` 

Конезно равенство (1) ие. будеть тождествомъ, вели сохралкть обоз- 
хачешя корпей 2;; во ого коэффишенты обратятся въ куль лиши, на 
осповаши воотношен, существующихя. между корпями чиеленкаго урав- 
неня. Поэтому я п сщазаль, что (1) ость тождество зтомико ‚относи-. 
энельно %. . . 

ели фушайя $(21, 2,...й.) ие измфияеть чпожониаго значешя 
при подотановкЪ ©, пр чемт видь свой опа измбиялеть ин обрацаетоя въ 
(т. 2, ...2,), 10 мы имбемъ равенетво 


2) фл, За, .. сти) == (я, де, `.. 


которое будетъ однимъ изъ существующихъ еоотношетй между кориями. 
Выразимъ теперь 2, черезъ &, тогда получимт, изъ равенства (2) другое 


(8) .ь,. ...В) 


Тавъ какь & суть независимыя перемВиныя, то 06$ функции 


ФИ, 


О - 


разематриваемыя какт, функши от & долл быть равны моледественно, 
принимая во вцимане, конечио, сущеетвующя между 2: сооношезня. 
Фупкщя 9“, &,...Ё) пе измфияеть, ехЪховотольно, своего вида от- 
носитольно & при подоталовкВ 5—1 этихь величии &. 


Для зовершензя нолнаго свехешя чиеленныхь уравнешй нь твори 
Таргапие’а необходимо доказать для численныхь уравнешй теорему, ана- 
логичную основной теорем теория онммотрическихь фузнецуй. 

Эта, теорема можеть быть формулируема тажь: 

Теорема. Фумоия © ото корней 2 съ кооффишеннами, изъ основно 
поля ©, ие люнлющаяся чиеленно туь ввъуо подотановкаль зрупты 
Фев, есть ветиита изъ полл (р). 

Пусть резольвенть @а105 9(и)==0 имфоть отепень у п пубть оя 


вории будуть Ё, Е. ",... 2-0, Вырёзпиъ фупкиио $ черезъ $ 


9) 


? 
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Не. основаши нвызмВалемостн фупкщыи > при воЪхь поцетановкахь 
труппы @а1015 получимь 


9 =Ф=...= Ф®-5), 


откуха 
9=1 169+ 9) + есь. 


Итакь, $ выражается симметрической функщей огь корней резоль- 
венты, значить, эть фупкищя ость олементъ поля 9(у,й. Съ другой 
стороны, ф не завлючасть перемфнныхь позависимыхь #, слёдовахельно, 
оны должна быть величиною изъ (р), что и требовалоеь доказаль. 


$18. 


Изь сказмиато вытекает справедливость слБдующихь теорехь ва- 
мато общаго вида, въ которыхь неизмВняемость функщй и нхъ принад- 
лезаюсть къ групи должна быть ионимасма въ томъ или другомъ смыслъ, 
судя по тому, какое уравнез!е разсматриваотея, буквениое пли чнеделное. 


Т. Подотановки изъ труппы (21015, ие лизнлющия (буквенто при бук- 
'5) ращопальной функдуи 
х оть корией, образують всетла ифкоторую группу Е. 


венныхъ уравиешяхь и чнеленио при чиелечих 


ф, принадлежащая группз Ё, являющейся пастоящиыъ 
(мепьшаго порядка) увлитолемь группы @ 1015, излюьнлется при нодота- 
повкахь группы (21015, ие входящихь въ соетавъ подгруппы И, пря чемь 
она получаеть повос значене (новый видъ при буквенпыхь уравнешяхь 
11 10806 чнолениов значен!е при чпеленныхь} при нодстановкахъ сопря- 
женной снотемы НУ и тольнб при ипхъ. 


П. Фуикща © 


0 Фуньшя, че мъилющанея огъ вефхь подетаповокь группы Сао, 
есть воличниа пзь 9(2). 

Т\. Чьело разлилиыхь значенй функщи ©, принямаемыхь пря везхъ 
подотановкахь группы Ошо, равио инлекоу 7 подтруиоы Н” о отноше- 
ипо къ група @а1018. 


У. Фушишя <, принадлежиицая груцив НН’ ицденеа }, есть корень, 


уравномя отонени 7 


ме. М, 


тдф коэффищенты М, принадлежать къ ®(5). 
УГ. Если фунещя` © пе мюияеяен при подотановкахь труциы Н дру- 


той фупющи 2, то она выражаетея рашонально въ поль 1) черозъ о. 
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УП. Еели двё фунящиы о и $ прикадлежаль къ одной трупшиВ, то 
каждая изъ нихь выражается ращонально черезъ другую. 
УШ. Если фунющя ® принадлежить къ подгруциВ А тгруипы Н дру- 
гой фунющи ©, то она веть корень алгебранческало уравлешя 


У... =0 


бтенени 2, равной икдехсу подгрупны К по отношенио къ труинв Е. 
причемъ коэффищенты Г; суть рашональныя въ полф 9{) фупещи отъ о. 


ГЛАВА ХУП. 


ЦальнфйцИя евойетва, резольвентъ. 
0 резольвентВ ба1013. 


$1. 


Въ предыдущей глаз мы дали. опреквлене понятя группы @а1015. 
Особенное значеше ихВоть группа 1018 въ зопрос$ объ алгебраическомь 
рёшени уравнен!. Оказываетел, что, если уравнене рышаетоя въ ради- 
калахъ, то его группь обладаеть особениилии свойствалиь и носптъ въ слу- 
чаф наличности этихь свойетвь назване зруины разрюяиимой. Разрыяв- 
мость труппы уравнения, ихи, лучше сказать, наличность тВхЪ св0йствз, 
по которыме труппу назывыютъ разрёшиною, являетея услощемъ необхо- 
димымь и хосталочнымь для возможноети олгебраическаго рёшешя урав- 
ей. Сущеегвующее среди но спещалистовь алгебры нфкоторое преду- 

`бЬьжденю против твори Са]о5 оеновано на ледоразумВни. За вею сто- 
лЬтнюю послф 21018 иегорно вопроса объ алгебранческомь рёшешия ураз- 
пенёН не было случая, чтобы рфшене уравневя въ радикалахь ие сопро- 
вождаловь ‘указыцемъ, соотвЫтетвующей уравненно, группы и обратно, 
чтобы знаше разрЪшимой труппы ве привохило въ полному рфиенно 
уразнешя. Ноэтому пзучеше групны (#8018 для элгебранческато ршеня 
уравневя является ис только творей, но и практическимт, пруемомь для 
провеленя до конца выкладки рышеня уравненя. 


Поставивь въ предыдущей глав задачу самымъ обшнмъ образомъ. 
повежемъ одназо далыеВйшес пзлежезе блнже къ обычной теорйи чиелеп- 
выхь уравнен, трактующей вопросъ ифеколько ужо. 
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Пусть коэффищеинты заланыаго уравнензя 


@) а” Нрий т ри р... 


суть опредпаенныя числа, принадлелосниия къ полю Я, которое мы ы будонь 
считать основнымъ. Числа, основного поля мы будемъ считать числами 13- 
въотнылив. 

Въ настоящей главЪ будетъь обращено 0ообоннов внимане на тот» 
важный фають, что груциь 621048 завиешать ‘оргажически отъ того моля, 
которое принято за основное. Воли поле изызняетея при помощи расси- 
`решя черезъ присоединене новыхь величинт, или же мы цереходииъ оть 
первоначальнаго поля къ его кфлитедлю, то группа уравношя мооюеть из- 
мфнаться, 

`'Еели для нЪвоторато поля группа (а}015 сведотся къ одной только 
тождеетвенной подотановев (сведетея въ ‘едвниц#), то Межно сказать, зто 
въ такоме поль задалийе уравненще роиаетоя втолиь. Въ самомъ` дл, 
въ отомь случаЪ каждый корень въ отдьльноета 


т. 


можеть считаться за функиро, но измёнающуюся оть везхЪ подотановокь 
трупия (810, ибо эта груш состойть изъ одной только хождеотвенной: 
лодотвжовки. Итавь, на, основаши теоремы $ 11 главы ХУГ корень; доя- 
женъ принадлежать въ нашему полю. Мы прехполагаемь, что при вея- 
хонъ изивиени поля коэффищенты р; заданиаго уравнешя въ нем на- 
ходятея. 
Изъ сказаннато олфдуеть основной прбуъ приложена теори баке 

иъ рышенио уравнений. .: 

7 Вея: задача состоить въ томь, чтобы приличнымъ- измзненемь поля 
‚придти овоичелельно зъ чажому полю, для котораго грулца (21018 обра- 
щаетел въ единицу; тогда, очевидию, уравнен!е окажется рыщеннымь. 


$3. 


Но дроотомь принзрв можно показать возможность такого расизире- 
я основного подя @, чтобы въ новомъ зол данное уравнене (1) $2 
ршаловь воли. Въ самом дл, соли мы ирвесодянимь 5 основному 
полю © вс корни 2:, 22, ...1, даннего уравнеша, то, очевидно, что въ 
полученномь такимь образомь расширенном поль 


@) .’ Обр, р, 


заханное уравнеме р®шается вполиф. Во хорни я; находятея въ этомъ 
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новомъ пол (1), припоминая же воглашеше $2 считать числа всякаго 
разоматриваенаго поля за извъотныя, мы можемъ оказать, что’ всё корни 
‘и окавывыотел извфолными эЪ новомь пол. 

Приведенныя соображешя могуть съ перваго взгляда повазатьея 
тримальными и казь бы игрой словъ; тВиъ не менфе въ этихъ соображе- 
шяхь лежать глубовй омыоль и влючъ во всей теори @алов. : 

Припоминая теорему $ 18 главы ХТУ, мы замфчаемъ, что охновуемек- 
ное присординене нфонольнихь алгебранческихь чисель 2; ж.,... т, 
равноснльно присоединению одного #, и можемъ сказать, что поле (1) 
еоть не что иное, каюъ 

85), 


ть Е веть Корень иЪкохораго неприводинаго- уравненя 


(2) 9®=0 
съ коэффищентами изъ похя.®. 


$4 


` Показжемъ весьма зажныя свойства, вопомогелельнаго уравненя (2) 
® =0 предыдущаго параграфа. 

Тажъ зазъ хорни 21, 2%2....2, буть ‘элементы поля (1) $'3, вото- 
рое есть не что иное кашь 92), то ворни 2; будуть рашональными функ- 
ями. оть & ” 

д; =), 2.=8,(,...2,=6,@) 


хозффищенты воъхь функый 9; принадлежать. въ основному полю ®. бъ 
другой стороны, величина Ё есть элементь поля (1). $ 3,. значить, 


Фан, 25, ..- 2), 


<) : 


тяБ Ф ращональная фуиющя оть а: оъ кооффищентами изъ поля @, Пря- 
поминая, вавъ мы въ $ 18 главы ХТУ указывали функию #, мы приденъ 
къ даяьнфйнивь весьма валетьть залебчаюаиь. Я повторю въ изеколько 
иныхъ выраженяхь соображеня`$ 18 главы УТУ. 

Фупкыя 921, 2, -..2) можеть быть взята созершенио произ- 
вольно лишь бы она мфнялась численно отъ вефхъ подотанововъ. корней. 
Такую функшю мы будемъ по прим$ру $ 7 тлавы ХУ называть’ функией- 
баз. Ташь мы равоматривали буквенную измЪняемость фунвии. Теперь 
придется убъжиться, что существують фулюши би]ов при численныхь 
уравневяхъ, т. е. ‘что существуеть такая функшя, чисдениыя значешя 
которой получаемыя при осльхь похотановкахь, ‘корней веь различны между 


собой. 
86 
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Въ $ 10 главы ХУТГ мы постронди лниейную функцию 


(2) в, ыы Е... Ьль 


отъ корней =; чивленнаго уравненя съ коэффиийенеями произвольными 
перемфинымн незавненмымы. Еоло всф корни а; различны, то фунвдёя {9) 
будеть уже фушацей 41015. Въ дальтфйщемь мм не желасмт, разематри- 
зать транскендентиыхь расииренй поля при помощи поремфитыхь &, а 
потому надо сообразить, нельзя ли выборомь чнеленныхь значенй & изъ 
поля Я достигнуть того, чтобы выражеше (2) оставалось. фуньшей 105 
также п при опредфленныхь чиеленныхъ значешяхь &. Прнлатая развуж- 
деня $ 17 главы ХТ\, замтимъ, что веетль можно задать дазее ращональ- 
ныя значеня коэффищентамь & чтобы выражено (2) было функшей бов. 

Едниствениое и вполнё сстествезное требоваме мы пакладываемъ 
на заданное уравнео, чтобы веЪ его кории были простые. 

Пуеь 
(8) БИМ, ... У 1.2.8...) 


будуть выраженшя нолучаемыя при вебхъ подстановкахь корней нзъ 


Е 


ен, 2, ... 2), 


тДЪ © воть фувкщя бо. 
Раземотримъ уравнеше 


= (и-- 9—8)... и Оу де де... 


въ воторомь вс коэффищенты. 4:, будучи симмотрическнии ушадяно 
корпей х‚, предотавляютъ изъ себя эдементы подя ©. 

Чеприводимая фуиющя 9(1), (ом. (2) 8 3) будегь, очевидно, дЪли- 
телемъ @(1), ибо 61) иметь свовмъ корнемь корень функц 9(и). 
'Итакь, мы видимъ, что корнями фувкыи 9(и) будуть ифкоторыз изъ вы- 
ражений (3). Пусть эти кории будуть 


Ба, ... 


Повторяя развужден!е $ 12 главы ХУ], кокажемъ, что грунте бо, 
веть не чапо иное каж 'руптыь подстамовокь 2, соотврлетвующияь пере- 


ходу от & в5 осталииня значенля Ё, 


ЕО, С, 4)... 


Уравнеше 9(1) =0, осуществляющее свокмн коряями груплу ба!0!5, 
носить назвае, какъ мы уже сказали; резольветль 1005. 
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Корни #, &,... &,-; резольвепты, будучи ращюнальшями фукющями 
оть корией 2;, суть элементы поля, (1) $ 3, или, что одно и тоже, поля 
9); итакъ, во корни резольвенты 621018 выражаются рацюнально терезъ 
одинъ изь нихъ & 


ЕЕБЬНы, БЕ, . 


=). 


Резюмируя вое оказанное, мы можемъ характеризовать резольвенту 
21015 такнмъ образомъ. 


Резольвента коз 91} == 0 для уравиешя }(х) =-0, не илмтьощато 
крапиныть корней, есть уравнеше изъ той эюе основной область ®, обла- 
деющее слодующилие свойотвазии: 


1) Веъь корни даниало уравиени }(х) = 0 выражаются раоналоно 
ерезъ одно изъ корней резольвентии 


2—0, 2-05, ... === 0, (9. 


2) Веъ морнь резольвеиты разональю выражаются черезь ве 
зорни задеииио уравненёя 


Е 


Фа, 22,1. Жь), В == (9, Я, .., ,), ... 


.-1 (1, 2, ... 2). 


3) Веь корни пезольвенты разйонально выриобоютел через одинз 


335 Нихъ 
Баны, .. 


Назвал:е резольвенны дано уравнению 9(1) =0 потому, что доста- 
точно знаню одного изъ корней & этого уравношл, чтобы вполиф рЬшить 
задвиное уравнеше {(2) =0. 


$5. 


Гезольвента 681013 сель хормельное (ем; $ 20 главы ХУ) уравнене, 
ибо воЪ ея корни выражаются ращонально через #. Этого можно было 
разу ожидать, ибо корень &, накъ фупкщя ао 5, принадлежить еди- 
ничиой групи, однинчная же групиа обть пормальный дфльтель всякой 
другой. 

Понятте о резольвонтв 81018 заълочаегь большой произволь, ибо 
все зависть отъ выбора функши @а0)8 Е=2(51, 6, ... #5). Еслн мы 
выбороемъ хругую функцию фо(#1, &2,...- №), то эта новая фупьшя бу- 
дули. энементомъ поля #2) будеть рашолальною фувищей отъ первова- 
чальной #. Такь что‘ пвовая фупкшя ==) окажется корнемъ новой 
резольвошеы 015 9(1)==0. Эта новая резольвента происходить из 
первоначальной ири помощи прообразовашя ч==8(2) Тзомгазлизел? а. 
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Пзажь, въ этой теор резольвенты '8]01з, накь уравнешя происхо— 
дяшия одно пзъ другого пря помощи преобразовашя Тзонноваязет’а, сча- 
таются одной трудности въ смысл$` ршешя. 

Выборъ резольвенты ие вмяеть на группу @а/015,.ибо соотвЪтетвен- 
лые корнн различиыхь резольвенть связаны между собой ращонально, а 
потому принадлежать одной и той же групп. 


$6. 


Взглянемъ на связь трупиы @4018 съ резольвовтой еше съ другой 
точки зрымя. 

Текъ какъ & = ®„&) веть корень уравненя у(и)==0, то мы полу- 
чим 0((8))=0, то есть, другими словами, уравноеше 9(е/н)) ==0 имфеть. 
общ ворель & съ неприводимымъ уравнешемъ 9(#) =0. На основан 
звойствъ пеприводиныхь уравноЙ мы вамёчаенъ, что и веяв другой 
корень & неприводимаго уравнены 9(и) = будеть удовлетворять уравне-. 
ную 9(е{н)) =0 н мы получаемь 


Этокё)} =0, 
т. е. о{&) есть танже корень уравнендл 9(и} == 0 
@(&) =, 
что’ ножио написать подроби5е такъ 
(1) «(0 (&)) = «и. 


Итакъ, если функия 1, в, ®;,...9,-, разематривать каюъ иф-- 
ъоторыя операдит, проязводимыя надъ аргументомъ, причемтъ прасовдинимъ- 
хь нимъ ещо операдйо 52) ==Е (одиничную операцно), то формула (1}: 
лоназываегь, что эти операций образуютъ груплу. Эта группа, конечно,. 
пзоморфиа съ грунпей ао. 


Транзитивныя группы и неприводимосзь. 
$7. 
Пусть задапное уравнене /(2) == 0 степени ® лериводимо въ поль @ в 
зуеть (2) нботорый пеприводамый въ полз ® множитель функщи (=) - 


ТРусть степень /(2) есть т, ть ти. 
Обозначимь корни множителя /1(=) черезъ 


(0) 1, 22, Мы» 
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& черсзъ 
{2) Жить анна, <. о бы 


зэетальные корни уравнешя /(2) =0. 

Обознаяниь черезь 2’ одинъ изъ корней (1), & черевъ 5’ одинъ изъ. 
корней (2). 

Мы имВемь тождество 


{3). Вы) ==0. 

Предположимь, что группа Сао заданнато уравнешя {(52) == @ жран- 
„зитионая (вм. 8 87 глава У), тогка холжиа въ групиЪ быть по крайней 
мВрВ одна подетановка У, переводящая корень 2’ въ 2”. 

Такъ какъ подстановия грулиы (1015 прилагаются во всякому соот- 
‘нощенао межяу корнями. Прилахая Х къ соотношению (3), получимъ 


р) =0, 


‘что противорвчить предположению. Итакъ мы приходимъ кь теорем. 
Если уравнене неприводимо, то езо зрупна транзитивна, въ глучень 
ое приводимости зрупта должна быть итуранзитивна, 
Докажемь теперь теорему обратную. Пусть группа, уравненуя интран- 
зативне, причемь пусть она перемфщаетъ можду собой только норни (1), 
-тогдо фунешя 


} 


ие мБпяется при вофхъ подотановкахь труппы Са]о15, значить, коэффи- 
щенты /:(2) принадлежал полю 4 (ом. $ 15 главы ХУ). Итакъ /1(%) оказы- 
вается множителемъ въ полё ® функиш-/() и уравнеше /(2)==0 при- 
зодимо. Получается окончательная‘ теорема. 

Увломемь необлодилиьмь чь достаточнымь для приевдимости иль 


1) = —=)а—м)... @— 


зеприводимовпиь уравнешя: явллется интранаипивность чили тпранаитив- 
зюсть ею зрутлии. 


Примитивныя группы и уравненя. 


$8. 


Въ 8 38 главы У мы. дали поняте объ импримитиевноетиь группы. 
Поважемъ теперь, навими свойствами обладаетъ, уравнен!е, когла оно имфетъ 
‘импрнмитивную труппу 021015. 

Для большей ясности будёмь параллельно разсматривать три моня- 
я: 1) иЬвоторое ураенеше {() = 0 ‘съ коэффишщентами изъ поля ®, не 
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имфющее вратныхь кориой, 2) вто ддуиту быою, 3) поле В(а}, обраво- 
ванное огь привоедипеня къ полю @ корня « уравиешя (4) =0. 

Что тавое мы понимаемъ поль пмпримитивностью или, обратно, пря- 
мнтивноетыю труппы, было сказанно въ $ 38 главы \. 

Мы будемь лазываль иеприводимое въ полё © уравиене /{(5)=0 
илрилииниеньгиь, воли оно дФлаетея ириводнмымъ и раскладывается на 
ифеколько мпожителей 


Иа) == Н(®ГКа) о. (9) 


въ расширенномь полз (<), тдВ всВ множители /(2) одной и зной эее 
степени, & т есть корень ифкотораго травпеня 


9(2) =0 


степени > еъ когффишентамн изъ ©, 
Такъ кавъ число в должно быть дЪлителемь отелени и, то влифи- 


звивненыль можсетев бъйть зполько уравнене составной степени. 


Пели невовможно сведене рышеня ненриводимаго уравнешя (2) ==0, 
на рёшене ряда уравненН 5(2) = 0 и 


В) =0, 8) =0,... 1 =0 


такого рода, казъ было эыше сказано, то уравнеше /(х)==0 носить па- 
звал иримииниюнаю. Очевидно, что асльое уравнене простой степени 
примитивное. 


$3. 


Введемъ теперь понят объ имприлиитйвновсти поля (а) ‚ получае- 
маго оть присоединещя въ полю © корня уравненя 


(1) Из) — 
неприводимаго въ полё ®. 
Пусть корпи уравкеня (1) будуть 


1, ,, в, бы. 
Раземотрим поля 


®) 2, Эа), Че... ыь о). 


Поля (2) имфоть общамь квлителемь @, основное поле, и называ- 
тел полями, сопряюбнаинаиь съ полемъ 9 


сли уравноше (1) нормальгое (ем. $ 20 главы ХУ), 10 ве поля 
(2) тождбетвенны межлу соб 
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Можеть существовать случай промежуточный, ‚хосда общихмь наиболь- 
шимъ дВлителемь полей (2} будетъ поле 


8) (8), 
тдё В не заключается въ пол 9. 

Въ случав пормальнаго уравнешя поле {3} совпадаеть съ казждыхмь 
ивь позей (2). 

Будемъ разоматриваль элементы поля @(«); этн элементы суть, оче- 


зидно, ращональныя фунюши $). 
Будемъ называль сопрлоеениылее величинами элемента, $(х} числа, 


(6 3@), 4), 99)... ег. 


Вели числа (4) веъ различиы мерюду собой, то мы бухемъ называть 
злементь $(=) поля @(®) фуемианионыме олемоняиомз поля (а). 

Если ореди чисель (4) существують равпыя, то элемевть (=) ноентт. 
вазваня илирилинпиенсяо. 

Такъ, напримвръ, если вов сопряженныя зваченя (4) одинаковы, то 
злементь %() ебть элементь позя Я, ибо. въ этомъ`елуча 


ча + 


а) +... + 9-1). 


Итахъ, во воякомь лол 9(а) вуществують импремитивные элементы 
изъ поли ®. 

Есль иролиь олвмеитовь поля @ поле 9(а)` ие ‘илльють дуть им- 
примитивныев олезннитовь, то золе называется примитивныме. 

Обретию, поле (<) будеть чутрилиитивиниь при наличности въ 
немь изприлитиетыть элементове В, ие заключеоциихся въ поль 9. 


$ 10. 


Покажем, что три данныя нами опредфлешя ныпримитивности: группы, 
уравнешя и поля. совершенно тождественны между собой. 

Начнемъ съ соноставленя пони я объ нипримативности уравнепя 
и его группы Сао. 

сли группа уравнешя А2) =0 импримитивна, то, какъ мы вилла 
въ $ 88 главы У, ве и корней уравнеюмя {=)-=0 могуть быть раепо- 
ложены въ прямую матрицу 


Аа, 1, ба 


о ВВ, В, В 


Я, ва, аль 
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состоящую изъ $ торизонталей (я =$). Каждая изъ этихь горизонталей 
состоять изъ ворней, образующихь систему выпримитивкооти. 


Возьмемъ сниметрическую фупюпно $2, #1:...2,-1) такую, чтобы 
значетшя 


Ч, 1%) 


В, в, -.- Ва) 


уе, м... 


вов была различны между собой. 


Чтобы видфть возможность сказаичаго, возьмемт, напримвръ, за, вы- 
раженя (2} слБлующя 


Фе, д) (а)... (— 91) 
1—Ва-№).. (В) 


8) Е В) = 


9, (9—5)... @ -5--0 


достаточно вуЪото Ё подобрать тажое разпональное зналеню, чтобы воЪ 
величины (3) были различны между собой; 


Раземотримь функиио 


(4) | +=@—Иа-и)... @—и-у, 


тдЪ ч перемнная независимая, 


Тамь жакъ по евойству импримитивиости группа перем щаеть только 
хорни отдВльныхь снотсмъ импримитивяости и кромз того леремфщаеть 
между с060й самыя сиетемы, то вс$ кооффищелты функщи Ф(л) не мфня- 
зотея и, значить, фунещя $() прикадлежить полю 9. 


Величины (2) оказываются корнями уравненя 


(5) 2) 0 
отопени $, 

Нетрудно видфть, что уравнен!е (5) неприводимое, ибо, вехздотне 
прехпозатасмой трацзияиевносяи грувлы (81015, корень а можеть пере- 
холить въ любой изъ корией В,,...‹, сядовательно, енотема А должна 
переходить въ любую изъ слВдующихь В, ...5, 10 веть, корни у, У, Ук 
церемзщалютея тпранзитиено. 
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Очевидно, что, если мы обозначимъ черезь ® произвольную свыме- 
тричеекую фунюцио корней а, @:, #., ...4,—:, То разематривая пфлую 


функцию ^ 
9-1 
„+ 1 
1 


[ 


у 


9—- 


съ коэффишентами изъ © ио способу, уже нзеколько разь нами примё- 
пявшемуся, мы покажемъ, что ® выражается рашонально через у. 
Мы можемъ написать 


(6) фа, д =Уа, 9), 
что будегь выражать то обстоятельство, что коэффищенты (9, А), бу- 
дучи ониметрическими функщями оть @, @:, ...е,_, выражелотся рало- 


нально черезъ у. 
Мы иолучаемъ 


(7) Иж) =, У, Ур... 98, И - 


Итакъ, мы виднмъ, что уравнеше /(х)=0 оказалось импримитивнымь 
зъ указанномъ выше смыел’ слова. 

Данныя чамиь опредъденя импримитивновти зрупты и уравненя 
друзз Орузу соочпвъьтетвують. у 

Покажемт, что уравнеше чл, у) ==0 хеприводимо въ полв 9(у). 

Корин уравненя $(1, у) ==0, вуть (вм. (3)) а, а, ... аа. 

Допустимь приводимость уравкещя н пусть $.(л, у) будеть тотъ не. 
приводимый множитель, который имзеть корепь «. 

Лоли мы въ воотноменио 


ие, у) =0 
примфпимъ вов подетановки группы ба1015 и примемъ во винмале, что у 
симметрическая функця отъ корней @, а:,... 9-1, ТО Лолучимь 

Ч, у)=0, 
тд® велфдетые транзитивности груклы @а]015 $ можеть принимать вов 
значеня 0, 1,2,... т— 1, олфловательно, $, совпадаеть съ Ф и непри- 


воднмооть уравненя Ф(л, у} =0 доказана. 


$1. 


Теперь остается показать, что полые о нмпримитивности группы п 
поля другь другу соотвьтетвуютъ. 
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Равемотрихь сопряженныя велячины 
(0 13), Чел) › 9 (аз). Чен) 


элемента $(а) пон 8 (а). 
Очевидно, что величина +(а} естё корень уравнешя 


2) {#— 4)... @—9(@»-1)) == В) =0, 
молучаемаго отъ преобразованя Тзсврпрадзет”а, 
142), 


примфненнато къ заданному неприводямому уравиенпо 
(3) ` =) =0, 


хорни которахо суть а, в, 0%, -.- @,-ь. 

Посмотримъ, что можно сказать о приводимости уравнешя (2). 

Пусть уравнене {2} булеть приводимымъ и пусть $(4) будеть неири- 
воднмый множитель фуикщи 2), у которато предположнить равным @ди- 
вищВ старинй коэффищентъ. 

Очевидно, что уравнеше чё) =0 удовлетворяется по крайной МЪрь 
для одной изъ величинъ (1). 

Пуеть, назрим®рь, 

(а) =0, 


тогда уравнеше $(4(2)) =0 пуфетъ одияъ оби корень я въ уравнещемтъ. 
{®)=0. Волфдот 6 неприводимости уравивны /(2) ==0 воЪ его корни. 
должны обращаль въ нуль функцию $(%(х)) и мы получаемъ 


Фо) =0, Фе) 0, и) =0, ... (И) = 


Ф@сли вов величикы (1) различны между собой, то $(1) совпадаеть съ. 
Р(9 и уравнене (2) неприводимо. 

Пусть Ф(а) будеть имирилиипиеный эдементь подя (<), тогда, среди 
зеличинъ существують одываковыя. Пусть различныя между собой изъ 
этихь величинъ будуть 


(5) И (аа), ф= (ав), =) 


овтальныя величины пусть совпаденогь 0ь одною изь величинь (5). 

На основан (4) корнями поприводимаго множителя $(#) должны быть 
зов величины (5} и каждая, очевидно, по одному разу, ибо $(#) какъ функ- 
щя ноприводимая ке можеть имЪть кралныхь корией. 
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Итак 
0 =(—)6—%)...@-—%). 


Велюй другой неприводимый мложитель фукищи 24) должелъ сов- 
падвяь съ 2(й, ибо опъ долженъ имЪть кориемъ по крайней мёрз ‘одиу 
изъ величияь (5). 

Утажь, мы получасзть 

КА = 0, 
ТД Н=зи, 
$12. 


Резюмируя сказанное въ $ 11, мы замфчаемъ, что вов корни урав- 
нешя (2) ==0 можно будеть равположить въ $ систем 


А › б1, 2... 
Выв, в, №, ... 

(1) 
ЯЗ, ры, нь 


по отношению въ импримитавному элементу №() ноля 9(“). 
Системы (1) взяты такъ, что 


ини =.. = 96.) 


= =Ф@0 =... 


496) =) = $6,5), 


причемь величнны (2) суть корки уравнемя 


29 =0 
неприводимато въ полЪ 9. 

Нетрудно убздиться, что группа @о уравиешя /(=) =0 имприми- 
тивна, то есть, не отдВляеть корней каждой наъ системь 4, В,...5, а 
каждая подотановка этой группы перемфщаеть лишь корни вкутри каждой 
изъ системь и поребтазляеть сами снетемы. 

Допустимъ обратное, что нзкоторая подотановко В труппы (@а1018 
распредВляетъь корни одной системы по разнымъ снстемамт. Пусть эта 
подотановка пероводлаъ корень а въ В, а корень <; въ э. 

Пранфняя подстановну 5 къ соотпошенио 


(а) =) 


между корнями заданнаго уравиешя, получим 
3® =0, 


что невозможно, ибо мы предполатаемъ величины ф, и %, различными 
между вобой. 

Итавъ, мы приходимь къ теорем$. 

Импримитивное поле (а) имъеть члирилмилтненую зрупту. 


$ 18. 


Остается убЪдиться въ справодльвости предложещя обратиаго, а’ 
яменно, что импримитивная группа соотвфтотвуеть импримитивному полю. 

Для этой цфли достаточно показать, что поле 92) будеть имёть 
имиримитивиые элементы, не зходяние въ составь ®. Другими словами, 
достаточно указать элементт, поля Я) удовлетворяющий неириводимому 
въ 0 уравнение, стопень котораго не равна еднницв и есть настолиий 
яфлитель чиела, п. , 

ели группа импримитивна, то имфють мВото соображения $ 10. По- 
хажемъ, что величина у. есть какъ разъ такой нмпримнтивиый элементъ 
поля (а), для этой ифли достаточно убфдиться что функшя у, будучи 
функией а, 91, аз, ...9,-1, @бть въ тоже время рацоналеная фунншя 
зполько. оть однозо тория &. 

Раземотримь уразнеше (ом: $ 10) 


а, = 
Величины 
Ча, 3), а, 9)... а, и) 


отличны оть нуля,‘ ибо равенотво $(а, у) =0 показывало бы, что « веть 

корень уралненя %(2, и})==0, корни которало вуть В, В, ... В. Это 

невозмонно, ибо а иб совпадеть ни съ однимъ изъ корней В. 
Итакъ, уразнене у 

(1) а, и =0, 


дв в величина неизвфотная икзеть одипь только облый корень ус 
уравненемь (4) $ 10 
(2) $(и) = 


Утакь, общий наибольший авлитоль функши Ф(а., м) и (м) будеть 
«— у. Такъ какъ кахождеще общаго дёлителя при помоши алгориема 
Эвклида сопровождается только рашональными выклалками, то у выра- 
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зитея решонально черезъ «, что и требовалось доказать. Итажь, обратная 
теорема, оказывается снраведливой. Ес можно формулировать такъ. 
Прилоуиетое поле заръеть примцтивную зрупну. 


$14. 


Докажемъ слздующую въ выпей степени важную для дальтЬйщато 
теорему. 

Теорема. Транзитиеная зрумта илтета отличиато оть единицы ин- 
зпраизитивноло пормальиио дтьтителл зволько въ зтомь случает, всль она 
илиримилнинаы. . 

Пусть трапзитивиая группа @ ныЪеть интрелзитивнаго нормальнато, 
дфлителя Н и пусть одна изъ системь интранзитивности группы Н будоть 


Ав, м, ...%-ь, 


прнчемь элементы этой системы связалы между собой транзытивно. 
ЗВелвдегые транзитивноети заданной группы @ въ кей должна, суще- 

ствовать полотановка ©, переводящая элементь о въ произвольный эле- 

менть В. Пусть подстановка 5 переводнтъ элементы системы А въ новые 


ВВ, Ъ, В. 


Очевидно, что должно пронзойти одно изъ двух, или системы Ан В 
совпалаютъ, или он не имзютъ общихь элементовъ. Въ самомъ длз, 
группа Н есть нормальный дфлитель группы @', сяфдовалельно, 9—Н8=Н. 

`и значить элементы В будуть тавже перемфщалься между собой подобно 
злементамь «. Если сущеявують въ двухъ онстемахь Аи В обще эле- 
менты, то 06% снстемы должны совпадоть. Въ самомъ дфлф, допустивъ, 
что. въ системВ В сущестлують элементы какъ изъ снотемы А тавь и 
новые, мы приходимъ къ невозможному заключено, что элементы системы 
А могуть переходить въ элемедты, не входящфе въ составъ системы А. 

Групла @ оказывается, дЪйствительно, импримитавною, причемь си- 
стемы интранзитивность А, В,... зрутиы Н лвляютея вивстемами 
имирилиитивиостии зрупть 6’. 


Группа резольвенты. 
$ 15. 


Мы сказали уже, что группа уравненйя зависать от основного поля 
9, теперь мы будемъ заниматься вопросомъ о томъ, вазь изывняетея 
труппа уравневя отъ присоедивеня къ полю ® новыхъ злементовъ. 
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Присоединииь къ оеповному полю @ ифкоторую функдйо (2, 2», ...2н}, 
принадлежащую ль полтруии8 Я труппы 81015 зоданиаго уравнешя ° 

Бели положено въ основу разоуиленй квкоторое поле ©, то вго 
элементы и только эти элементы новятъ иазваше речональныхе оеличинт, 
всякая величина, ие заключающаяся въ пол ©, будегь танъ называемой 
иррашонвальностью. * 

Поляме объ пррашональностн сеть, каюъ мы видимъ, понаяте отио- 
сительнов и зависнть отъ основного. поля. 

Фупкця- (21, 22,...2н) являехоя ирращопальностью, бо, прилад- 
лежа къ подгруцп грузы уравненя, опа ке можеть зажлючаться ВЪ 
полз 8. 

Нррашончальность, похобную . фунамн о, продетавллющую изъ вебя 
радюнальную фуякдио отъ корней заданнаго уравнешя сз козффиариеителии, 
изъ @ мы будемь называть натуральною иррашональностью. Мы будемъ 
зазывать побочною прраонажьностью волкую ирращопальность другого 
рода. Такъ, наприм8ръ, побочными ирращюнальновтями будуть корни хру- 
‚тихъ уравиен!4, ле выражаюлуеся ралуонально черезь корни заженнато, а 
также мы будомтъ побочною пррашональноетыю называть решональную 
фунецио отъ корней заданнаго уравненя, въ коэффищенты которой вхо- 
дять побочныя пррыбональноста. 


$ 186. 


Посмотрим, что произойдеть ст, трупиой уравнештя оть пригоедине- 
ня ‘натуральной ирращопальности (21, 22,...%), принадлежащей точно 
хь подтрул Н. 


Поважемъ прежде всего, что 05 новоме поль ® $) заданное уравиенв 
будете имтать НГ в качеств зрумтия бов. 


Мы ямЪемъ соотношен можду корлями 2;, 25, . 
уравиовя въ иовомъ полЪ 


„ Задамиато 


{1) (1, 25, ... 9) ==й, 


тдф & величипь изъ новаго поля. 


Очевидно, что соотношене (1) нарушается охъ всякой подетановии, 
ие принадлежащей труппф Н ; ибо фупищя © численно м3няетея. Зпачить; 
при новомь полз изъ групцы 0018 должны ‘быть откилияы во подета- 
новки, не входяиия въ составь Н. Покежемъ тепорь, что групна Сао, 
воотвтотвующая новому полю будеть кажь разъ Б. Для этой ифли нахо 
Убъдитьел, что всякая подоталовка изъ Е не нарушавть вофху, соотно- 
шей между корнями еъ зоэффищонтами изъ поваго поля, 
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Пуеть выписаны вов возможных соофпошешя между корнями, какъ 
зеленая 
(2) и=0 


1. в. имыюцун коэффиенхами числа осповного поля ®, танъ нп +овыя 
(8) 0, 0, ... 


1. е. имзюлыя коэффищентами олемекты цовато поля 9(}. 

Разомотримь одно изъ новыхъ соотнощенй {3) 
(4) х мы .. 2. =0, 
въ которомъ возффищелты Ф суть рацональныя фунвци оть © съ ко5ф. 
фищентами изъ @. Замняя коэффишенты Ф нхъ выращенямь чбрезъ 
2,2, ...2» обралимь соотношеше (4) въ одно изъ {2). Это соотпоше- 
ве не нарушается отъ каждой подстановки группы Н, ибо эта подота- 
иовка есть въ тоже время одна изъ похотановокь группы @а]015 дажнаго 
уравненя. Кром того подетановка Ы не мФняеть, очевидно, численной 
величины коэффищентовь Ф, етЪдовательно, соотношене (4) разсмайри- 
ваемое кавъ соотношея!е вида (3), т. е. при побтоянныхь Ф ке будеть 
тоже. нарушатьея. Сл»довалельно, группа Я бухеть труциой Сэ для 
новаго поля. ` 


$ 17. 
.Функшя > будеть корнемф нфкотораго уравненя 


(1) РФ =0 


стедени 2, равной индексу группы 2 по отношению въ первоначальной 
труп Сао. , . 

При рыпеши уравненй 4-ой отенени въ глав Х\ мы вядЪди` пользу 
похобныхь уравненй (1), поэтому естественно, что уравнены, воторымъ 
удовлетворяють натуральныя иррашубнальности, носятъ назвалёс резольвение, 
то веть уравиенй: помогающихь пра рёшони задамнаго. 

Напомним иввфетныя уже намь свойства резольвенты (1). 

1) Коэффищеаты уравненя (1) суть элементы поля ©. 

2) Вев корни ф, 9, ®,...9-: уравнешя (1) различны. 

8} о обращается въ при помощи подстановки вет солряженной 
опетемы Ё;. ° 

4) Если группа. @, соохвфтотвующия первоначальному полю, разла- 
‘тавтся такъ 


а=н- Ив, + НЫ. +, 0-4 На, 


то веб корни $, $1, 92, ... ра принадлежеть уруппомь 


Н, 5—8, 6. Н5,, ... баб, ,. 


Въ заклочене покажемь, что уравнен (1) пеприводимо эъ пол 
@. Допустимь обратное, а именно, хо 


9 =ЕдРЫА. 


Пусть РИ тоть неприводнмый въ ® множитель, который имфеть 
корень ©, тогда. 
{2) 9) = 


будеть соотношене между коркямн 21, х.,...2, съ коэффишентами 
изъ О, значить, мъ этому соотношенио примфчимы во подотановки перзо- 
начальной группы 6. Примвняя въ (2) по одной подотановев наь каждой 
сопряженной спогемы Н8,, получимь 


Ри) =0, Ре) 


... Ра} 


то веть, ИК) вмзетъ вс корни фунюши Ё, а, таюь какъ эти корни раз- 
личны, 10 Р4(0 = ЕВ и уравнеше (1) кепряволимо. 


$ 18. 
„Найдемь теперь зрупту Фа юз дли резольвентия 
р =0. 
Другими словалиг, намъ пало указать подстановии велпчинь (корней) 


$, Фи, -.. Я: 


ие нарушаюнуя зояхаго сумеотвующаго между этими величинами соозно- 
шешя 

[ео Ув. ан 
тдв У принадложить въ 9. 

Выражая ‘сооткошене (1) черезъ 21, 2, ...х,, получимь еоотно- 
шее, къ которому примфиимы вс подотановкя @: Значить, мы прихо- 
дьмъ къ такой теорем. 

Группа © резоливенты Е(@) = 0 состомту изъ лодетиновонь ел норией 


Ф, фа, фа» Фа, 


зоторыл получаютсл, ель произвести надъ корнями первономалинаю 
уравнейя 21, 2, ...2ь въ подотановыи зрунты 6} этою уравненяя. 


Разомотримъ групы 


Н. 6-88, 8—8, ...8 


къ которымъ принадлежать кории 


(0) $, Фи, Фа, + 1. 
револьвенты. 
Общее пересёчеше А этихь грушшь аеть: 1) нормальный дфлитель 
(ем. $ 46 главы У) группы б', 2) сововупвоеть зиьть и только зитьзь пох- 
сталовонт, при которыхь не измвияются во воличины (1). - 
Расположимь групну © на сопряженныя системы по подгрунп® В, 
тохха получамь | 
@=8+ ВТ, + ВТ, +... ВТ. 


Группа баз для уравнешя Ё(1) =0 имфеть, очевинно, порядокъ 4 
и вобтоить изЪ тфхъ подотановомь, которыя производятся въ величинах, 
{Е} при яоможи подотановокь 


1, 2, 4,...1 


КОРНЕЙ 21, Жа, -.. 2. . 
Эта группа носить назван!е НМемовонио доролнешя пормальнаго 
дълителя А. Мы будемъ её обозначаль знакомъ дленя грувпъ 


8 или @:8. 


$19. 


Начнемь со сручал, хогла груша Е сводихея къ едянрщь. Тогдь 
трупив резольвенты булеть @:1=0@.. 

Есаи ны присоединямь къ © веб корни ®, Ф;,... 1 резольвенты, 
то группа уравнешя холжна попизиться до ‘той, которая оставляеть безь 
изыфиешя вов эти корни (каждый въ отдьльноети); но В =1, ехлова- 
хелько, присоединене вохь корней резольвенты сводить группу на, еди- 
нилу и заханное уравнеше оказывается ршенныиъ. 

Тавя резольвенты {В -=1) будемъ называть иомеылии, подчеркявая 
этимъ паззашомъ ту мысль, что ршее заданнего уравнешя равносильно 
рашенио такой полной резольвентьг. 

Такъ какъ групиой полной резольвенты являетея группа @' задан- 


наго уравнены, то съ точки зрфыёя твори Сай915 рышене обоихъ ураз- 
87 
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ненй является задачей одинаковой трудносхи. Хотя степени заданнаго 
уравненя и полной резольвенты могуть быть различны. но имь соотв%т- 
ствуеть ть же самая группа. Отсюда вытбваетъ, что раземотране полныхь 
резольвенть не подвигаеть залачу рёшешя уравневя, ибо сводить эту 
задачу на задачу ей равносильную. 


$ 20. 


Мы будемь пазывель розольвенту часхною, вели труппа В не ©во- 
дитоя къ одиницф. Въ этомь ‘случёь проноходить понижене порядка 
труппы уравненя съ одкой сторокы, & съ другой стороны достигается та 
выгода, что группа’ @:В резольвенты таже ивие группы @ нервоначаль- 
наго уравнемя. 

Мы замчаемь, слёдовательно, что орновремениое пригоединене 
корней частной резольвенты равносильно присоединению одной фуннши ® 
прниздлежалцей трунпё В. Мы видёли уже, что группа А есть нормаль- 
ный дфлитель труппы @ и,вначить, « будеть корнемь нормальнато урав. 
неня, т. . такого, у котораго вов корни выражаются ралйонально черезъ 
‘одинъ. Итажь, оть привоединеня корня ® нфвотораго нормальнаго урав- 
нешя получается полное рфшен!е разематриваемой частной резольвенть. 
Посл рёшевя частной розольвенты и ирисоединеня воёхъ ея корней 
группа заданнаго уравнен!Я понижается до В. 


Задача, дфлается горазко проще, если А будеть совпадать съ М, 
тавь что подгруяла Н сама будеть нориальнымь дфлителемъ группы 
уравненя, Въ этомъь случа частная резольвента будеть уже сама, нор- 
мальнымь уравнешемь и происходить поннженще порядка груииы оть ири- 
соединен!я одного изъ ея ворней. 


$ 22. 


Вудемъ называль уравнеше ироситызиь, когда ого група. проогая и 
составнивиь, котка, ето группа. составная (см. $ 47 главы У). Очевидно, что 
простое уравиеше. можехь имть только полныя резольвенты, нбо пробтыя 
трудны ие нмфютъ отличиыхь оть единицы нормальныхь дэлителей. Олф- 
„ховательно, кельзя добтягнуть понижещя труипы, вая бы ни присоеди- 
зять натуральныя ирращональноети. 

ели мы возьмемь буквенное уравнене столени выше 4-0, то посл 
присоехинешя зкажоперемвнной фуикши трупиа, сводится па знакойером: 
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мую. Велрдогые хокаванной нами проетотм знакоперем$ кной груши раз- 
омотрфие резольвенть не можеть принести пользы. 


Докажемжь теперь одну. теорему относительно группы НЫФега, кото 
ая понадобится въ деальнёйшемъ изложен. 

Вудомь называть нормальный дФлитель Н группы @ наибольииль, 
«асли не существуеть другого нормальнаго дфлителя ® захлючающаго РГ. 

Возможно сушесгвовае у труппы С нфехолькихь различныхь между 
«<обой наибольшихь нормальныхь дёлителен. 

Тебрема. Желе Н веть наибольший нормальный дълитель группы О, 
лю НЫЧе“овекая зруута @:Н простая. 

НЧеговевую труниу можно разематривать, какъ труппу подотано- 
зокъ сопряженкыхь сиотемъ 


41) н, Н8,, Иб,, ... НЯ, 
ироисходящихь оть умножешя оправа чё подстановки Т групны 6 
НТ, НЯ, НТ, ... НТ. 


Можно еше иначе резсуждать, если установить поняйе о хомпомёии 
частей групиы @. 

Пусть М в 33 двБ сововунноети ‘элементовь труплы @. Не предпо- 
лагая совокупности % и % иепремнио подгрупнами, мы можемъ назвать 
ахъ частями групы 6. 

Обозначимъ символомь 

ес 
«вовокупкоеть выраженй 
АВ, 


ждВ элементь А пробзгаеть часть 5(, а эдемекть В. часть В. 

Очевидно, что совокупность 98 будеть новою частью группы, &0т0- 
фая можеть быть подгруппой пли деже совпадать съ @. 

сли Н есть подгруппа, то, очевидно, будеть 


НН=Н. 


Сонряженныя сноемы (1) будуть ‘частями группы С, ихъ можно бу- 
деть смитать оэлементени Нает’овской групцы, есле подь комповищей 
этой груниы понималь компоанийо чаетой, ибо 


(НЗЭСНЗ» = НВ, = НБ. 
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Хопуотниь, что труппа @:Н не простая, & ныфеть нормальнаго 
дЪлителя 
2) Ы, Н\, НУ,,...Н%1(0<0. 


Покажемтъ, что труппа 


НН ни, +... + Н» 


.. 


(3) 


будеть толдь нормальнымь зВлителемь @ в, слёдоватольно, приходимъ- 
къ противорфчйо съ требовашемъ, чтобы Ы былъ панболыюимь лормаль- 
нымь долителеуь. 
Группа (2) есть нормальный дВлитоль группы (1); будемъ преобразовы- 
зать ея эломенты НХ, при помощи пронзвольнато эломента 55 труппы (1). 
Элементь Н игравть въ Н51деговокой групп роль единицы; поемо- 
тримъ, какъ для эломенте НЭ составить ому обратный #85 


Н8НЯ-=Н, НИЗ, 8 = Н9,9—Н 
и окончательно 
Н5 = Н9-1. 


Итакъ, преобразовывая НХ; пря помощи Ё5, получимъ 
(4) НУ Н НЯ = НУь, 
ибо (2) есть нормальный дфлитель групы (1). 
Равенство (4} можно переписать такъ 
8-—НУ5 = Ъ,. 
Посяфвднее же равенство равносильно ряду такихъ равенствь 
{5) Я-итхв = Ты», 


тдБ Л. и 7» вуть элементы Ы. 
Равенства (5) показывають, Что групиа ® есть нормальный дВли- 
толь грушпы @. 


Понинене группы ость присоединен. 
$ 24. 


Мы видзли уже случан, когда раземотрВн!е полуральныхъ ирращо- 
нальностей пё преносить пользы для рёшешя уравнешя. Является воте- 
отвенньыйь вопросъ, не могуть ли въ такихь случаяхь помочь дёлу по- 
бочныя ирращональноети. ОтБЫть получаелся отрицательный, 260 можно 
показать что всякое понжене группы при помощи привоедитетл побоч- 
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ной чрремональности можеть бъйть съ акима же устьхомь доспиинуто 
присовднненема еипуральной. 


$24. 


Покажемъ прежде всего, что можяо веегда составить радфональную 
«фуньшио оть корней уравнешл ок козффищентами изЪ ® , принадлежашую 
жю всякой подгрупп Я группы Сео. 

Соетавимь слачала функцию Сао У, изняюшуюся при вефхъ под- 
‘стамовкахь. Эта функцёя, очевидно, будоть принимать различныя значе- 
з\я при вех подотаовнахъ группы @а1015. 

` Пусть У, У, Ть,... Раз буть значеюя, прикамаемыя функцей 
„7 прн подотановкахь подгрупиы Ё. 
Разсмотримь функцио 


9(и, 2, жа, ..- 


18 — Ри — 7, (в -- ТР.) ... (и — У), 


ТА и новая перомфнния независимая. 

Очевидно, что фупкшя ф нё мёняется отъ подетановокь группы Н, 
ибо отъ этихь подотановомь переотавляются величины Т;.. 

Оть различныхь сопряженныхь снстемь 5’, НЭ”, ... будуть по- 
„лучатьея уже друмя функц ° 


= (и — (и — Уи ТУ)... (и-- ТА) 


Подбиравмь в такимъ образомъ, чтобы не удовлетворяловь ни одно 
-ивъ уравнешй 


{1) о оО, фи, 4—0, ... 


Такой нодборъ можно сдлажь на безчнеленное число стовобовъ, 
„даже давая букёЪ и ращональныя значеня, ибо ни въ одномь изт, уравие- 
зИй (1) буква, разематриваемая какъ перемфинал, ие можеть сократиться. 

Итежь функшя Ф точно принадлежнть трупп М. 


$95. 


Допустимъ теперь, что произолью понижен! труппы уравкешя отъ 
прнсовдиненя побочной ирратональноети &, которую мы будемь предио- 
латать корнемъ уравненя 
{1 Жо =е 
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степени м съ коэффищентами изъ поля ©, кохорое для общности мье 
будемъ предполагать или порвоначальнымь пли расшироннымь при по- 
мое тажихь ирращональностей, которыя не измВнили группы уравиенгя. 


Введемъ въ разомотрЬве резольвениу бов. 
Пусть Е есть функшя 1015 (см. $ 3). 
Возьмемъ основную функцию 
@(1) =(@—9@—®)... м). 
ели уравиеше имфеть аффекть, то фупыця @ приводима въ нол$. 
8. Ея неприводимый множитель 0(1) давтъ резольвенту (21015 
9) =0. 


Еслк обозначить черезь } иидежсъ грушиы уравненя по отношенио- 
ко всей симметрической групп, то нетрудно показать, что фупкшя 0} 
раскладывается иа 7 неприводимыхь множителей 


(п) = 9) 91 (9)9з(1) ... 9-1) 
одинаковыхь стененей. 


Разомотримь, въ’ самомъ дЪлЪ, множитель 9:(7), пусть одинъ изъ. 
корней этого множителя будеть #®), но, принимая во внимане, что &® есть. 
ралйональная функия оть корней л., а эти послёлюе выражаются рашю- 
нально через &, то мы получаемъ 


=, 
ТАБ К) знаюъ ращональной зъ о функция оть перем нкаго независимато 1. 
Итакъ, им имфемъ тожхество 
{2) (8) =0 


Примвняя въ соотношешю (2) вс$ подстановки труппы’ 4аЛо15, ло-- 
лучимъ 


8) 9) -=0, 98 (е)) = 0, ... ету, 


тдЬ&, #,...Р-1 суть веВ корни резольвенты Сао!з 9(4) = 


Соотношеня (3) похазываютъ, что будеть 


91) —= № — 8) [4—3]... 8-0, 


#60. праван часть, будучи снмметрической функщей корней резольвентье 
9(1) =0, будеть цёлою въ © фупищей степени у оть пезависамой пере- 
мной 1. 
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Итавъ, воз множители 9Кл) вывють одну и ту же степень у и не- 
приводины на основани формуль (3), позтому за резольвенту (8015 
можно выбрать любой изъ нихъ 


{4 9(1)=0. 


Понажемъ, что группа @а]05 не зависить от выборь значка $. Это 
очевидяо изъ того соображения, что переходъ отъ одного корня 8) новой 
резольвенты (4) кь другвмъ ея корнаякъ $), 0), ... равносилень 
переходу оть кория Ё первоначальной резольвенты къ ея другимъ кор- 
пямь #, #",... . . 


$25. 


Предположим, что присоединено © нонизило группу уравневя съ 
@ на ея подгруппу Н индекса $. 

Покажемъ, что при понижеши порядка труппы нетриводимая “въ 
первоначальном полФ резольвента 9(1) = 0 должна скзлальея ириводимою 
зъ новомъ пол, Въ семомь дёлЬ, польгел у =, тд ‹ порядовъ под- 
труппы Я, обозначимъ подстановки Н тавимъ образомъ 


[9 Е 9, Е, ... Е, 4-1] 


ТАБ Е, Ы,... бр: @ТЬ иЪкоторые изъ корней 9(1) =0. 
Не трудно видбть, что въ новомь пол будеть имфть ралнональные 
коэффищенты пзлая фуввшя 


2) и—9и-ы... аъ), 


#60 премфнене подозанововь труппы (1) не изиыфняеть фуньши (2), 
тогда по теорем $ 15 тдавы ХУТ функши (2) иметь коэффищенты нзъ 
новаго поля ©(5). Обозначнмъ поэтому функцию (2) тавъ- 
(3) 9,0, 
зе забывая, что степень ея равна в (порядку группы Н). Фунвщя (3), 
очевидно, неприводнмая, ибо, эели бы мы обозначили въ обратномъ слу- 
ча ея неприводимаго множителя черезъ 0:(м, @) причемъ того, который 
обращаеть въ нуль при я ==, получили бы тождество 
4) и, 9=0 
кь тождеству (4) можно примфнить подстановки новой группы Св Н 
в мы получим 

96, 0 =0, 916, 9 =0,... 9, ©) ==0, 


т. ©. у1 совпадаеъ есь у. 
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Повторяя разсужденю $ 24, замвчаемъ, что резольвента Са] 
9()=0, распадается въ новомъ пол 9(С) на 1 неприводимыхь множите- 
лей: стелени + каждый у 


9(а) = 9(а, З9а, 9... 9-м, 9, 


приравнивая одинъ изъ этих мпожитехей пулю, пояучвемь новую резоль- 
венту баЛоз 
5) 9, 9=0 
для новаго поля ©(").. 
Пусть множители 


{6) 9, 9, (а, и, 9 
соотвфтетвують сопряженнымъ снстомамъ 
(°) Н, Н9.,... На. 


Возьмемъ хатуральную ирращональносгь ф относящуюся по коэф- 
фтицентамь къ полю 9 п принадлежащую эиоино кЪ групп Н. 


Пусть различныя зиачеши Ф, относлоцяся ь енотомамь (7), будуть 
о, ©’ . 
Х› 1, .-. 9-1; 


по теорем$ о функщихьъ относящихея къ одной и лой же групп® получим» 


9, О =, $, д, 9 


м, 9); ..: И а, 5) = (а, Чеа) 


7 есть знажъ ращональной функщи оть`ф, причемь волфщетвю произволь- 
ности д фунвыя т остается фунвьшей степени {№ отъ 

Функщи (6) отъ м вс различных, поэтому можно подобрать такое 
ралональное значене а для ц, чтобы были различными всф числа 


а, , 9,0, ... Ка, 9. 


Очевидно, что, если мы обозналимь черезъ Ф(и) = 0 то уравиеше 
изъ поля @, которому удовлетворяеть натуральная нррацюнальноеть $, 
то уравнене 

9@, Ч =, и) 


иметь одииь только общёй корень $ еъ уравнешемь Фи) == 0; отывки- 
вая общий нанбольшй длитель —ф двухъ уравненй при помощи по- 
ольдовательнаго дфленыт, выразнмъ $ радюнально черезъ ©. 

Итакъ, о есть элементь поля 9). 
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Поли ф булеть прилиитиеный элементь поля, то поле 9(5) == 9(4), 
такъ что ( воть рацщюнальная функщя оть ф. Въ эхомъ случа & веть 
патуральнал пррынональноеть и мы имфехть мл ==#. 

Ебли Е будеть мобочною вррашокальностью, то ф будетъ лирилих- 
зиненыле элементом поля (5). На осповаяи сказаннаго въ $ 10 получаемъ 


{8) 1 ==й., 
ХВ А шВлое чиело. 

Если число т простое, то уравнене (8) возможно лащь въ случа 
= и мы приходныъ къ теорем, которую мы примпимь въ дальнЪй- 
шемь излолещи, 

„Еель зрупта пониоюается ота присовдиненя чория © провтой вте- 
лени, то С есть натуральная ирришональность, 


$ 26. 

Резюмируя сказанное въ прохыдущемъ параграфЪ, праходимт, къ 
теоремВ. 

Т. Веяное возмоденое пониоюене зруппь Сафз можно произвести 
присоединенема чипуральной иррезональности. 

ПП. Еоль 1 есть индекоь пониженной зрупты мо отношению къ перзо- 
намальной, то понивенае возможоно только черезъ присоединение корня 
уравненал, степень которизо есть число крозтное 1. 

{П. Ясли отепень уравнения есть {, то присоединлемый ео корень 
веть чазуральная иррацаовььльность, 


$27. 


Въ заключене дедимъ еще одно болбе простое доказательство тво- 
фемы $ 32 тлавы ХПИ. 

Пусть «, В суть корни двухь лоприводиныхь въ ® уравнени, 

Поле 9(<, В) получается, или оть присоолиненя къ полю Я(а) корня В, 
нли же оть присоедннещя къ нолю 9(8) кория «. 

Жолн отъ присоединешя къ полю (а) корня В получился инирими- 
тнаное поле, то таково же будеть поле, нолучаемое оть присоединоня а 
кь полю 98). 


$ 28. 

Теорема. Если зрупия @' мюдетамовонь хорней заданная уравненля 
обладаеть двойныма свойствоме: 1} казюдая чаз ея подститювокь не иа- 
фушаеть воъхо соотношений меду корнями и 2) функшл, не ивлиьюлощалел 
от веьхе подотановокь @, ость элементь основнозо поля; то фупта @ 
ао фуппа @0405 для заданию уравнения. 
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Изъ перваго свойства сзВлуетъ, что труциа @ являетея дзлителень 
группы ОаЙо. Остается убЪдиться, что второе свойство влечетъ канъ слЪд- 
стые тождественность группы @ въ группой С зов. Возъмемъ фунвцио 
2 {ем. $ 3 главы ХУП) и пуст, ся зкачения, соотв тотвуюцщщя подотанонкамь 
@, будуть 
41) В, В, ь: В. 


Тогда излах фунющя 


9=@—94-— 


будеть, дьйствштельно, револьвентой Са]о1в, нбо на основаши второго 
свойства фунекая 942) принадлежить въ основному полю. Ола неприводима, 
въ этомъь полЪ, ибо величины (1} измёняются транзитивно отъ подотано- 
вокъ труппы б. у 


ГЛАВА ХУЦЕ 


Нлаевичеене виды уравневй, рёшаемыхъ 
въ радикалах. 


Нормальныя уравнения. 


$1. 


Въ сллующей глав мы донвжемъ теорему АреГа, что буквенима 
уравнешя выше четвертой степеки ив рашелотея въ радикалахь. Тазь 
какь решимость въ радякалахъ, какъ мы въ слВхующей глав увидимъ, 
связана неразрывно еъ иззБотнымы свойствами групиы уравневзя, то тео- 
рему АЪега можно бухеть формулировать танъ: уравненгя въпие четвертой 
степени 4 безъ аффекта не ртыиелотся в. радиналать. 

Является задачей первостепенной важности указать на чнелениыл 
уравненя, илиьючия вффекть и ршалопяея въ радикалахь. Въ нвотоя- 
щей глав “мы будемъ разематриваль иаибожье зажные виды уравпен!, 
фьшающихея въ радикалахъ. 


$2. 


Мы новвали чормалииымь неприводимое уравнеще. вов корни кото- 
раго выражаются ралйонально черезъ одинъ изъ нихъ. ” 

Раземотримь конетрувцио группы яормальнаго уравяенйя. 

Если мы обозлачимъ черезь @, подгрупиу группы @' яеприводимаго 
уравненл, оставляющую на мвстВ корень хо, то получимь слъдующее 
разложене ка сопряженныя сиелемы 


9 = в, -+ 6,8, + 6.55 -+.. ба, 


ТАВ 8, подетановиа, лереводящея корень то въ 2;, 9, переводить 2, въ 
х,, к токъ далье, наконець, 5,-: переводить 2 въ т.т. 
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Тажь нак группа непрьводимато уравиешя эпранаитивна, то под- 
стемовки 51, 52,... Он: должны въ ней существовать. 

Итавъ, мы приходинъ къ теором%. 

Группа неприводимаю уравиешмя изфеть порядокь, дъдлиййсл иа 
степень и уравненя. 

Еели мы эту теорему желаемт, высказать относительно труппь под- 
отановонь безъ связи съ уравнешями, то нолучаемь слвлующую форму- 
лировху. 

Цорядокь воякой транзилиивной зрупты побстановока дъдитея ча 
чело переставляемыхь элементов. 


$3. 


Если неприводимое уравнен чормально, то подгруппа @% , обтавляю- 
щая безъ измБиешя корень жо, болоюна сводиться мо единилиой подети- 
човкт, ибо при неизмённости кория хо должны обтавалься безъ измне- 
шя п остальные корни т, &5,...2„-1, выражающееся ращонально через 
35. Группа уравнешл будеть соетолть, олъдовательно, изъ подотановокть 


а 9 + :.. 8, 


н мы преходимъ къ теорем. 


Прумта нормалунаю уравненл имъеть порядокъ, равный стенени 
уравненя. 


АвеГовы уравненя, 
$4. 


Опредъьлеше. Мы зазовемь АФеРевымь воякае уравнеше я-0й стелевиь 
=) =0, ель кождый изъ корней со выразваетея райопольно черезь 
одиню, Причемь, вели это ралпональнов выраоюенае имтеть видъ 


2: == (26), 2 == ФИ 


в. мл 18); 
зло между фуниивями Х, должени существовать зависимость 
<1) СЛ] 


площа мъето для` ваздыть двуть фуний Я п А. 


и, 


Копечно, хоэффишенты ращопальныхь функщй 3) доллота приная- 
лежать къ изкоторому основпому нолю 9. 

Такъ, папримЪЬръ, уравиеше х" — 1 ==0 дьлешя круга есть АБеГово 
при основломь нолЪ разональныхь чисель, ибо, еели мы обозначимь 
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черезъ + первообразный корень, то велю яругой корень будеть имфть 
видъ Зи) == п, олдовательно, соотношене (1) удовлетворяется 
Фи) = СО(е) == =, 
Подобнымь же образомь велкое двучленное уравнеше 
(2) д" —а==0 


будеть АБвРевымь, вели основное поде © заключавть корни и-ой сте- 
цени изъ единицы. Обозначая первообразный изъ этихь корней черезъ », 
мы можемъ оказать, что корни уравнешя (2} выражеются рашонально 
черезъ одинъ ` 

Фи) = 


и воотиошеше (1) имфоть мфего 


УИ) == ао) 


$5. 


Понажемь теперь, что группе АБеГева уразноня. коммутативная !). 

Пусть $(2} будеть неприподимый мпожитель порвой чает (2) АБеРева 
уравнешя, причемь этоть множитель тоть, которому удовлетворяеть ко- 
рень хо. Пусть остальные корни функщи (<) будуть 21,22, ... Я. 
Рогла мы имфемъ по опредзленю 


2: -= 21а), а = Я), бы = Вы (90). 


Уравнен!е (2) =0, бупучи нормальнымь, иметь труппу, собтоя- 
щую изъ преобразован 


3% == (ото), › $1 == (от), -.. Хит = (ви). 
Эта группа, очевидно, коммутативная, ибо 


Зее, 2) ==, (о) 


У 
2» 


{то жире [о ‚ жа]. 


Отсюда 
УВ == [20› $(20)] [%(о), КОК) == [о , Фо] 
Зи [о , о) [3 бо), ито) = [о › о). 

2) Отсюда пронеходить назвеше АтеГевой группы. Надо принять, кромё 


того, въ соображене, что АБегево уравнеше вормальное, н слёлозательно, его 
резольвентой является одинъ изъ его неприводимыхь множвтелей. 
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На ‘основаши (1) $ 4 получимъ 


и труппа оказывается, дЪйствительно, коммутативною. 


$6. 


Теорема. Неприводимое уравнеше (г 
той будетз АфеРевымь. 

Пусть @ будеть подгруппа группы нашего уравнешя; оставляющая 
бозъ изывнешя корень 2. На осиован транзитивиости группы @ Са/95 
пибемъ 


0 5 комавллатиевною зруп- 


в = в, -+ &8: + 6%... + 6,9, 


гдВ подотановка 8; перемЗщаеть корень мо въ 2. 
Очевидко, что группа, оставляющая корень 2; безъ пере ины, бужеть 
{вм. $ 19, глава ХУ) 
$: 18. 
На основаи коммузативноств группы @ имфемъ 
БЕЗ Зе = 6, 


20 ость, труппа @% не мЪияеть таяже 2. Таюь кажъ значек { взять 
произвольно, то группа @% пе мФнясть вофхт, корней и оводитея къ 
сдиниц$. 

Итожь, груипа бай! заданнаго уравнемя будегь 


1,9, ба: 


Если мы присовдинние къ основному полю © корень 24 уравнешя 
$(5) =0, то групиа должиа, сводиться къ единиив, значить, въ полб 9(9%) 
должны заключаться веф остельные корни. 

Уравиене (<) ==0 оказывается пормальнымь и является своей соб- 
ственной резольвентой (181015. 

Поли мы положемъ 2 == (20), то труппа Сн/08 будеть состоять 
изь подотанововъ | 


: =, ©). 
Мы ныфемь 


[%, Фи], Ук [а ФФ]; 


волфдетвю коммутативности группы нолучаемь 


. . Хто) = ФИО) 
и уравненю АБеГево. 
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$ 7. 


Приводимое уравнеше съ коммутативиой группой можеть и ие быть 
АъеРевымъ. Мы приходимъ къ теоремЪ. 

Если приводымое уравнение [(х)==0 илиьеть коммутолтивиую зрунту, 
зто ветёй неяриводилиый множитель < фупиши [(®) даеть АфеРево урае- 
еше ф=0. 

Въ вамомъ дл, пусть труппа заданнаго уравненя /х) есть @. 
Мы получимь труппу уравненйя +(2) =0, если разомотримь совонупноеть 
@". похотановокъ, которыя происходят» среди корней (2) ==0 оть при- 
мВнеял нодетаиовожь групны С. Очевидио, что если трупиа @ коммуха- 
тивна, 10 такова же и группа 6“. 


Сведене АвеРевыхъ уравневй на цинлическя. 


8. 


к 


Мы видВли уже, что въ трензитивной Аферевой трупп8 не суще- 
ствуеть кромВ единицы другой подетановки, оставляющей безъ изивненшя 
одинъ изъ корней. Разсмотримъ разложен!е подетановни 5 АвеРевой групиы 


на циклы. 
90:0... 0; 


пуоть С; веть цикль, порядоюь котораго г не выше. порядковъ другихъ 
цикловт. Въ нашей групп должна существовать подетановка. 


беж био... бя 


Но Сг=Т н не м$няетъ корней, входящихь въ составъ цикла С;, 
слвдовательно, 3"==1. То ебть, зеЪ. цикхы 9 должны имфть одинъ п 
тоть же порядокь ” и мы приходимъ къ теорем$. 

Вояжан подотоновиа, входящая в5 составь тринвиитиеной АфеРевой 
аруюты доляена бъпть правильною (см. $ 15 тлавы У). 


$9. 


Нтазиь, разбмотримь олну пзъ подетанововь 
8 = 0:0,... 6 


разсматриваемой группы заданнаго АБеРева уравненя /(2) =0, гд циклы 


С; вуть 
Са, а...) 


Обь (в, Вы, ... В) 


- 3,1) (№, -.. буть ворий 0.4.1), 


‚ Въ $ 20 главы У мы видвли, что всякая другая подотановка 2? на- 
шей групиы, перестановочнан, слвховательно, съ $, лолжиь производить 
только цикльческое перемфщеню бухвъ каждего цикла С, и подотановку 
замихь цикдовъ. Тамъ какъ при этомъ не будетъ пронеходить смнешя 
буввъ различныхь цикловъ, то при $ >> 1 труппа назиего уравнен!я будеть, 
очевидно, чемприлитивная. 


$ 10. 
Функцио ©, &,...&) мы будемь называть зииклическою, вели 
она ве взыВняетея оть циклической подетановки ,ь,...В). 
Обозначим 
(] оо, 61; ...9,- 1), 915568, Вр... В-1).+. 61509, 81, ...9,1) 


Эти величины суть кории уравненя 
[е) И) =0 


степени $, козффимеяты котораго, будучи симметричесвими фунюами 
° оть величинь &, &,...щ,_1, Не мФнаются при вевхъ подетановкахь 

группы Фар\з задаинаго АБеГева уравненя. Итакъ, это уравнеше (2) 
веть уравноме въ лол @. На основана сообращешй 5 9 главы ХУ оно 
будетъ непризодико. 

Грушой уравненёя (2) будеть совокупность подетаковокь величаянъ 
{1) при приевнени иъ нямъ подотановокь 8; группы заданного уравневя. 
Коммутативиоеть группы заданнаго уравновя влечеть, очевудно, за собой 
хоммутативноегь группы уравненя (2). 

Итавь, уравнене (2) веть АЪеРево, ибо оно неприводимое в иметь 
комлезтолиианую зрупту. 

Прнооединеше къ основному полю 8 величины ю равбиваеть задан- 
ное уравнеше на 5 множителей 


=) = Ка, «а, в)... Ка, 1) =0. 


— 593 — 
Уравнеше Ах, ®) =0 иметь корни в, а,,...4,., причемъ его 
группа состоить изъ перода одного цикла 
С =@, в, ...9,)). 


Тоже валюе относится и къ другимъ эпозжателямь, Корни (д, ®1} == 
будуть В, В, ...В: и таль хазиве. 


$. 


Мы будемь пазываль зиикмичесниме уравнене, когда его группа, во- 
сгоить- изъ смеменей одиюзо цела. 

Въ предыдущемъ парагрефВ мы витвли, что первоначальное АБеРево 
уразцене Ах) ==0 отепенн и ==: привеловь мъ рёшенио одного АъеГева, 
уравненя (1) ==0 степени 5 и ряда циклическихь Уравноий Дз, ®;)-=0 
отспени г. Мы можемъ подобнымь же образомъ свести задачу рвшеня 
АъеРева, уравнешя Е (1) =0, степеки в == 818» вв рышеше АфеРева урав- 
нешя степени 5 и на рвшене $, диклическихь уравнешй степени 5». 

Продолжья дал, мы момемь придти къ рёшевио АфеРева уравне- 
мн простой степень р, которое будеть само циюлическиль, ибо можно 
донавемь теорему. 

Велкое нормальное уравнеше простой степени есть циклическое. 

Пусть 9 есть одна изъ отличныхь отъ еднцицы подетаповокь группы 
таното уравнена. Порядокъ подотаповкя 9 должекь быть дфлителемь по- 
рядка группы. Порядокъ же груипы @езь простое число, равное слелени 
р уравнешя. Юдинотвеннымхь дВлителемь р отличнымь оть единицы яв- 
дяется само число р, олвдоволелъно, группа уравненя состоить изъ’ оте- 
пеней 1, 5, 5*, ...92-1 и уравнеше циклическое. 

Итажь, мы приходимъ къ елфдующему окоячательному выводу. 

Риеше Афофеза уравцемя приводител къ руииенио ряда зиисличе- 
скиль, степени поторыть суть дъмипели степени заданиело Афейева 
‘уравнешя. 


$ 19, 


Покожемь теперь, ито можно привести циклическое управнене 60- 
спавюй степени кз ришенио ряда ципличеокияь уравнейй простой сте- 
пеми. 

Зозьмемь нБкоторое цивлическое уравнене /(=) = 0 составной оте- 
пени п е{, его группь С соетоитъ изъ степеней охного цивла 


8 = (20, 21, ... 2-1). 
Подстановка 5 распадается на е цикловь порядка / 


5: = 56... ба 


85 


г 
Сб =, о... у) 
Ср = › Ям, бои» - о би) 
9-4 = (ит, иль, Фит со. 1}. 
Возьмем циклическую функийо «(Е , &%,...Ё) и обозначимь 
Ю > а у... у) 
(8) р = (ар Аа, бы, с. еще) 


(а, ых Яна, 2, ыы. 


Величины %, №, :..%\-1 ВОВ различны между собой, ибо оф суть 
корни неприводимато въ © уравяешя 


@) в - 9) №)... =0 


степели в. Неприводимость уравневя (2) слЬдуеть изъ транзитивности 
трупы @, ибо корень 2. переходить въ а; оть подстановки 8% значить, 
должна переходить во всф остальшяя воличишы (1). 

Что коэффищенты уравиеня (2) находятея иъ полз Я, слфауеть 
изъ тото соображеня, что подбтановка 9 производнуь циклическое порс- 
иБщеше величинъ Ч, 1, %2,... 1—1. Уравнеме (2) ‘циислическое. 

Ве величины чз; выражаются ратонально через, одну изъ нихъ, 
папримфрь, у, такъ что прасооликене хъ поло © ‘величины  равио- 
вильно присоелиненно ‘вовхь остальныхь. Сказалиюе сяздуеть изъ тогол 
что всякое циклическое уравневе есть въ тоже время Афегево. 

Въ похЬ 0(4) закациое уравнеше (2) ==0 разбивасть па е множи- 
телей 


Иж) == Из, И, п)... И, 


тд | 
Г, = — деф)... (2-м). 


Каждое изъ уравненй 


Из, ч 


Фоть циклическое, ибо это групиа (121015 собгонть изь схоленей пила (}. 
Резюмируя сказанное, ириходимъ къ зазлоченло, чано всякое цилли- 

чевков уравненав степени п зариводител к ришено ряде зрикльческихгь 

уравиенй, степени поторыхь суть провтыв мнореитель числа т. 
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Еели степень ю воть 2%, то рёшеню приведеть юь формул завлю- 
чвощей только квадратиые радикалы. Такимь путемъ была рьшена Са- 
извомъ 1) задача построенёя правильнаго 17-ти угольника, илн иначе, за- 
дача хфлешя окружности на |7 равных частей. 

$ 13. 


Перейдемъ теперь вь доказательству нозможноетн рЬшеня въ ра- 
лнкалахь циклическаго уравненя простой степени. Тажимь путемъ будетъ 
доказано, что велкое Аре’ево уравнеше рЁштаетоя въ радикалахъ. 


Методъ [аогапое’а рьшеня цикличеснихь уравненй. 
$ 14. 


отригь функшю 


&) (2, по Ра... =, 
тд я есть нЪкоторое простое число, г первообразный корень я-ой сте- 
чены изъ единицы, & ж%, 21. ...2%_; буть корни заденнаго пяклическаго 


уравиев я схепени ®. 
Оть ирнмфнешя кл, фунвщи (1) цивлической подстановки 


В == (25. 91, 3...) 


эта фунешя получастт, очевидно, множителя г-", то ееть, она обращается 
посл подетановки лъ величину 


=, 0) - 
Изъ свазалиато вытокаеть, что фупвщя 
{2) (2, 20)" 


и мВилетея отъ Йодотановокь групиы задениаго уравнешя. 

Въ дальиБйшемь изложеши мы покажемъ, что всяшй корень = про- 
©хой степени я изъ единицы выражается въ радикалахь. Присоединямъ 
теперь къ полю © корень & н будемъ разоматривать повое поле ®(е). 

Гажъ какъь въ формулВ (2) безразличие, который изъ первообраз- 
ныхь корней взять за =, то мы можемъ = замЪнить па 3”. На оснований 
нензмнноети величины (2) оть подотаповокъ 1; группы ханпао уравне- 
ия замвчаемъ, что величина (2) есть элементь поля ©(е), 


2} бацзз. ПИзуиз\опев атблоНене. Бесбо УИ. 
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Мы получаемь, олЪдовательно, 
(8, 2)» = В», 


та В, веть элементь поля (6), то есть, иа основан сказаннаго вели- 
чина, выражающаяея въ радикалах, 


Мы приходимъ’ зъ разенотвамь 
п, 2) = 42-1 =—@ 


{2, мо) == що К еж Н.В, = ‚ 


(8) 


{© 1, 2) = =" Не-а, = УВ. 


тдв а — коэффищенть задачнаго уразнешя при неизвЪетномь въ отепвии 
в—1. 


Пранимая во виимаите очевидное равенетво 


=” — 1 
ее. ро «5 я) 
и складывая наши уравпоня (3), мы получаемъ 
(4) ища — а Е ИВ, -- РВ... +78 


Подобнымъ образомъ, умножая уравнения (3) на (, =", =", ...=-® 10° 


и складывая, находинъ 


5 пылает Е УВ. фев. 


такт, корни х; задашиаго пиклическаго уравнешя выражаются въ 
радвкалахъ. 


$15. 


РЬшено. въ радикалахжь цикличеекато уравиещя проохой отепени, 
данное въ предылущемь параграф»,  заслуживаеть нкоторато весьмь 
вазжнаго добавлешя. 

Съ первого взгляда можеть показаться, что въ уразнеши (5) преды- 
дущато параграфа слишком много радиказовъ, по ие трудно убёдиться, 
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„— й 
что вов ражнкалы у В; выражаются радюнально черезъ одннъ изь нихъ, 
в 
лапримвръ, ИВ,. 
Въ самомъ явл, выражен 


1) {7 же, ао)" 


ие мЬнлотся отъ подотановки груины @, ибо подстановка, $ соотвЪтетвуетъ, 
хакь было оказано, умножение фунющи (е, 2} на =! ", олвховвтольно, 
функщя (1) получаеть множителя 


вии ве 


Итажь, выражеще (1) должно быть элемонтомъ С. поля ®(). 
Мы подучаемъ 


ялы ококчательно 


Заачить, мы получаемъ слёдующее выражене для корня 


{2) 5. 


а 


‚.фа-®-шь 


. . р. 

Это выражен заключаеть одинъ только радикаль УВ: и, сяБдова- 
“тельно, давая радикалу и ето различныхь значеный получимьъ во ® кор- 
ней задацкато циклическаго ураввешя, 


$16. 


Тавъ назь величина В, находится вЪ знаменалехяхь дробныхь вы- 
раженй формулы (2) 8 165, то пужно показать, что она не равна нулю. 
Другими словами ‘иадо показаль, что выборомъ первообразнаго корня г 
можно сдлать В; отличнымъ оть пуля. 

Мы имфемъ, очевидно, 


№81 2—1 


пк == У(®, 0), пк == Ув-\е,, 0) 
2—0, 


2-5 
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Отьуда 


ив 


(2—1, : 
=1 


и (ть — 20) 


Вов фучкти (©, 25) ие могуть равнялься нулю, ибо тогда было бы 
= 0, 410 противорВчить цоприводимостн заданного циклическато урав- 
неня. 

Значить, при иЪкоторомь значени № функщя (=“, #‚) отлична отъ. 
нуля, эту то Функцио и можно принять за В;, & 34 = ВЗЯТЬ =%, 


$17. 


Нетрудно видЪть, что рыщене диклическаго уравиензя, приводенное: 
въ 85 14, 15, 16 сохражяетея во вех деталяхь и пря т — составиом. 

Въ этомъ елучаВ можно убфдиться также, что выборомъ первообраз- 
наго корня е можно костигнуть неравенства нулю выражещя В, . 

Дохазательство этого обетоятельства пря ю — составпомъ было дано- 
З\ебег’омт 1). . 


Розельвенты Гадгапде’а. 
$ 18. 
Розельвентами Барталее’а, называются выраженя 


(Е, 50) == 20 аа, +... зы, 


тдЪ = в00Б произвольный корень т-ой степени изъ единицы. 
Мы имфемъ 


злу 


У и=0, 


тд суммы раопроетранены ке в6В корни г т-ой отецеки изъ единицы. 
Причемъ сумма будеть равна м, вели @ дВлится на и и равняться нулю, 
если # не дёлится на т. (См. $ 6 главы 1Х). 

Отеюда, какъ мы видвли рапыне, получен: 


ад = У. (в, 20) 


зи = У =-Кв, 2}. 
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Если в — первообразный корень, то формулы (1) можно переписать 


такъ 
У@, 


х 


Уеща, м). 


т 


ту 


ть 


Нталь, мы видимъ, что, сели резольвенты Габтапее’а пзвЪетны, то 
изввотны также и легко опредввяются и корни по формуламъ (1) и (2). 


$19. 


Резольвенты Гарталее’в предетавляють изъ собя весьма важный алго- 
рифмъ для вычиедещя фунвцЯ отъ корней, облалающихъ извзотниии евой- 
отвами. 

Итежь, будемь резольвенту обозначаль 


ит 


(2, шо) == Хами; 
А 


причежь во веемъ дазьнзйшемъ будемъ употреблять обозначене хз корня 
также въ томъ случаф, когда число 12>т; причемъ будемъ писать 


2 ==, 
=, 


если #ЕЕА (тот); т. в. другими словами, если значки обравують одипъ, 
хлассь по модулю т, то соотвфтетвующе ныъ корни—однкаковы. 
Мы вндфли уже, что циклическая подотановка 


= (жь, жа. Мы 1) 
переводить резольвенту 
(8, м) въ =-Ца, 2). 
Очевидно, что подотановка 3? переведеть резольвенту 
{&, ) въ = Ще, <). 


Будемъ вов корни 2; очитать перемёниымя независимым, оъ однимъ 
лишь вышесхфланнымь ограннченемь относительно значковъ, и раземо- 
тримъ выражене 


(е, 2) 
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Тогда возвыщая резольвенту з»ъ степень у по извзотнымь формуламъ, 
и замВчая, что воф отепени =, выше т, замфияютея соотвственными 
вычетами по модулю и, мы получаемъ 


(6 (©, в) = Жо Не... хр, 
х 


тдё ХМ суть формы отедени » озЪ невависимыхь перемфнныхь 27. 
Напримвръ, если т ==3, 10 (в, 2) == (20 - в + 205) == Х® 
Чех -- =2Х,®, тдф Хо = мой -- За, Ха ы Д,® = 
5-Е 2х. 
Для зпачковь формъ Х:9 мы будемъ придерживаться того же усло- 
я, что 


Ха = Хы, 
если АЕЕЁ (поёт), 


Подехвмовка $, очевидно, производить педъ фунншями 
х°, Хо... Хх 
циклическую подстановеу 


(0, з, 2+, 8,...) 


т.е. Хи» лереходить въ Х!.. 


Въ вамомъ дЬяЪ, для доказательства мы замфчаемъ, что 
{2) а, = Же ЖЕ, 2). 
р 


Послёлнее равенсхво слёдуеть изъ того, что (е, 2)" есть новая резоль- 
зонта, гл} роль перемфнныхь 2 играють Хи". 

Делая въ правой части равенства (2) подстановку 5, мы получаемь 
въ этой чвота новую сумму 


е—1-=, 2). 


Значить, лЪвая часть должна перейти въ. т. и. 


$ 20. 


Соображещями аналогичными съ тёми, что въ предыдущемъ пара» 
траф\Ъ, можно доказать такую же самую творему общато харажтера, сели 
равоматриваетея фунишя 


(©, Жу (ен дд (6, 2)... == Зе, 


тдВ Н, суть формы иБвоторой степени У{- у, -- *-- ... отновятельно зд. 
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Отетода, 


{1) зи, = Ме-Же, 2), 2) 


2%... 


Очевидно, что производство въ правой части равенства (1) подотановки 5 
обралдаеть подъ знавомъ рз множителя = въ множителя =? =, 
т. в, другими словами, форма 3, переходить оть этой подетановни въ 
форму Еазаьдиныйь. + 


Перюды баизз’а. 
$21. 


Саизз поназываеть въ своемъ сочинешн Риз юнез Аутецеве 
удобныя въ прамтическомъ откошент и зажныя въ теоретическомъ пемы 
у6шешя двучленныхь уравнен!. 

Сушноеть его методы осводител ъ раземотрьнио резольвенты Фа- 
етажее’а (е, х) въ томъ случа, когде е—не первообразный корень. | 

Пусть л==е.Ё и пусть ® будеть корень отелени 9 изъ едвницы, 
принадлежыщи къ локазателю е. Тогда резольвенту Тасталее’а можно 
налисать тажъ 


(&, д =щ Рай +... ежа 
м И 


ЗЕ и-р К уиы Е... 


Слфдун @влзУу, мы назовемь перюдами ташя фунющи корней 


3 = -аь ... о 
Е = а +... он 
. 


Па -.. и-т. 


Тохда подучаетоя выражен резольвенты равтопре’а, черезъ пероды 
Салевь въ такомь вихь 


{2) (2, 2) = о В еы Ре. 


Будемтъ выражене (2) также обозначать (=, м). Будемъ разематри- 
заль циклическую подеталовку 9 = (2, 24,... 2%). Тавъ калуь подете- 
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новка 9 дветь пинлическое перемфщен!е пероловт 


(оу > № --- №); 


то очевидно, что теоремы $$ 19, 20 будуть справедливы и относительно 
ъоэффищентову выражен 


(ее НИЗ... фе 


(©, 1, уче, д... 


Двучленных уравненя и дБлене круга. 
$ 22. 
Йзъ элементовъ извзотно, что корни уравнзийя 


@) 


НЫВОТЬ ВИДЪ 


Отеюдаь видно, что задача рЬшеня уравнешя (1} равносвльна зала дв- 
лешя окружности ра я равныхь частей, пли задач вписываня въ кругъ. 
правильнаго многоугольника, 

Древяимь математикалгь были извФежны построеня ниркулемъ и ли- 
нейкой вписанныхь правильныхь многоугольниковь, имфющихь чколо сто- 
ронъ, выражаемое олкой изъ сувлующихъ формуль 


2, 3.2% 5.2% 3.5.28. 


Новый шагь въ вопросЪ ноетроез1я правияьныхь многоугольниковъ. 
циркулемъ и линейкой быль слЪланъ Фала?’омъ въ его знаменитомъ с0- 
чннени „015915 0те5 АзИнтейсае“ (въ $ 365-366). 

@аивз даеть такую теорему: хля р®тшимости уравнешя эх — о 
въ квагратныхь радикалахь необходимо и достаточно, чтобы было одно 
изъ трехъ; 

1) чкело ® простое, вида 21-1; 

2) ® . 

3) чиело и воть пронзведен!е чивель предыдущихь видовъ. 

ал добавляеть весьма важное соображеше, состолщее въ томъ, 
что для чиселъ, для которыхъ можно двлить циркулемъ н линейкой окруж- 
ность круга, можно также длить на равныя части и обводъ кривой ли- 
ии — лелиисваты. 


2; 
; 


Очевихно, что число 2, фигурирующее въ теоремф @аиз8а должно 
ИМТ ВИДЪ 


ибо, если А = 21. (2-1), то число 


А, 
и 
дЬлитоя на 
о* 
21 
и, сявдовательно, не можеть быть проетымъ числомь, такт, что проетыя 
чпела надо будетъ некать среди чиселъ 


271. 


Относвтельно этвхъ чивелъ Кения сдфлаль предположен!е (оказав- 
щееся невурнымт), что во эти числа, проетыя. 
Дйствительно, оказалось, что получаются простыя часла при # =0, 
1,2, 3, 4, а имеино 
3.5, ЛТ, 257, 65587. 


Случай 17 разобралъ у балзз’а въ ГЗашюонез Антлейеве. 

Поегроене циркулемъ многоугольника съ чнеломъ еторонъ == 257 
произвель по методё балзв’а В4енео 1). Н, паконець, елузай 65587 едЪ- 
лант Негтез’оит, 3). 

Далфе, для числа #==5 Еег ноказаль, зто получается число с0- 
ставное, а именно 


23° 1=4394967297 — 641 .6700417. 


Зари сложность чивель показали дазфе Гап@гу для числа 


26 
241, 
& зазфмь священникь И. М. Первушинь для 


212 978 
2 Ти Е (Тва8). 


1) Лоитвя! г бе тото циё аловуао йе Майошаы А. Г. СтеПе; 9, 1, 1882. 
=) 66. Масит, 1804, 
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Остается вопросъ открытымъ, будет ли кокочнымъ чнело простыхь 
чисель въ рядЪ 


7 
+, 
или нфть. 


$24. 


Ограничимся разомотранемъ случая и простого. 
Итавъ, будемъ разематривать решене уравневя 


{1) Хиа) = ви 02-°-|-...-- 5-1 


Если обовначимъ черезъ » порвообразный корепь степени ф изъ 
единицы, то в6$ корип уравнения (1) будуть имВть видъ 


2) 9, 19, 29, ... т; 


чноло р мы иредполагаемь простымъ, значить р— 1 чнело составное. 
Поважень теперь, что уравнеше (1) цикническое, т. в. что его группа 
За] оз состоить изъ степеней одной и той же циклической подстановки. 
Бозьмемъ первообразный корень 9 проегого числа р. Тогда, оче- 
видно, что по модулю р веВ чиола 


Тб... 
отличаются только порядвомь отъ чиселъ 


1,2, 3,... (2—1. 
Звачить, рядь чисель у 
(8) 9, 99"... 


отличается только порядкомь отъ чисель (2). Значить, числа (3) даютъ 
тавже вов корни уравненя (1). 


Обозначамь "Я ==7,. Тогде числа, (8) можно иначе записать такъ 
&) т, 71» Та, 


Если мы обозначимь черезъ 6(=) рамональную фунюцно 27, т. в. 


—. 


6%) =, 
то, очевидно, что 


"), 
и, значить, корни (4) предетавляють собою тажой рядъ 


4) ›, 69, 6), 6), ... КО, 
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что показываеть, что грунпа (015 есть циклическая, образованная сте- 


ненями подотановки 
Я, муть. 


$ 25. 


Раземотримь поле ®”), получаемое отъ присоединен корня г къ 
полю @ разюнельныхь чисел. Веяков число этой области будеть, оче- 
видно, предетавлять изъ еебя рашокальную функцио $(7) съ рашюналь- 
яыми козффищентами. 

Такъ кал» волкую ратщюональную функцию оть корня уравнензя можно 
продотавить въ пфломъ вилф, причемъ эта ифлая функц будоть въ оте- 
пепи на единицу меньше, чЪмъ отецень уравневя, хо мы получаемъ 


@) 
тд в, В, Ва, ... суть рашональныя чнела. Давая этимъ воэффишентазгь 


веевозможныя рашюнальныя значеня, воспроизведемъ все поле ©(+) : 
Тажь кажъ мы имфемъ изъ уравненёя (1) $ 24, 


ТЕР. Е ВриР-, 


2) 


то. мы получавиъ 


ЩИ... УР, 


+... ба ие. 


Но такъ какь числа, степеней отличаются только порядвомъ отъ чнеелъь 
(4) предыдущаго $-фа, то молиго представить веякое чиело въ такомъ видВ 


(8) Чан... ара. 


Не трудно уб®диться, что всякое число резсматриваемаго поля пред- 
оставляется только однимь способомъ въ вид (3). Для этой цфли достя- 
хочно убвдиться, что равенство. 

4 + =0 


возможно тольшо тогда, жегда вов коэффищенты а, равны 0. 
Въ самомъ дьхВ, разематривая зыражене (1), мы замфчаемъ, что 
равенство (4} влечеть, какъ слфдетве, равенство кулю вобхь коэффи- 


шентовъ 
Ы, в, вы, ... бра, 


ибо намъ извВотно, что уравнение 


Х/=) =0 
неприводимое. 
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Если коэффищенты 0; равняютея нулю, то будуть, очевидно, обра- 
щатьел въ нуль и коэффищенты @&. 


$26: 
Хрупиа разомалриваемало уравнешя есть 
@(1. 8, 8°,..’. 82-з), 


образованная сгененямн круговой подстановкн 


Очевидно, что эта группа соблонть изъ тавнхь преобразован чисель 
9('), гда корень г замфняетея корняни 


РУ Ь а ь-ь Гр, 
так, что элементы этой группы можно обозначить таль 
(7, ®), (т.е, 7-3), 


ири этомь мы виднмь, что подетановка (>, ^к) равноснльна подетьовь 
(из тью. 

Обращаемся теперь къ разсмотрВиио дЪлителей группы @. Очевидно, 
что эти дфлители получатся слфлующимь образомъ, Раскладывая число 
в— 1 ил множителей, куелх имемть 

в—1==е.7. 
"Гогда ие трудно вндЪть, что для воякаго дЪлителя © числа (р — 1} будеть 
зоотвЪтотвовать подтрупиа 
(1) в, 5%, 8%, ... 54-1). 


Эта подгрулла имфеть порядовъ Ё. 


Не трудио составить фунвии, припадлежания этой подгрупиЪ. Въ 
чиелу тевихъ фупкй принадлежать Чемебовы пероды 


позефи фо. Вы 


о жи Вы Вы В. оны 


(2) 


р 
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Очевидно, что каждая изъ этихъ функ не мзняетоя оть подотанововь 
подгруппы (1). 

Что касается подетанововъ, переводящихь Снивзовы. перюды одни 
въ друме, то придется равемотрть сопряженныя системы 


би, @цг, 21), бт, м), .. ЧМ, у). 


Подотавовки этихъ совряжениыхь системъ переводять перюдь первый 
яь нероды 
Я; 1? №; -.. Ч. 


$27. 
Веб функция чи различны между собою, нотому что равенство 
Ета 


влевло бы за е0бой линейное соотношене между х;, что це возможно. 


ПримЪняя соображещя общей теори (ем. главу ХУ]), мы приходим 
ъъ такому выводу: Салзз’овы пероды и, Чт; Из, ... Ча СУТЬ корни иф- 
нотораго уравпошя степени г, съ рашональными коэффитщентами. 


Если присоединить одинъ изъ лерюдовъ, напримВръ, у къ полю ©, 
10 корень г первоначальнаго уравненя будеть въ новомь полВ корнем 
уразненя отепени 
2—1 
в 


$ 28. 


Теорема. Велкая фупиция оть пория г первоначалинйо поля, не мт- 
зяющался озтъ подстановки (+, т,), будеть причадлесалнь кг чолю (1) 
26 будень выражситьвя линейно через пероды 


М, есь: Че 


Нь самомъ дВлЪ, мы видЪли, что всякая фунитшя (г) можеть быть пред- 
<тавлона’ въ тавомъ вид: 
() вр = Уи, 
В 
Проивводя въ равонетвВ (1) подетановку (г, тг), мы получавиь 


обо = Уно Увы. 
> 
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Равенство 
(ть) == 9) 
влечеть, новъ елфдотве, равенство 
= в, 


ныъющее мото при воякомъ #. 
Значить, мы получаемъ 


ау = Че аа 


слёдовательно, мы получаемъ 
вади и. -Баця + ма В.А... 
—ат-- вм, +... Е ть 
тд коэффящеяты &; суть ращюнальныя чиела. 


Очевидно, что сли коэффишенты выражен $(”) будуть цълыма 
числами, то п коэффищенты а: должны быть цзлымн числами. 


Раземотримъ теперь уравкен!е 
(1) Е/з) = (в— те — т)... @— №, 


хоторому уховлетворяють @аиез?овы перюды. 

Изъ общей теорш мы знаемъ, что коэффищевты этого уравнешя 
должны быть ве ралюнальные. 

Не трудно ублиться, что коэффишенты этого уравненя будуть числа. 
цвлыя (и рашонельныя), тажь что неродь @арвз’а м веть то, что назы- 
вабтел зльлыме смебраическима числом» Цзлымъ алгебраическимь чи- 
сломъ называется корень уравнешя, зоэффищекты которего цфлыя числа, 
А старший коэффищенть равенъ единил. ” 

Для того, чтобы въ этомъ убфднться, составныь произведене 


А, 


Тазъ какъ оба множителя припадляежать въ подгрувиь” б, ти 
зе произведене причадлежить въ той ме подгруна%, а, слловатехьно, 
ца основани теоремы $ 28, это произведен!е должно выражаться линейно 
черезъ пероды, тажъ что будеть 


деть = 99 -- аут: Н.Е 4-е - 


Тажь вавь множители, и чи суть суммы корней м, то имВемъ во- 
эффищенты равные единиц. Значитъ, въ произведени возффищенты бу- 
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ХутЬ цёлыо, а, значить, и зибль 


“,щ,... 1 


будуть цвлыми. 
Предиоложимъ, что ‘мы имфемъ удобные иремы для вычисяевя ко- 


эффищентовъ 
Ч, Ч... Ш. 


Тогла получаемъ рядъ равенетвъ 
м = ра +... Ра 


3 = наб + 


1 
а 


«1 


пра ое а, +... аль. 


Исключая изъ этихъ в однородныхь уравненй буквы 


Ч; 1» ву +. - 1, 
лолучимь 


п) 


Получимь уравнеше Ё/(1) =0, обладающее вовыи сказанными свойствами, 
Поемохримъ, каюъ, считая извзетными корни 


М, а, №, +. в 
уравненя (1) вычислить окончательно корень г заданнаго уравнешя. 
Составииъ для этой пфхи уравнеше степени Ё, имфющее корки 


^, 7, т, (- ь 
& именно уравнене 
(2) Фа) = (2 — #1)... (8 — були) =0 


Чтобы показать, что коэффишенты уравневя (2) выражаются черезъ пе- 
Июды, разсмотримъ сумму степеней съ показателемъ 0% 1} корней уравне- 
ня (2), в именно 


+ Я +. о ть о Е тонны о. пурра ть. 


*) Числа, Ра сравнимы по модулю р съ рядомь чноель 1, 9,...р--1, 
зо 
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Значить, вов суммы стеиеней корной, къ вычиоленио которыхь па 
формуламь Мезбоп’ь приводится вычислен!е коэффищентовъ, суть не что 
икое, какь пероды, и, гмачить, по формухамъ Мембох?а, по этимъ пер!ю- 
даягь мы вычиелимъ ноэффишенты уравневя {2). 

$50. 


Итакь, задача привелавь къ рЬшению уравиешя (2). Для разомотрЪ- 
зйя этого уравнешя, разложимъ показатель его степени на множители 


ра! 


и возьмехь поваго дфлителя (5 нодгруппы @\, имВющаго порядокъ /», 
& лидевоь ©’. . 
Этоть дЭлитель будетъ состоять изъ похотановокь 


{1 Зе, 92, ... бя), 


Тогда придетол взять тью повые пероды 


им пы. аль. 
Можно показачь, что въ пол 8{7) перюдь у’ удовлетворяеть уравнению 


(т) 


отенени с” 
Когда это уравиеше уже р5шепо, ‘то корни 


в, м, и, 


получаются уже изъ уравнешя 
Ф (2) =0 
отелени |". 
Относительно вефхь этихъ повыхъ уравиешй имфыоть мфсто сообра- 
звеня, эмалогичных еъ предыдущими, съ тою ‘лишь разницею, что 2600- 
лютное похе ращональныхь чисель © замияются полемъ 9(4). 


$31, 


На основышн сказанпато можно привести задачу хвлешя отружности 
на простое число р равныхь частей па рёшене ряда АбеРевыхь ураз- 
пей простой степени, ибо расклахывая чиело (р — 1} на проетые уножи- 
тели 


в -Т == еееИ..., 


— ви — 
приведемъ задачу къ поолЪдовательному вычислешю перюдовъ 
т, м, 1, ..., 
удовлетворяющихь АБеРевымт уравнешяхь простых степеней. 
в, ву, е", ... 


АреРевы уравнеюя простыхь степененей с, и’, ей; требують для 
авоего рашеня, каюь это мы видЪли въ 8 14, 15, 16 присоединешя 
первообразныхь корней изъ едипиць степеней е,; е'; ‘ей, .,..Итакь, мы 
видимъ, что выражен!е въ радикалахь первообразнаго корня стелени р 
атризелось къ выраженйо корней изъ единиць мёиышихь степеней, кото- 
рыя суть дБлители числа р — 1. Такое постепенкое понижен!е приведет 
къ полному выраженю въ радикалахь вория степени р. 


Метода база вычислени резбльвенть. 
р 
$ 82. 


Пусть будеть ить ифото сравнеше^ 


= 9\тоа р), 
такъ что й —=24).. Тогда 


ай === ыа. 


Вудемь разсматривать пероды \, при произвольных ифлыхъ зна- 
чещяхь чнела А. Причемь мы бужемь замфпять значки больнше 2—1 
вычетами по модулю 2—1. - 

Введем, олбдуя башзуу, новое обозначене 


т а == не. ; 


чричемть, конечно, будеть имфть мЪФето ири веякихь пзлыхь значеняхь 
А равенство 


(1) о инь финны Е... бу. 
Введемь для ‘всякаго Шфлаго числа ^ ряжь: новихь чисель 
А0°, Ме, К" Ев 


‚. (то@ р). 


Тогда будуть имфть мото халйя оравнешя 


тах! 


(тоа р—1) 
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Зяачить, формула (1) иерепилетоя таль 
“ыы == ый Е иви  Рыае-- ... 


т. е. другими оловамв, 
(2) пои... 


$33. 


Раземотремъ два перодь 


8) ии... 

@ ии... 

тдь чнола №, р”, ... тыюще опредфляются по числу р, канъ въ прошлом. 
$-ф3 опредфлялись №, А",... по числу А, т. ев. 


р’ ро р" р, ... 


Можно будеть формулы (1) в (2) перепяваль тож 


за 

пе 
2-0 

а 

ло 

до Уи". 
= 


Разомотримъ теперь произведено 
(3) пению УуммЕыя, 
” 8 


Будемъ сначаль сумивроваль по &, считая $ постояннымъ, 
Очевихио, что когда # пробъгаеть полную систему вычотовъ по мо- 


хулю Г, 10 9--# при всякомъ з пройжеть туже самую систему вычетовъ, 
значить, подъ знакомъ суммы можко замфнить # на 2, и мы имфемъ. 
и 
че — ухиНя м. 
Ра 


Перемфняя порядокъ суммироважя, получимъ 


дот = Уи од" не, 
И . 
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'Итакъ, мы получаемъ 


-(4) СО == ОЗНА | пач Оч 


Помзнявъ ролями Х и, можно налшоать туже самую формулу иначе 


45) ЗА = В-НЮ | О-НЫ  " ... 


`Символь 1, опредъленный формулой (2) $ 32, бущеть давать поетоян- 
ное число, осли \==0, или, вообще, 


ХЕЕО0 (моё р), 


., И, сявдова- 


потому что при \ ==0 и Л==О (104 р), М==0, №" 
«тельно, 
О -... = 


Такъ что формулы, въ воторыя входять символы 4 — иеоднород- 
выл относительно перюдовъ 1. Но во венкой такой неоднородной фор- 
`мулЪ можно будеть возстановать однородность изъ того соображеня, что 


Е о Ы 


Мослфднля формуль есть не что иное, канъ формула (2) 8 95. 
И, значить, веяый постоянный членъ &, не заключеощй перодовт, 
моло захёнить черозъ у 


фи... 0. 
$ 34. 


Прямфръ. Разомотримь случай р=18, д=9; олБдовалельно р— №=13; 
ЯТуоть е==3, {=4. Тогда имЪемъ таблицу 


17| 
| | | 
36 це | 


71819 | 10 [11 12 
9 от] 1] 


ва | ое 41 516 
2148] р 


к |1 


Чо опредфлению баиз’овыхь перюдовъ (см. $ 26) имфемъ 
д = Ре 


Че На то 


ла + 5 в +”. 


— ие — 


По таблиц находимъ 


К 
Очевидио, что будуть имфть мфото бибдующя равенегва 
у = {8 = 1 = 25) 
ЗО 8 = Ио = 


ДО = =, 


Значить, числа ^, /, №", М" суть или 


1,8; 18, 5 
или 

2,8, И, 10, 
или 

416, т 


Для. нахождения кубическаго уравнен!я, которому удовлетворяютъ пер1оды: 
1, вычисяямъ трл произведея 


В СВ 
Получаемъ 
д, 


ии по фориуламь {4 предыдущаго параграфе получаем 
«лее ИО 55 НО | НН дн а 8 19 4-10 -- 48 = 
Ра -аРи- , 
но ч-+ 7: + №==—1, елфдовательно, 


19 = — 41 + и + 1) 5 те + 3% == — 44 — 3%: — 2%, 


(1) 91 = — 41 -- 34:24». 
Дазфе инфенъ 


"Тат == И == + |. а + дает -- 1819 = д 19-е 


= 21 1 о = 24, ул. 
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Мы мотли бы вычислить иначе произведене чт: , & именно 
ЗН = О = НН 4 за - мент |= де-Но =  -- 10 тире = 
= 21 + о — 2, 7%. 


Итак, имВемъ 
(2) Тит 29: 5%. 


Наконець, найдемь произведене тр 


ре = ПО 5 АН -- 49+9 + дао ао 945) и чу 1 = 


== 2) д -- 4—2. 
Итак, 


(8) тив == 2 и: 
Изъ уравяен! (1), (2) п (3) получаетея такое кубическое уравневе 
—4—1, —8 —2 | 


г ща 1 


Ге 


о | 
Итаиь, маходемт, ° 
Жи 1 0. 
Остается. получить уравнеше 4-й степени, которому удовлетворяють числа, 
ее, в, р, 
Мы могли бы составить новые перёоды, соотвётотвующе ’=2, & именно 


фа у кт ее 


Бяо тб 6-6 268-., 


Не трудно составить чвадратное уразнеше, которому удовлетворлеть ‘по“ 
додъ Ё. Получаемъ 


еь 


=. 


Итажь, получаемъ квадралное уравяен!е 


Вир №=0. 
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Это квадралнов уравноше заключаеть раньше вычисленные перюды въ 
своем основномъ полз. 
И, нажонець, зная &, мы вычнолишь окончательно корень ” задан- 


нахо уравневя при помощн квадратнаго уравненя 


г =, 


или 
9. 1=0. 


Если бы мы по хотЬли разематривать промежуточного перюда &, то 
получили бы прямо изъ уравнешя четвертой степени 


о 


Рене нывло бы нЪоколько другой вижь, если бы мы за первый 

проегой множитель числь р-—1 взяли не число 8, а чисяо 2. 
Булемъ производить рфшеня иначе. Пусть е==2, а тогда {= 
Тогда имфемъ 


Е В О а ло 
деи ь офф шеи я ея ле. 


Очевидно я, =— 1. 

Для нахожденл квадралнаго уравнешя, которому удовлетворяють 
перюды у # ':, достаточно вычислить произведене корней чт - 

Имъемь 


ЛИ! = че = 18 я + д + 1% + 56) + 38 — 

= не - 1 + 2 + о + 3 + к = Зо + Зе = 
Итакь, квадратное уравнен!е будеть 

Тя 


Остается получить уравнене 6-ой степени, которому удовлетворяютъ 


0. 


жисла, 


28, 0 == ес, 24, 0 ==, 


Мы могли бы собтавить новые породы соотвфтотвующ чнелу е=8, а 
именно, 
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Не трудно составить кубичесвое уравяене которому удовлетворяють 
перодъ Ё. 
Икземъ 
ЕН +6 =т. 
Составимь проивведашя 


я фиии 


В 9 


ВБ к я. 
Теперь находимъ 
НЫ = == — 1. 


Наконець, находимъ произведен е 
=, +2. 
Итавь, искомое кубическое уравиеше будеть 


6+0. 


Опредьливъ Ё, мы зычнелимъ окончательно корень и задвянаго урав- 
ченшя при помощи квадралнахо 


#—— 


и, 
или 
8 — Е г--1=0. 


$ 85. 


Веряемся теперь къ вычислению резольвенть и раземотрииъ выра- 
кеше 


ж 
{1} (9, в) = Ул 0, 
5—0 


ТД =— премитивкый зорень. степени р-— {1 изъ единицы. Или, обозначая 


вто) 
таЕъ что 
АЕ 448 (то р— 1), 
‘получаенъ 
а 
(2) (©, = Уве, 


о 
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Раземотримъ выражен!е 


(8) 2 (ее, -у= У енаеачеый, 


5 


ели вмЪото # мы подетавимъ 5#, ибо $ принимаеть значеня, не- 
сравнимыя съ нулемъ ло ‘модулю р, 10 при денномъ 5 вырыкощя Ви 38 
пробфтаюгь одиу п туже полную систему влавсовъ по модулю р зи 
иоключенемъ класса 5-0. 

Тотдь формула (8) даетъ 


{4 ( , (ЕР, 2?) = У Урень, 
^ 92 
36. 


Раземотримь сначала случай Т, р--ЛЕЕО (юр — 1), т. в., другими 
словами, можно будеть въ формулахъ (4} предыдущего 8-фа положить 
и=—.\. Тогда инфемтъ 


(=, ^^, = Уна. 
# Ё 
Будемь разематривать значеше №, не уховлетворяющее сравнению 
==0 (108р— 1). Тогда получаемь 


= Уве урн, 


Е 


2, 9- 


Чхо касается суммы Унчен, то, каж извфетно изъ элементовт, бу- 
демъ имЪть 


Уи = Ур =Ь—1, 
з * 


если #1, 2... р— 
А ебяй #==р— 1, 10 


Мну = Ув= 


Итавь, мы можемъ налисать 


р 
8, ›)(а-®, г) = — Жв-4- (р— 1) Мимино, 
ы Е 
Но извФотно, что 


пав — 1 = 


олфдоватольно 


8-9, 
10 


`Кромв того 


потому Чт0 = веть первообразный корень етепели р — 1. 
Итажь, мы лолучаемъ тавую основную формулу 


[0 (2, +)(е 
Толян же  дбантея на р 1, то 
(2, т) , +) 


$87, 


Обращаемся топерь въ случаю ТУ Л-ь пе =0 (июдр— 1). 
Тогда имВемъ у 


(2. Эт 


= Ух ИНОЙ, ера — 


ет 
1-е вть-ь вр 
= у х ааоеб-ьнывваний! | (— 1)" у воеНияе, 
а 1 эт 


Таюъ какь ХР и не дфаштоя па р— 1, то 


У эб-еНна == 
з 
и получаемъ 
1-02 
(=, ве, = ен! ты 
ЕТ 8 
1:82 
— Чид- Ор ьН тдео--ан 
=Х= @+ы ке Ури де--ровнаа-1, 
ыы 2 


Произведен! 5({ -|- 1) пробфгаеть полную приведенную систему вы- 
четовь, когда з пробфгаеть таковую по модулю р. Итакъ, инфемь 


У Еве — У бивак, 2). 


з . 
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Значитъ, мы получаемъ слВкующую формулу 


(© О, 
о чан 9) ф,»(®), 
ть 
а | 
@) фе) == Зам офьинь, 


Не надо забывать, что при вывод% фориулы (Ш) мы не прехполагаля 
сравяимости съ вулемъ по модулю ю—1 ни одного изъ эневлъ Х, в, Хр. 


$ 38. 


Фасо въ свонхъ лекщяхь по теори чиселъ показалъ, что рвшене 
двучленныхь уравнешй сводится ъ разсмотрфино фушешй %,,(е). 

При этомь оть выволь `основныя своботва отихъ функщй. Сяфдуя 
методВ Тасоб, одивъ изъ ого слушателей, Возепват, похазаль подробный. 
ходъ вычиедещя при р®шев]и двучленныхь уравненй простой степени для 
проетыхь чизель до 108, включительно. 

Мы отраннчиыся здфсь самыми осиовныеги соображенями теорш Фасо, 

Прежде всего мы видимъ, что всякая функщя ф,„(е) воть линейная 
фуньтя оть корней уравневя 


= 


сеь ифлыми коэффишентами, которые вычнеляются очель просто при по- 
мощи таблицы индекоовъ. 


$39. 


Методъ Фасо состоить въ томъ, что если мы будемъ считать дву- 
члеиныя уравношя степеней яиже р рёшенкыми, то можемъ считать е 
величиной извфетной, уже выраженной въ радикалахъ, и тогда вов ре- 
зольвенты Бавталее’а 

Х = С, 
© 9, 


хоторыя необходимы дхя нахождешя исвомаго корпя х уразвневя 22—1==0, 


выражалотея въ раднкалажъ черезъ функдфи 4, (=), 


$40. 


Итажь, разомотримь ифкоторыя свойетва фунюи Фу, ь(е). 
Прежде всего мы вихимъ на основан уравнения (П) $ З7, что 


=, 
рф, 
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Это можно провзрить и непосредетвенно. 
Разомотримъ корень # сравнешя 
Ш! (мо@»). 


Не трудно убФдиться, что котда & пробъгаеть приведенную систему вы- 
четовъ по модулю р, то ? пробфтасть ту же систему. Тогда имземъ 


а еЕа (е- и) = та К + в) Ема а 1+6). 


Кром того, очевидно, что 
ат — т. 
Умпомая первое изъ написанлыхь сравнен на -- (%-- в), а второе 
на в и складывая, получаемъ 
вета — (+ вуиа-- И = таг) — © Е и) — 
— ЕВ мяа -- 9) =: Миа — © риа +8), 


т. в. мы имфемъ 


нЕ НИ — Эна — =. 
Уенни-бчеиийено = Удеенае Мое, 
: г 
т. е., другими словами, 
Фр фр. 


$41. 


Чтобы вернуться къ Салз’овымъ перодемъ, предноложимъ по праж- 
нему, что 
р— 1-е. 
Положимъ 
в=Р, й 
& въ формулахь для фунющи %., выФето } подотавинъ ь.А. 
Тогда, если обозначим 
дев == е1, 
то 
2-й 
фе) == Урана одаунаич+ ; 
1 


а будеть, конечно, корнемъ уравнешя 
—1=0, 


Бухемь во веемъ дальнЪйщемь обозначать, 


2 
&(@) = Уави-очанявеы. 
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Вудеиь ^ раземалтриваль, нопечно, по модулю ©. Формула (П).$ Зт, пере- 
пишется тавь 
Тент (2, а, зе в). ва). 


Эта, формула иметь мЪото при воякомъ Х, такь чзо, волн въ. пей 
будемь очитать х==Р. то, 9сли р взаимно простое ет, р— 1, то въ фор- 
мул (ПГ) можно придавать 2. зназеня 

1,2, 3,...2— 8. 
Ееля же р=={ ееть дфаитель чнола р— |, то тогда ^Х принимаоть 


олко изъ слЬдующихь значенёй 


0—4 У 


ибо пн ^, ни Х--{ не должно длиться из ©. 
$0. 
Формула {1) подлежить слрующему видонзмвВлонна 
(у) (2, а = Овь. 


Формулы (Ш) и (ТУ) доотаточиы для выраженя въ радикал ие 
только корня г, но п всЪхь перюдовь 1, такъ камъ вычнолене ” это 
есть частный случай вычисленя перодь м, когда чиоло ого члеловъ {==1. 
Ограничимея потому вычислешемь пертода 9. 

Итаюь к ==р, и мы имВемь 


{0, г) = Фи а, +... Нае- а. 
Получаемъ 


ея. ии. = 
НН м-в, 1). 


Теперь формулы (ПЕ) и (Т\/) перепиутоя тажъ 
(г, па, ен, я), пуль ОАФ. 
Получаемъ саЪдующ.рядь равенотвъ 
@ 3, т-@ , ы@ 


а, у, уе-ь 2. 
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Перемиожая и замфчая, что а“71 ==а-', находимъ 


Че, пу (а 1). и). @) 


-. $ 2@). 


Умножая обВ части послфдняго равенства на (<, 1), получаем, 


(и, пу (- Пр. а)... а), 


откуда находимьъ резольвенту 


@, 9 7С- Пе) г 


Отсюда радикальное выражене для перюдовъ х получается по ебыкно- 
венной метод Растапее’а (ом. $ 18), если мы въ послфдней револькенть 
будемъ давать буквЪ « зпачен, равныя вовмъ корнямъ уравнения. 


о: 


е-- 


Въ случа в-=Г=1 получавит, 


е, И УрО. 4. 


Свойетва фунным Фу.» (е). 
& 43. 


Таль каюь ф»,» не мвияется отъ перестановки Хи р, то получитея 
та же самая фупкая 42}, овли мы выфото (., р) пояставимь ОУ, Г) в 
ФР, №). 

Чакл, что 


4 (о) = Уреаг-очьминнь = Урда оды, 


Обозначья черезъ 2" цфлое число, удовлетворяющее сравнению 


Х№ ==1 (то@е), 
получаемь 
= нае - А Е — аи (Е. 
фа: = Уирывь-вучаовмино =. Диваны, 
откула 


(1) —. ме. 
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Замфняя Х на (—^— в), находимъ 
вР-ьЙь, 
ея“ =, 
иди, умножая лЗвую часть на 


(+в, ®)(=\, +) 
(ЕН, 2) (&*, 7)’ 


получаамъ 
1 ви. 2, 
откуда 
{2) ф--ныв(е) == (— Ве). 


Изъ этой формулы выволится сразу боотвблотвонная формула для и(®). 
Въ самомъ дёль, замвнинъ числа (^, р) на (АГ, Г) в, кромЪ того, 
возьмемь корень №1 сравнея 


хи" 1 ==0 (та 2) . 
Тогда получаем 


6) = -ПАь-. 


`Формулы (1), (2) и (3) сводять вычислеше возхъ функ $ на вычисяе- 
16 приблизительно /; части. 
Далье, вмЪемь 


_. &, 7) (ее +)(Е®, +) (е-, — 1). (—1 
Ч ето С. 


Итакь нолучаемъ 


[© фе) „фр. 
Отсюда, замфняя (^, в) на СЁ, Г), получаемъ 
(5) $). ав. 


Введем» трв, педвлящихся на р—1, числа Х, в и у тафя, что 
вунмы А+ьил-Рь-Ёу не дблятся на ф— 1. Тогда 


А, (ев, (о, +)", 2 р», ®)еь, +), 
фи (ефуьь (8) { ие А 2-6 р 3, 


(©, (в, )(®, 


еее я — 5 


фены (Е 


Итан, мы видимъ, 410 произведек!е ФФ», симметрично относительно 
трехь буквъ Х, рнуи не мфняется, ебли’ эти числа кажъ угодно пере- 
оставлять. 
Тавъ, напр., получаемъ 
фьк(®) Фи, (=) 


Отсюда, замъняя (^, №, у) па’ (2№, Г, /) и принимая во виимане, что 


фы›(®) фа). 


фен ®) == $(а?), 
получазмъ 


® бо) фил ==). 


Приведенными 6-ю формулами исчерпывалотвя формулы, позволяющёя 
сводеть вычислене Ф при однихъ значешяхь \ на вычислене з$хъ же 
фунющй при другихъ.. 

ТавоЪ одьлалъ попытку при помощи этихь формулъ. для воякаго за- 
данието простого числа, { выразить вс $ (1—2) функши +(%) черезъ ео- 
прященныя величины одной изъ. пихт, т. е. черезъ $(а), 41(а?), 91(а*),... 
Его попытка оказалась удачной для вобхь простыхь чисель до 1==23.° 
ЗаеоЫ поэтому высказаль предположене, что это обетоятельство всегда 
инфетъ иЪото. 

Олнажо Ктопескег высказаль предиоложеще, что общая теорема. 
Фасоы, вЗроятно, несправедлива. 


Теорема асов. 
$44. 
Разсмотримъ теперь выражене 


фы(9), 


удЪ (-— первообразный корень, представляющий еснован{е таблицы индех- 
созъ, ярн помоще которой вычисляется сама функия $. 


Получаемъ 
—2 


3249) = у мывН-чьвЫНО , 
|= 


здЪоь Хи у мы будемъ ечиталь положительными числами; не превосходя- 
щими р—1, а у есть чиело удовлетворяющее сравненюо 


Аи УЕ 0 (тор — 1} 


и меньшее, чёмъ р—1.' 
40 
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Итакъ, имВемь 
- = 
фир) = УМЕ + 1)" (той р) . 
т 


Не трудно видфть, что сумму въ правой части сравная можно распро- 


странить на вез числа 
1,2, 3....р-1, 


160 при $1, +1==р. 
Так что получаемъ окончательно 


ри 
(1) фь (9) == У +- 1)" (то@ р), 
т 


или, примВняя формулу бинома Ме\юот’а, находимь 
д Ва 
2) Фи (9) == ЖОЙУИч (той р). 


в 


Изъ теоря зиселъ извЪотно, что 


(8) У 0(иоа р), 
евяя ий не двлитея нар [и 
{4) У == —1(ию4р), 


если р А дблится иа (р— 1). 
Поважемъ теперь, что если). --в<ор- |, то случай (4) не вотрьтитоя. 
а, вели Ав >р—Т, то этоть случай вотрфтится только одинъ разу. 
Итажъ, разомотримъ А+ ь<р—1; число › будеть =-р--1— р. 
Показатель р--й пробъгаеть слБлующя значешя 


Х=ь--». 


Вев эти’ значешя оуть цфлыя положительныя чиела и меньшя 2—1. 
Знаяигь, ни одно изъ чиеель ие длится на р--1. 

Во второмь елучаб Аир Ти у= (рф) А. Тома 
показатель #--й пробъгаетъ рядъ значенй 


ВТ, Ш 1 


О 2—в— 


Въ этомъ влучаЪ будеть существоваль одно число №, а именно А=р-—1Ы—ь, 
при котором „.-- й длится на (р 1), и мы получаемъ слхующую 
теорему Лавоы. 

"Фуютия т.,,(0) =80 (тоф р), воли Х Ри р--1, а №, (9) == 
= — Фуь (ной р) при +в >р-—1. 


баиз’овы суммы. 
$ 45. 


Разомотримъ одинь из® свмыхт важныхь частныхь случаввь выше- 
приведенной теорйя, а именно в==2. 


Тогда мы имВемъ два пер1ода, 


а 
пива Рю. фа. 


Эти два перТода носять назване Фаиз’овыхь сумиъ. 
Разомотримъ резольвеяту 


НЕ д=я—м. 


Но трудно видёть, что 


че нь 5, 


тдЪ показатели: а пробъгаетъ совокупноеть нвадраличныхь вычетовь; $ — 
«овокупноеть невычетовъ; ибо, какъ извфетно, 1адехы квадратичныхь вы“ 


четовт, суть числа четныя, а тФех’ы хвадратичныхь невычетовь суть 
чнола, нечетныя. 


Итакъ, имЪемъ 


Тогда Эк = 


откуда 


07 


Уназане знака въ послёхией фориулв предетавнло Санзз”у, по его с0б- 


ственному прязнанцо, большя затруднешя. Оказывается, что этоть знакъ- 
завиониъ оть корня ”. Саияз публиковьть свое рёшеше вопроса о знань 
зъ посяздней ‘формул въ мемуарЪ: Зашитайо диалиндате земетити петь 
Лаз. ` 

Мы не будемъ здБсь заинматься этой ‘задачей: и-отошлевы, читателя 
175 книг: проф. Д. А. Граве „Арномегическая теор!” алгебранческихт- 
величин“ т. 1, въ которой вопросъ о знаю разобрать со веей подроб- 
ностью, 

Призвиимъ @ацзг’овы суммы въ доказалельству зацона взаимности. 

Итань, возьмемь формулу 


2. 
-1} 2.ф. 


Пусть @ будеть другое проетое (чечетное) число. Возвысниъ обЪ “части: 
9— 


послфдняго равенотва, въ степень 


Полузимъ 
Е 


Ян = (1 т . 


или 
т 


(Г) Зи = (С 1 *. 


Раземотримъ выражене 1) 


ТВ Ё ие дёлитея на р. 
Получаемъ ` 


4-3 


фр, 


Если $ пробфтаетъ полную снетему вычетовъ по модулю р, то число» 
==54 будеть пробфтгать ту же систему вычетовъ, и мы инфемъ 


5. 


8 


или иначе 


® к-)^ 


Теперь. на основан разенствъ (Е) и (2} чиВенъ 


РЕ 
3 Ви — 8, = ту: (1 
(3) 1" — ба С 17° тра (@)].=. 


2) Свойства, символа Тезопёхе’а можно найтн въ книгб Д, Граве. Элемен- 
тарвый курсъ теор! чиеелъ. 1918 г. 
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„ЛЬвая часть поелфдияго равенотва предстевляеть нзь себя формулу 


(5). 


Но’такъ какъ @ нечетное простое число, то 


“Значить, въ лослфдней разности при вычитави степени а откфльныхь 
-членовь пропалаотъ, Значить, остелотся только таше члены, у которыхъ 


Фбинощальные коэффищенты имоть видъ 


99—1)...8.1 
1.2.3...“.1.2. . 


дв 
а ++... +т=94. 


Эти коэффашенты суть иВлыя. числа, дБляшрнея на 9, ибо простой 
‘множитель 4 въ знаменалеля совобыь не входить, ташь кавкъ вов числа 
<, 8,...1 меньше а. 

Значать, воф коэффищекты‘ при разныхь степеняхь г въ правой 
„части (3) делятся на 9 `н мы получаемъ 


2—1 ы 
(1 * 8) (то 4). 
Но | 
(2) (ой 4); 
лФдоватольно, ныземъ 
в ами 
с е[дычи 
0 вв) 04) 


"Тачь казжь обф чаети послфдняго сравнешя суть единицы эзятыя съ тыл, 
или другимЪ знакомъ. & модуль 4-2, то сравнеше обращается въ ра- 
венство, и мы получаемъ зажонъ взавмности 


9-е" 
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$46, 


Что васаотся двухъ дополиешй иъ закону взаимности, то первое 
дополнене состоящее въ томъ, что 


ный 


слБауеть изъ самого опредфленйя {изъ такъ-называзмато эйлеровекаго кри- 
терфума): 
Второе дополнен{е будеть состоять въ формул 


век 


т. в. чивло 2 есть квакраличный вычеть проетыхъ чисель видь 8и-Е 1 
иевычеть чисель вила 8:8. 
Въ еамомъ хфлЪ, тавъ кавь 


У» 


1 


У ея (5) , 


то отсюда находимъ сунну 


что при #=2 даеть 


У” = 
Разомотримъ теперь разноеть 


@) он. 
Найдемъ сначала 

($ 
Тень какъ 


Яфи = —Тяз—3%-=8, 
то й 


1 
1==5(—1+ 8). 


= 681 — 


СлЪховательно, 
В 
буи [1+5]. 


Тецерь разность (1) перепишется такъ: 


бу В 1+ 8] -- ы [- 1+ (= у 


или 
„_1 9, 5.1112 
Оф Не) 
Но 
т 
=. 
сл довахельно, 


а 


или, полагая 8; = У* — Уу*, получимъ 


со 


Арте 
ибо У Ув =— 


Замтимъ, что въ разности (1) во кооффишевты должны быть числа 
цбныя и четння. 


Поэтому изъ поелфиней формулы слфдусть 


з1 + (2) =3 + (— 1 рома 8). 


Изь этото сравненя вихимь, что для проетыхь чивель р формы 8я==1 


2 й 
должно быть [В =-1; а для чизель вида 8и =8, (‚)- — 1. Отеюдь 


-еоя 


нифемъ 
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Разлонене простыхь чисель вида 4% -- 1 на сумму двухь нвадратовъ. 
$4, 


Ещег докаваль очень важную теорему относительно простых чиоелуь 
вида 4п-|{-1, а именно онъ поназашь, что ‘простыя числа. этого вида. ра- 
силакываются ка сумму двухжь квадратов, причемь это разложене со- 
вершается однимъ только опособомъ. 

Изъ этой творемы получается дальнЪйшее елздотве, состоящее в 
томь, что если язкоторое чнело вида 4#--1 раскладывается двумя епо- 
вобами на бумму квахраловъ, то оно не можеть бымь простым. Тажь 
напримвръ, 65 ==12--8% н 65 ==72.--4%, и, олфдовательно, это число не 
можеть быть простым. 

Въ единственности разложешя простого числа р на сумму лвухь 
квадразовь можно будеть убЪднться тажъь. Пусть чиело р рабкладывается 
двумя опособами на сумму квадратовъ, т. в, 


рае 


" =. 
Тотда изъ тождества 
(уе р) = Е ул (@1— и 
имЪемъ 
[3 = (а уч фи. 


Церестьвляя буквы Ё ил, получим 


{2) = — у ати», 
‚„Еромв того 


„т т И) = але — и = (ру фур); 


тауь что окончательно инфемъ 


3} (1? — ув) = (ая я — и. 
Изъ формулы (3} мы замчаемь, что одно изъ чвлыхъ чисел 


{4 жа РУ, ж— и 
лолжно дВлитея на р. ’ ` 


Но по формуламъ (1) в (2) мы замфчаемъ, что эти числа, не превос- 
ходять числа р, Оба. они не могутъ равняться р, потому что тогка первая 
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часть равенства (3) дфлилась бы иа р?, чтб ие возможно, ибо м? — у? по 
численной величин меньше р, тажь кажъ оба числа ч? п у? меньше р. 
Значить, одно изъ чисель (4) должию равняться нулю, и мы поду- 
чаомъ 
эт ===, 
а у, 


(би (бт, 
откуда ” 
Е я Ват, 
и значить два разложеня оказывалотся тождественными. 
Теорля фунвшй %, даеть общее рЬшене задачи разложевя простого 
числа вида 4 --1 на квадраты. Въ самомъ дфл$; по формуль 


получаемъ 
@=А В = Унеи-ининиь = Уре, 


14$ Аи В числа афлыя, и 


хтоюда. 


Построеше правильнаго 17-угольника. 
$ 48. 
Построен е правильнаго 17-угольника, равносильное дВленно окруж- 
ности. на.17 развиыхь чаетей, сводится. зкалитически на рытеше, уравненя 
вез... ет 0. 


Решая его, какь возвраляое, получимъ равенство 


: : = 
и уравнеше 
{0 28-17 — 720 — 605 {- 152% — 1028 —10? —42-41=0. 
Полагая 
25 
в —= я В 
‘получимь 


Е == бозфа {обе Ва, - = Сов ва —з Ат а, 
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закъ что 
(2) х—=30054.. 


При нодстановкВ въ выражеще (2) значенй 
#—1,2,3,... 16 
получимь только восемь различныхь значе 
2 00за, 2 Соз2а, ...3'0088@; 
остальныя выражешя при #>>8 не доотЬ новыхъ корней, ибо 
(оз фа == Соз (11-®)в . 
Формула й 
2 С05 а Соз В = 003 (а -|- В} -- (оз (@ — В) 
понавываеть, что произведене двухь изъ корней (2) $ 47 даетъ сумму 
хругихь двухъ изъ нихъ 


[2 оз бов] == 2 оз (6 -- Ца -- 2 Сов (в — а. 


$ 49. 


Покажемъ тецерь, что абеолютныя значеня корней 2 Оозфа уравке- 
- ня (1). 8 47 будуть равны разлиянымь значеняуъ сторонъ правильнаго 
вписаннаго 84-угольника. 


Раздьлимъ полуокружность на 17 равныхъ частей и поставимь у 
точекъ дфленя числа 
о, 1,2, ... 7. 


Обозначимъ черезъ р» длину прямой, соединяющей 0 съ #; число # 
будеть взаимно простое съ 84 тотда, когда оно будеть нечетнымъ и не- 
равнымъ 17; мы получимъ слфдуюця восемь длинъ 


раз Рз» РБ» Ре» Роз Ра» Рз+ [15 


которыя будуть сторонами различныхъ (ввфдчатыхт) правильныхь впиван- 
выхЪ 34-угольниковъ. 
Мы замфчаемъ, что 
‘ра; 
=25%:;, 
№ 34 
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Тогда получается слЪдующее выражене для корня уравиешл (1) $ 47. 


. [п {а 
2 Ооз ва 28 м) 35% (5 та 3" ал 


Мы получаемъ 


я чт) 2 5 И 


2005 а=рз, 2 (0854 = — 
2 бо53а--рь , 2 (05 ба == — бу 
2 СозВа==оь , 8 (08 Та == — Ра 
2 бо чар ‚ 3 (05 Ва = — в. 


Нолагая 1) 
У = ре р -- 1 -|- в =2 С0за --- 3 (оз 83а -- 2 008 84а -- 2 (08 38а 
91 == 8 — ри — 3 — 01 == 2 (08 За -|- 2 008 88а -|- 2 Соз 85а -|- 2 боз Ва, 


нолучимъ 
Уи =т, ул =—4. 


Но 3; чиело отрицательное; потому что р: > р5, сифдовательно, ло- 
лагая у) =—- У, получимъ 
№) у Уи А. 
АЛалфе положимъ 
= раз Ев: = 2 С0; в -- 8 Со 34а 


21 = — в 08 =2 (оз 32а -- 2 005 88а . 


Очевидно, что 2, отрицательно, ибо рь>>рь, сл довательно, пола- 
тая 2 =--2/, получим ` 


{2) 2- 


Продфлаемь тоже самое для у. 


и = р — р: == 2 003 3а -- 2 008 384 


= — 1 — и ==2 005884 -- 2 (оз йа. 
Число и положительное, & число и, отрицательное. Полагая 1 = —%/, 
получииь 
(3) мб и= у, ий =1. 


Нанонець, пыфемь 
дара, =: 
откука получаем 
(4) и, их, ==. 


*) Число 8 есть первообразный корень числа 17. 
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Поетронвъ х н 3, получимь р, сторону правнльнато 34-угольника, 
<, значить, и сторону празадьнато 17-утольника, 


$ 50. 


Получаемъ слёдующее построеше формулы (1), {2}, (3), (4) преды- 


хущаго параграфа. 
Отъ точки С, взятой на произвольной прямой УС, отьнадываемт. 


1 = 
отрзокъ 00, равный по величиив 4 иронзвольно выбрашной единицы: 


Изъ точки О возотавляемъ кз прямой ТП иериендикуляръ н откладыва- 
эмъ на немъ единицу дляны ло точки А. Изь точан О, какъ изъ центра, 


ы 


Черт. 16. 


онисываемь огружность радтусомъ равпымъ СА; обозначимь вто точки 
вогрьчи съ прямою ТИ буклами В н Р. Нетрудио вижёть, что 


зъ самомъ дЬлЪ, имфемъ 
202 —208=400 =1, 


@) 
20Р.30В == 404? = 


Соехинимь точку А. съ точками. В и С прямыми АВ и АР и про- 
должимь каждую въ об стороны; изъ точки В, каюь изъ центра, радёу- 
<омъ равлымъ длин ОВ опишемъ окружность, которая вотрётить иря- 
мую АВ въ зочкахь Ри М. ° 
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Нетрудно вижбть, что 
АМ, АР=ьи; 
въ самомъ дёлЪ, имбемъ 
АМ— АР=РМ =З0В= у, 
АМ. АР-=04*=1, 
значить, равенотва (2) $ 49 имоть мото. 
Подобпымъ жжо образомъ изъ точки 2, номь изъ центра, радусомъ. 


равпымъ длни$ ОР опишемъ окружноеть, которая вотрфтить прямую РА 
въ точкахь Ми @; нетрудио видфть, что 


АМ-и, 490 = 


въ самомь дЬлЬ, имВемь 
А9— АМ= № =200=у, 
АМ. 49 = 04: =1, 


слфдозательно, заши равенства (8) $ 49 ныфють м5ето. 

Далье изъ точки А, каюъ изъ центра, радгусомъ, равным ОА =1, 
опишемь окружноеть переофкающуюся въ точк® Е съ пряною АЛ; на 
прямой ЕМ№, казъ на Мамотрв, постронмъ кругъ, который пересфчеть 
продолжене прямой АВ въ точь И; изъ точки И, кавъ изъ центра, 
радувомъ, равнызть половийф отрЗзив АЛ/, дБлаемь на прямой АЛ за- 
ефчку въ точкБ @; изъ точки (@,, какъ изь центра, тьмь же радрусомъ 
описываемь.. окружность; эта окружность проходить, очевидно, черезъ точку 
Ен вегрЬчаегь въ точкахь Хи Н прамую АР, 

Нетрулио видЬть, чю 


АК, АН 


въ самомъ дВлЪ, ` 
‚ МА 
АК--АН=ЗКа=2.- = АМ == 


АК.АН = Р4—=АМ.АЕ=и. = и, 


к, ‘олъдовалельно, АК воть сторона вписаннато въ круг тридцатичетыре- 
утольника. 

Полученная сторона АК соотвфтотвуоть трихцетичетыреугольнику, 
вписанному въ кругъ радуса равнаго единицВ, т. е. АО на нещемъ 
чертежБ. 


ГЛАВА хх. 


Рьшеше уравнев въ радикалахъ. 


$1. 


Обращаемся теперь #ь задам ‘алеебреическоло рьшешл уравненй. 
въ которой требуется выразить корни заддииато уравкеня при ломощи 
ряда радикаловъ, Георйя групиъ длаеть замчательно простыми во от- 
нослщйяея къ этой задач соображешя, 


м 


Воли мы пожелаемь ясно представить 066% задачу, то придется раз- 
суждать тавъ: надо расширить основное поле © черезъ послВдовалельное 
присовдинев!е ряха радикаловъ тажимъ образом, чтобы въ окончалельно 
похученномь полф зввлючались или воф кории заданнаго уравненя, нли, 
но зрайней мёр%, иВкоторая часть этихь корней, 

Здфоь являются два вопроса; 1} возможио ли такое ракинирене поля, 
2) вели оно возможно, то важь осуществить это расширене. 

ВеяыЙ новый присоодиняемый радикаль Д воть корень уравнешя 
Види 
(0 . ДА 


225 т нахуральное число, а 4 величина изь того поля, къ которому ра- 
дикаль 2 присоеденяется. 
Итакъ, указанное рабтиреше поля совершается при помощи корней 


двучленныеь уровненй (1). 
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Если неприводимое уравнене рёшается въ радикалахь, то его груи- 
иа поел присоезиневя вофхъ этих» раликаловъ дошияа приводиться къ 
единиц. 

Если выражается въ радикалах» только часть корней, то послВ при- 
соединен!я этихъ радикаловь уравнене должно сдфлалься приводимымъ, 
слфдовательно, его группа должна перестать быть траязитивною. 

Мы знаемь уже, что измБнен!е трулпы оть присоединен можеть 
состоять только въ пониженши ея порядка, поэтому въ обояхь случаяхъ, 
рышзается ли уравнеше вполнф или получалотся только нфкоторые хорни, 
должно происходить понижене порядка группы. 


$4. 


Присоединимея къ енособу равсужденйя, предложенному Логдатом 1), 
Тазжъ каль всякое двучленное уравнене есть АфеРево, то его рьшене 
«водится къ рёшенйо ряда циклическихь уравневй простой степени. Надо 
напомнить, чо при рышени цивлическихь уравиенй вводятся корни изъ 
едниицы, но эти корни суть сами корни АеРевыхь уравней и, слфдоза- 
тельно, ихь выражен!е черезь радикалы оводится къ ряду новыхъ цикли- 
чесвихь уравненй простой степени. 

Итакъ, можно сказать, что если корень заданнаго уравненя. можеть 
быть выраженъ въ радикалахъ, то онъ находится въ пол, получаемомъ 
ть присовдинещя къ основному @ ряда корней циллическияь уравненй 
простой степени. 

$5. 

Итаюъ, предположим, что мы произвели воз, необходимыя дяя алге- 
браичеекаго вычисления корня заданнаго уравнен!я, присоединея корней 
цивлическихь уравиенй. Группа понизилась, Пусть первое поныжене по- 
ряда груипы @ заданивго уравнеюя совершиловь при присоединени-н$- 
хотораго онпредфленнаго изъ ряда приеоединенныхь корней.. Тажинъ обра- 
зомъ мы прихолимъ къ задаль: 

Найти условя, при которьть возможно понизеше порядка орут 
@ дантало уравнейл при яривовдинани корня циклическое уравиеня 
ровтой степени р. 


3) С, Зогвап. ТгаЦ6 4ез зибабай ол, Р, 586. 
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Для общности можио заданное уравиене не предполагать неприво- 
димымь, достаточно‘ требовае лишь неравенства, корней. 

Итакъ, нусть понижен ‘труплы @ совершаетея оть ирисоединеня 
корня Е циклическаго уравненя (2) =0 простой степени р. Мы булемъ 
предполагаль, что поле Я, къ которому’ мы присоединяемъ #, получено 
изъ осибвного черезь ве предшествовавийя присоединения. 

Пусть корни уравненя в(2) =0 будуть 


Е 


Гакъ какъ цнклическое уравнеше воть АЪе?ево, то мы имВемь 


=, 


=, =, 8. 


Итакъ, пусть присоединене Ё сводить группу @ на ея хЪлителя 0, 
съ индексом у; значить, въ пол (Е) группа баз‘ для заданнаго урав- 
пеня будеть бу. 

`Въ $ 26 главы ХУН мы видфли, что ицдекеъ 7 должелъ быть дВли- 
телем р, но р чело ‘простое, слвдовалельно, 1 ==. Въ томь же пара- 
трафЪ мы витфли, что корень # долженъ быть патуральною ирращопаль- 
ностью 


9 (20, 21, 2р-у. 


Функщя ® принадяожить къ групп @/. Шели мы разложимъ группу 
@ ла соиряженныя системы по подгрупп @,, то получимъ 


в —@, + 6,5, + 619. .., + 6,5», 


тдф подотановна 5, переводить корень Ё въ &, 
Группа, къ жоторой принадлежать корень & ‘есть 


51648; 


Тажъ вакъ корни  н & на основи свойствъ А`еРовыхъ уравнешй 
выражаются ращюнально одинъ черозъ другой, то, значить, они принах- 
лежать въ одной и той же группВ 


в, = 


61,8, . 


Такь какъ послёдиее равенотво нифеть мото при воякомъ знале- 
яш $, то подгруциа @\ есть нормальный дЪлитель группы '@. Мы прихо- 
дамъ въ стБдующей основной теорем: | 

Дал возмоеносты рльшеня въ радицалахь уравиешя необлодимо, 
чтобы в зрупиа @ илтьла пормальиио дълителл 6 простозо индекса. 
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0 разрфшимыхь группахъ. 
3.6. 

Обращаемоя теперь къ нахожденио необхобимало и достаточно 
уелов!я для полной рышамости въ редихалахъ. заданного уравнеша. Если 
зов хорни уравнешя выражмотея зъ редикалахь, то группа ураваещя 
посжВ прнооедннещя всВхъ этихъ раднкаловъ должна свестиеь къ единиц. 

Мы. видЬли. уже, то группа @ разрфшимаго въ раликалахъ уравие- 
ин должна имфть нормальнаго дьзителя (©; простого индекса р. Ееди 
@, =1, ‘то группа @ воть циклическая простого порядка. Если эке группа 
@: ‘отлична отъ едиинцы, то мы можемь примнить въ ней 1$ же самыя 
равсужденял и получить, ч10 эта группа @, должна имфть иоваго зор- 
мальпаго уфлителя @, простого нидекса ф: ит, д. 

Опредюлене. Мы будемь чазывать разртииимою веяную зрутту @, 
длл котороф можено составить рлдз подрунть 

{@, @:, @,... бы, 1 


83 потороме назедал елодующая зрута бур сеть нормальный дьлигтель 
предыдущей 6., лью простой чиденеь р; (бк = @, =). 


т 


Теорема, Необходилиьмь и достаточными условемь возмооюмостие 
амобраичестио утуиещя уравненя леляется свойство разрпильности в 
эру, 

Свойство разрышимости группы нахо понимать въ смыслв опредвле- 
зн предылущаго параграфа. 

Необходимость теоремы слздуеть непосредственно изъ соображеяй 
‚88 5, 6. Обрынаемея теперь къ доказательству ея достаточности. 

Итажь, пуегь группа @ хапнато уравнешя разръниимал, докажемъ, 
что.в6$ корни уразнейл сыражаютел въ радиналахъ. 

Мы имемъ рядъ подбрупиъ 


©, в, @,... брт 


проетыхь индехсовъ 

Нусть нидекоь @; относительно @ есть простое число р. Беремъ 
'‘функано «(щ; т, ...,-:) корней задавиато уравнешя, уринадлежаную 
`чпочно подгрупп @:, тогда, примвная жъ ‚фунт ® воЪ подетановки 
‚трутиы @, подучимь` выражещя 


@ о, а, р, 
ЗЕ 
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которыя будуть корнями яЪкотораго уравневя 


(2) 9) = 


степени р ненриводимаго въ осковкомъ пол ©. 


Вельдотые нормальносты подгруппы @,, вов величины (1) принад- 
дежалъ одной и той эже групп @,, слёдовательно, во онф выражаются 
‚фашонально черезь одну в. Уравнеше (2) АБеРево и въ тоже время, 
будучи простой отепени, циклическое. Присоединен:е в къ полю @ сводиРь 
на основани $ 15 тлавы ХУП груиу уравнеёя @ къ подгрупи® @. Но 
зеличичь , кекъ корень циклического уравномн выражается эъ ради- 
калахь, слфдовательно, понижене груины на подтруппу @, совершается 
черезъ присоединен радикалов. Подобнымъ же образомъ можно будеть 
далье помизить труппу хо подгруппы @, черезъ присоединеше новыхъ 
радикеловь и такъ далёе до конца, когда группе обратится въ единицу 
и получится полное алгебраическое рётене заханнаго уравненя. 


$3. 


Остаютея овазаль два слова отяосительно случая, нотда ифкоторые 
изъ корней заданкаго уравненя выражаются въ радивалахъ. 


али не предполагать неприводимости уравненя, то ни векихъ за- 
ключея!й сдБлаль пельзя, ‘ибо возможны самыя разнообразныя явленя. 


Перемножниъ двь уравненя 


ро, Ба) =0 


тогда получимъ ‘новое 3 


8) __ Нод = лед 0. 


ель уравнене /(=) —0 рёшается внолнф въ радикалахт, то часть 
корней уравненёя (1) выражается въ радикалах, причемъ, ебли /2(2) =0 
рЬшастея также въ радивалахт, то иметь мото случай полнало р®то- 
я уравнен1я (1). Если же уравнеше /›{2) ==0 не рышается въ радика- 
лажъ, то не будет существовать полнато рьшешя въ радихалахъ урав- 
нешя (1). 

Если мы будомъ“ разематривать непривохимыя уравнезя, то для 
нихъ существуеть творема, замфченная АБеГемъ. 


Коди одиль корень нвириводильио уравнемл получается через ру 


теще рлда чиклическихть уравнений. то уравнене допуекаеть полное алав- 
браическое рилиенае. | 
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Не омотря на большую важность этой теоромы Арегя, мы не будемъ 
останавливаться на оя доказательств, отвылая чатателя въ довазатоль- 
ству, данному профеесоромъ Д. 9. Селивашовымт 1). 


$9. 


Ирныфромь `разрьшимой труппы можеть служить оимметрическая 
трунпа @ подотановокъ четырохь бунвъ. Еели мы обозначимъ черезъ 4 
ея знажоперемВниую группу, черезъ И — \Чегетегирре н, наконець, че- 
розъ @-- группу (4) $ 22 главы ХУ. 

Мы будемъ имЪть рядъ подгрупиь 


а, а, т, 9,1 
<ъ индексами 


Такт, вакъ эти индексы суть простиыя чнела, то группа @ разрьши- 
мая и общее ‘уравнете 4-й етонени рышаетоя въ радукалахь. 

Приведенное нами въ $28 главы ХУ полкое рътшен!е уравнешя 4-ой 
«тепени ость о что иное, кажъ осуществлен! на коперетномь примврь 
соображений доказательства, приведенного въ $ 7. 


$ 10. 


Опредьлене разришимной грунпы находится въ связн со слБдующими 
зесьма важными разсужденнми догдал’а. . 

Цусть разематризается произвольно взятая група @. Еели опа про- 
«тая и не эмфеть нормальныхь дфлителей, то пишемъ только два, знака. 


@, 1. 


Допустимь, что группа @ иметь пормальнаго дЪлителя 6, , обладаю- 
щаго свонетвомь не завлючаться въ другомъ пормальномъ дфлителв ббль- 
чнаго порядка. Дня группы 6 соотавляемь подобнахо же нормальнаго 3.5* 
лнтоля @; и продолжаемт залфе пока не дойдемь до простой группы 
@:-:, имощей, отфдовательно, однницу единотвениымь пормальнымь л7 
лителемь. 


Полученный рядъ посльдовательныхь нормальныхь дфлителей 


(0 #. а, @,.... бт 


зосить иазволИе ряда Лот4ам’а, для заданной зрупты Сб, 


1) 5. Замапой. Аоа Мабиешайса $. 19, 1895, 
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Цуоть будеть соотв тотвуюциЙ ряду (1) рядъ индоквовъ 


(2) р, 2, Ва, --- быт. 


Опрехьлеве равришилюсти состоить въ томъ, что чшела ряда (2)- 
зеБ простыя, у 

Фотдап доказываеть отиосительно ряда (1) олЪдующую весьма важ- 
пую теорему: ` 

„Разложеене улуить @ въ рад (1) по нормальнымь дюлилтеллиз мб- 
эюетз быть произведено на чтъскольно способовз, 0 при ваьхь этиихь раз- 
лимииыхь разложеняхь рлдъ (2) состонть вееда ивз пише ое чисель, 
зтолько, бълнь мозветв, равположенныяь вз друзома порпдиь. 

Можно сказать, что, если группа @ заланнаго уравнешя вмФетъ рядъ, 
{Т) нормальныхь дфлителей, то рышенше задалнаго уравнешя еводитея къ 
Увшению ряда нормольныхь уравнешй 


(3) . $(#) =0, 91(#) 


..: 9-2) 


степеней 2, №, 2, ... 1. 

Если числа (2) веЪ простыя, то уравненёя (3) веБ цикличеся и 
происходить полшос алгебранческое рЪышене задамиато уравненя. Если 
етепень 2; иъкоторато уравнешя 2{=2)==0 число ие ироетое, то это урав- 
цене же рюзииетея въ радиколахь. Въ самомъ дьлЪ, НЫвег’овевая группа 

в . 
бы 
не заключаюнийся въ большемъ (см. $ 23 главы ХУП). Слдовательно, но 
имфя другнхъ пормальныхь длителей кромф единицы и будучи соетан- 
ного порядка, группа уравноня (7) ==0 ие можеть быть разрёшимою. 


уравнешя ©(2) =0 проетая, ибо С: есть нормальный дфлитель @., 


Теорема Фотат’ь о нензмфииосхи ряда инденсовь можеть имфть 
зночено въ хомъ смыель, что трудпость рёшешя уравнешя не мёняется, 
хакъ ‘бы ци вести само р?ищешо, ибо придется проходить черозъ нор- 
мальныя уравненщя тхь же стеценей. 

Я ве буду остамавлаваться но доказательвувЪ теоремы Тотдат’а, по 
бльтующихмь соображещямъ. Воли уревнене не рЬшаетея въ радиколахь, 
то теорема Тогаал’а имзетъ мало прантническато значешя. Если уравне- 
ве алгебранчески рёшается, чо теорема Зогбал’а иметь значене глав- 
лымьъ образомь при сравнейн разныхъ родикальныхь выражен одного. 
и того же кория. ПосяЪдшй воирось ихфеть мало зиачешя для пашего- 
элемеитарнато изломеш, 
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Теорема АБеРа. 
4 Н. 


Теорема. Уравнемя выше четвертой степеви, не цаноюция аффекта, 
ие ртлчаюзнся въ радижалаль, 

Не основами доказаннаго пъ $ 5 главы У мы вадимъ, что симие- 
‘трическая группа @ подотановокь болфе четырехъ элемеитовъ не инфеть 
хругахь нормальных дфлителей кром8 знакоперемфиной группы 4. Въ 
$ 50 тавзы У доказано, что при чиоль олемонтовъ болье четырежь группа 
А простая, имфющая, сиЗдовательно, единственным пормальнымьъ дВли- 
‘телемь адиничиую группу, 


Итакь, единственный возможный раядъ Тогдалга есть 


«въ индексами 


‘уажимъ образомъ мы замбчаемь, что групвь @ че разриишииая п теорема, 
АБеРа доказано. 

Локазаниал лами теорема занлючаеть камь частный случай теорему, 
«относящуюся въ буквелкымъ уравиевямъ, 


Буквенные Зравненая въпие четаертой степени не реиииотоя в5 ради- 
калаожь. 


Рьшене численныхь уравненй, 
$ 13, 


Теорема. Разрьшимая уууитеа имъетз опьличноло ота единицы ком- 
_мутатиеноло нормалыило дьълилтеля, 


Дия группы простого порядка теорема, очевидно, иметь мфето, ибо 
эта группа какъ циклическая есть. сама, коммутативная. Для показатель 
ства общей тооремы употребимь оповобъ индукщи: предиоложимь, что 
теорема справедливь для групиъ менышаго порядка. 


оли задана разрфшимая группа 4, то эта, группа имфеть нормаль- 
наго дЪлителя @, простого нидекса. Предположимь, что для групны @\ 
`теорема справедлива, т. е, что она, ныфетъ коммутативнаго нормальнаго хвлие 
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толя Ш, поважемтъ, что иодобнаго нормального дфлителя Н булеть иыфть 
ц эвданная труппа @. Если Н, есть эъ тоже время нормальный дёли- 
толь групиы @, то теорема доказепа, ибо можно положить Я == Н,. 
сли Н, не сеть пормальный дфлнтель группы (’, то преобразовы- 
зая веВми элемептима @ групиу Н, получим» ряду, сопряжепныхь труппъ. 


(1) Н,, ь, ...Вь. 


ВоВ эти группы будуть коммутеливныя, кажъ изоморфныя въ Я\. 
Кром того вов эти группы будуть пормальные хФличози груцпы @;, ибо 
труппа Н,=8-Н,5 должна быте пормальнымт дЪлателемъ группы 5-16. 8; 
а ть поолёдияя совполаеть съ б. 

Еели группы (1) имБоть общев пересфчеше Й, то групиа В будеть 
нормальнымь дВанеелемь @ и теорема опять доказала, волн только В 
отлично отъ одиницы. 

Остается раземотрфть лишь случай В--1. 

Предположимь, чо зв И, выбрать коммутативный пормальный дфли- 
тель группы О идименышало порядка, тогда, очевидно, общьмъ олемен- 
томъ кождыхь двухъ групиь Н; и Н, можетъ быть только единвца, ибо, 
инале, общ дълитель Н; и Н, даль бы коммутатавнаго пормальнаго д%- 
дителя меньшого порядка. 

Возьмем произвольно олементь А изъ труппы Н;, в текие пронз- 
вольный элементь В изъ груипы Н% п раземотримь произведен 


{2} АВВ. 
Если это произведене перенишемъ такъ 
{ааВ-Ыа)В, 


о оно припадлежить къ трупнф Нь, ибо А—'В-'А коюъ преобразоване- 
элемента В-' нормального дфлителя БЫ; про помощи элемента А группь 
@: хожно девать новый элементь того же нормальнаго дфлителя, Нодоб-. 
нымъ же образомъ, переписывая произведение {2) тавл, 


А-(В-'АВ), 


зам чаемь, что оно заключаетея въ трупи Н,. 
Итакь, проязведеше (2) должно быть общимъ олементомъ двухь 
трупаь Ни, Нь, то есть 
АЛВ-мВ=1, 


или окончательно, 
ЯВ == ВА. 
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Мы пришли къ теоремЪ, что аябменты разныхь группъ (1) переста- 
новочны, 
Нусть 4: пробътаеть вою труппу Н;, тогда элементы 


А = 4,4... 4... 4, 


обравують нёкоторую группу Я, 

Дотажемь, что труппо Н будехь искомымъ коммутетивнымь нормаль- 
ныкь дфлитолемъ группы @. 

Коммутативность группы Н слфдуетъ изъ перестановочноети элемен- 
човъ разныхь групиъ (Г) и изъ коммутативности каждой изъ этихь групи 
въ отдфльносети. Чтобы, убфдиться въ томъ, что Н пормалкный дфлитель 
@, достаточно калисать формулу 


$148 = (8-14,8){5-14,5)... (5-—14,5). 
& 18. 


Итаюъь, мы пришли къ убфжденно, что всякая разрфшимая трупив 
должнв имфть отличнаго оть одиницы коммутоивнахо ‘нормальнато двхи- 
теля, Нокажемт, что единетвенное возможное предположеше соотоить въ 
‘томъ, что порядокъ этого пормальнато хЪлителя должень равняться 


2", 
т. в, стенени простого чиелв. р. 
Въ самомь дьшЪ, лопустимь, что порядокъ т коммутативваго нор- 
мальнаго двлителя Ы воть 
т =, 


произведоше” двухъ взаимно’ простыхъ отличныхь оть единицы чиевль @ 
и 6, тогда мы покажемь, ‘что. мооюно найти два друшиеь коммутатив- 
ныхз нормальных дтлителя $ в $. порядков дп ®. 

Существовыйе двухъ лфлителей 9; и ©, ведеть къ противорфяйо, 
» именно; если мы будемъ предполагать заданное уразнеше ириматив- 
„кЫМЪ 1), то оба дЪлителя (ом. $ 13 главы УЗ) ‘должны быть транзитив- 
ными, олбловалельно, степень % заданного. уравненя должна дЪлить об 
порядка @ и $. что невозможно. ” 


$. 


Итажъ, займемся довазательствомъ предложешя, что если раврфши- 
ивя группа @ имфетъ Абелева нормальнаго хЪлителя Ы порядка жаб, 


1) Очевндно, что только ташя уравнешя и подлежать изблждован?ю. 
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чо онь имфеть похобнато же дВлителя $ порядха а. Для этой цзлЕ вой- 
хемъ въ кЪкоторыя подробности отиобительно абелевыхь группъ вообще. 


Нусть Н будетъ абелева группа порядка т, & 
{1) В =1, 5:,... Вы 
<я эременты, порядки которыхь пусть будуть 


а, @, 


. ат 


Путь а, &, = принималотъь значешя полной системы вычетовь 
ло модулямъ @1, ба, -..@в;, тогда вояый олементь труциы (1) можеть 
Фыть прехставлень въ такомъ вядЪ 


6, &, 
Г 88... 5 


и иритомь одинажовое число разъ. Очевехно, что волый эдементь 5; группы 
(1) получится, полагая въ (3) 


В =0,...62:=0, ВЕТ, бы =80,...ы=0. 


Доважемъ тешерь, что при различиыха значеняль помазателей & 
каскдый элементь будеть повторяться одинаковое число разз. 


Разомотрихъ равенство 


(3) 


„Положимъ, что мя нашли вов системы цълыхь положительныхь чи- 
селъ 2, 2.,...=„, удовлетворяюнуя равекотву (8). Обовначимъ чиело 
такахъ спотемъ черезь 4, тогха нетрудно вндЪть, что каждый злементъ 
$ групы можеть имфть М представлений въ форм (2). 

Въ самомь дфлЪ, предположимь, что элементь 5 получветея при 
‘иЗкоторой сиетем® 

Ы:Ы, --- 


показателей; тогда тоть же элементь 5 получится и при систем 


аа, 6 Ь, ыы, 


ба 


Е Е Ё Е 
В, ВВ 


ил. Е фт 
бы = 5, 6... Вы. 


Сь друтой стороны, другихь продотавлешй этого элемента 5, не 
получающихся при помощи показателей (4), не всуществуетъ. 
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Въ самомъ дФлЪ, разомотримъ какое нибудь другое предоставлен 
того же элемента 5 


вв, "... 5. 
"Тогда получасмъ 
9.9"... в 
ихи й й 
Вт. 
Значить, разкости 
тЫ, в, 2. ты 


должны представлять одну изъ системъ чисель 


ЕВЕ 


и мы получаем, слЬдовательно, 
а-я, = +2, .. На, 


т. в, показатели 
И» 2. > т 


зыразидотся по формуламъ (4}. 

Итекъ, мы видамь, что чиедо представлен веякаго элемента 9 
равно М. т 

БВудемъ давать эъ формул$ (2) показалелямь значещя, пробъгающя 
полныя онотемы вычетовь по модулям а1,... а». Число получаемыхь 
такимь образомъ выражен будоть разно произведено ва»... а»; при 
этомъ будуть получаться вов т элементовъ группы, причем кеждый М 
разъ, и мы получаемь равенетво 


(5) 2:02... би == ИМ. 


Равенство. (5} показываеть, что всякое простое число р, входящее 
въ порядовъ т трупны, колжно входить множителемъ въ порядокъ (и, по 
крайней мёрь, одного изъ элементовъ 8; группы. Итакъ, и==рх; тогка, 
элемент 52 группы будетъ имЪть порядонъ, разный простому числу ри 
иы получаемьъ такое предложене: волколиу простому чиолу р, входящему 
4% порлдокь зрупты, соотвзмнствуеть, по крайней змырь, одинь влементь 
зрупты. илыощёй этоть порядонь. 

Нетрудко видть, что есля А, В, С,... суть эмементы абелевой- 
труицы, порядки которыхъ суть «, В; 1т,..., то произведеше АВС... 
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иметь порядожъ, равный дфлителю нзименьшаго кратиаго в зисель в, 


8,1, ... Такое свойство слвдуеть прямо изъ формулы 
{АВО.. == АВВЕОЬ ... = 1. 
$ [5. 


Покажемь теперь, что въ абелевой зрутииь НЫ морядка т == аб , 10% 
числа @ и 6 взаимно тростыя, существуеть ровно а элементовь 4, по- 
‚ряды которыте суть дъжипели числа а, и ровно, ь элементовь В, ив- 
рлдки которыть вуть дълители числа 5. | 

Совокупность элементовь А образуетъ, очевидно, вфкоторую под- 
труппу &, а совокупность элементов В образуеть полтрувпу 3. Пусть 
п! будеть порядокь подруппы У, а $’ порядокъ подгруппы %. 

Группы 9 и % не могуть имфть кромф едивиды другихь общихь. 
эдементовъ. Покажем, что число и’ (поралокь %} взаимно простое съ $. 

Нусть р одно изъ простыхь чисель, дёлящихь а’. На основан 60- 
ображев предыдущего парагрефа существуеть въ %[ элемент порядка. 
‚р; значить, чисяо р ДВЛИТЬ Число @, & ме Число 6. 

одобнымь же образомъ локажемъ, что число В’ (порядокъ %) вза- 
ныно простое въ а. 

Равемотримь символическое произведеще 


2, 
обозначающее совокупность элементовъ вида 
АВ, 


гдЪ А пробъгаеть группу %, а В группу %. 
Поважемъ, что 
@) 8=Н. 


Въ самомъ дЪФлё, воявШ элементь вида АВ воть въ тоже самое 
зремя элементь изъ Н и обратно, можно показать, что всяк олементь 
Я изъ В ниъеть вихь АВ. Для хоказалельсгве, этого найдемь два, чиела 
= и у, удовлотворяющея равенетву 


аа у=т1, 
тогхь имЪемъ . 
{2} 5 = 582. 8, 
о очевидно, чго . 
{3) ` с (берет, (брт, 


вбо аф-ет, & б"==1 при веякомъ элементв 8 любой групны порядка т. 
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Формула (2} убёждаеть въ спразедливоети того, что надо доказать, 
260 нь основан (3) б% веть элементь изъ 9, а 522 элементь изъ 3. 

Длл довершеня доказательства формулы (1) достаточно убъдиться, 
что веяшй элемент $ груплы Н только однимъ способомъ представляется 
въ зидз АВ. 

Допуская возможноеть хвухъ подобиаго вида предотавлен , получимъ 


АВ = А: В, 
или, переписывая иначе, 
АА ВВ, 0. 


Элементь С принадлежить къ %, вели судить но его выражено 
и принадлежить также къ групп %, если судвть по выражение 
сяфлдовательно, С=1, откуда АА 1==1, ВВ; 1=1, или 


А =А, В = В. 


Итакъ, формула (1) справедлива, 
Получаемъ, очевидно, и == а'5" по числу различныхь между собой 
произведемй АВ. ° 
Равенство 
аи 
приводить, очевидно, къ двумъ слЪхующим» 


аа, #=Ь 


и теорема, поставленная въ начал параграфа, доказана вполнЪ. 


$16. 


Пусть Н ебль нормальный абелевсвй длитель разрёшамой группы 
@. Цокажемъ, что, если порядокь Н есть и ==аб, гдЪ аи © лва отлич- 
ныхь отъ единицы взаимно простыхь числа, то можно найти другой абе- 
левскй нормальный хзлитель ® группы 6, порядомь котораго бухеть а. 
Пусть группа Н еостовть изъ элементов 


91, 4, ..: бы. 
Тогдь зозвыбнаь эти элементы въ степень ©, получаемъ 
{п.. 82, 5, ... боб. 


Н»которые изъ этихъ элементовъ (1) будуть одинаковые. Покажем, 
что различные изъ нихъ обравують искомую групиу ©. 


Формула 
УЗВ = (ЗУ = Ва, 


тдВ Х ироязвольный элементь изъ @, показываеть, что $ нормальный 
дфлитель 4. Нокажомъ, что порядокъ $ какъ разъ равелъ числу а. 

Очевидно, что поряхокъ казллаго изъ олемептовъ (1) воть дЪлитель 
числа а, ибо порядовъ каждато элемента 5; группы Н есть дВаютель по- 
радка п ==06 этой группы. . ` 

Съ другой стороны, ероян злемонтовъ (1) захжючается вся эле- 
менть 8,, порядонь хоторато воть дФлитель чпола.а. Въ самом дфлз, . 
вели б2==1; то, подбирая чнела х и у такъ, чтобы было ах-Е у=1, 
мы получимъ 


5, = биабун = (9) == 9, 


т. е., злемелть 5, заключается между элементами (1). 
Припоминая предылущ параграфъ, мы приходамъ къ заключению, 
что порядокъ группы ® веть а. 


$ 18. 


Сопоставляя послфдь1е результаты еъ соображенями $ 13, мы при- 
ходимъ къ закмоченно, что всякая примитивная разрЪшиман группа @ 
должна имбть отличнаго отъ нуля абелова пормалькато дзлителя © по- 
рядна °, тдЪ р простое чиело, & « иБкоторое натуральное число. 

Группа $ должна быть транзитизпа, ипаче групиа @ будетъ импри- 
митьвной. Слфховательио, степень м уравнешя, подлежалияго изученно, 
должна быть дЪлителемъ числа р”, то веть 


==. 


„Мы пришли такимь образом жъ знаменитой теорем АБеРа т). 

Велиов ртишавнов вё радикалаль пеприводимое уравнете, степень 
жоторазо дьлител во крайней млырь на два различное простыть числе, 
должно быть имприлиипивнылмь, 

Этой теорем @аю8?) хазть иную формулвровку. 


Для разрулиимости в5 радихалаль примитиешио уравиеня степени 
эй долиено быть т == 2, 10% р проетое чиело. 


1) В. @тауб. Сошшейё ой 6егЙ 1е5 геуцев евоусюречиов, Протоколы Ковек. 
Физино-Матом. Общества. 
2) Е, бл1015. Оецутов сошр вез р. 11. 
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Итаюъь, пусть © булеть коммутативный нормальный дитель грукпы. 
@, иуощ порядокь р" оъ вовможко малымъ показателемъ , лажь что- 
всяк отличный отъ одинывы дЪлитоль группы ® ие будет уже нормаль- 
ымъ дфлителемь (. 

Покажемь, что ве элементы ® ихМоть порядокъ в. 

Допуетныъ, чго есть по крайней мЪр одишь олементь порядиа р”, 
тд ^>>1. Раземотримь совокупности, 91 олемеитовь изъ © тажихь, ло- 
зядки которыхь пе выше р^-*. Совокупность  будеть группа отличная, 
очевидно, отъ сдиницы. Нетрудно убъдиться, что % будеть нормальным. 
двлителемь группы @. 

Въ самомъ дЪлЪ, вели мы возьмемъ одияъ элементь К изъ %, то. 
очеввлио, что 5-188 будеть имЪть тоть же норядокъ, что и К, т. в. 
8—8 будеть принадлежать къ той жо груш %. Мы пришли къ про- 
твоорзчю, нбо мы продположили, что группа ® не можеть имЪть лфли- 
т@ля подобиако №. Итажъ, \ =1. 


$ 19. 


Чтобы раземотрать ближе свойства группы ® воспользуемся ея свой- 
отвомь, что порядокъ важдаго ея элемента, отличнаго отъ единиды, есть р. 

Возьмемъ произвольный элементь А; порядка р группы ®. 

Въ группу ® должиы входить во$ степени Ау, т. в. 


0 - 1, Д;, 4, ... ет“, 


Другими словами группа @ иметь ‘иодгруппу Аа ТАБ дж, пробфтаеть- 
всю систему вычетовъ 0, 1,.2,...р—1 по модулю р. Если #==1; то 
группа (1) совнадетъ съ @. Если же #7>1, тогда въ групп @ кром$- 
элементовь (1) дожень завлочатьсн по врайней мЪрЪ ешо олинъ эле- 
моить Аз, который тоже по предыдущему паратрафу нифотъ порядовь 
р. Въ трупиЪ @ будеть заключаться подгруппа 


(2) 


въ которой 2, и 2» пробзгають лолную снотому вычезтовь но модулю р. 
Нокажемъ, что порядовь грунпы (2) веть р*; для этой дли надо пока- 
заль, что при двухъ снотемахь показателей 2;, 2» пе могуть получаться 
одинаковые элементы. Допустимъ обралиос 
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ы Л я," 
Зели и == му, то, сокрайцая равенство па А» ", получимъ 4; ‘== 4; ', кохо- 
рое даетъ хл==х’, ибо вов элементы (1} различны. Вели 25 не ==2.' (мо@ р), 
то, обозналая 2. -—яР--Ь, жд: =, Получимъ 


{3} 


нодбиран же т удовлетворяющее‘ сравненйо $ ==1(тю@ р) и возвышая 
равеяетво (3) въ степень <, получимь 


Ра 
4 =А,’, 


что невозможно, ибо мы предположили, что элемепть 4 отличеть оть 
элементовъ (1). 

Итаюъ, элементы (2) всЪ различны между собой и обравуютъ груипиу 
порядка, 2?. Если #=2, то групна (2) совпадаеть съ @. 

Нели же #>2, тогда въ групнз @ кромЪ элементов {2} должен 
завлючаться по крайней мёрь еще одинъ элементъ 4,. 

Составляемъ подгрулпу 


порядка р’. Продолжая развуждене далфе, мы иочернаемь группу @ 
порядка р? послВ &— кратиаго повторен я приведонпыхь разеужденй. 


Итакь; группа @ ныЪеть элементы вида 
у 2, а, 

4) А," 4з".. Ав", 
+В неф показатели х,, х,, ...2 пробфгають (каждый въ отдЪльноети) 
Зистему вычетовъ ло модулю р. 

Совокупность элементовь 41, А, ...Дь нобить назвые базиса 
труппы @. 

$ 20. 


Если заданное уравнене ирилеиниеное, то нормальный его дфлитоль 


Яд, дь"... 


лолжень быть транзютиенымвь, 

Присоединяя ту, основному полю © функцю корней, принадлелиищую, 
групиф @, мы сведемь группу заданнато уревнешя на грушу @. Урав- 
нае останется послЪ тыюто раснирешя групны ненриводимымь; но груп- 
ца вто (7 коммутотивная, слФдовательно, уравноше окажетея АБеРевымь. 
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Его схопень должна равняться порядку группы @ то веть $*. Для яоноети 

можно указызаль корни различными кодетановками груши @; Каждой 

подотановеВ сопоставить корень. Можно будетъ поетупить тажь, одинъ ко- 
* 


г 2 а 
рень 2, взять произвольно и затЪмъ воякой подотановив А: Аз Ак 
<опобтавить тотъ корень 2.. въ который переходвть ж отъ этой подота- 
новки. 


РЕ: =) 
Итакъ, корень, соотвЪтетвуюций подетановкв 4 Аз”... Ак” можно 


будеть обозначить овнимъ изъ двухъ символовъ 


‚в, #8, .-- 24. 
а 


Очевидно, что если за начальный корень взять тотъ, который ука- 
залъ символомъ 


©, 0,...0], 


4 
..Ак’ обращаетея, 


в 
+0 этогь корень оть примвнеши похотановви 4; "Аз 
в® [21, 22,...2], ибо 


(Абди... ДА, еды"... в. 


Корепь [2., 22...2} обрыцается черевъ подотановву 


Бу 
А"... Яко въ [Ав , ааа, .. о 2-я]. 
При заданныхь а}, ва, ...а, лянейныя выраженя 


ааа, ваз, ... бк 0 


пробъгають (каждое въ отдёльности) полную систему вычетовЪ по модулю. 
р, если 2, пробъгають хуже систему вычетовъ. ° 
| ПодотановкВ корней ы 
аа 5; 

(1) А, А”... Аь 
хожно даль такое толноваше, которое мы будемь называть аналминиче- 
аким ел представлешемз. 

боли мы будемъ разоматривать сравнения ') 


2 - а (тоар), ... 2+ + а (тоа р), 


| Очевидно, что пядекеы 2, сравнимые по модулю р. можно считать за раз“ 
вые и замфнять положительными ихъ вычетами. 
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то подотановкв (1) соотвьтетвуеть пороходъ всяхало корня 


[ет 22; ... 2] 
вЪ я0вый 
феи, в, 2-54 


Итажь, веякой нодетановыв (1) съ опредимленно-выбремиими покава- 
телями 94; , 00, ..›бк можно вопоставить слотему сравиений (2). 

Эть спотема сравпенй (2) в есть амалитическое предетавлене пол- 
становик (1), Заставляя зъ сразвошяхь {2) числа @1, 2, ...йк пробф- 
таль полныя онетемы вычетовь до модузю д, мы получимъ ве 4* под- 
бтанововь труппы @. Будемъ для сокращешя рЪчи называхь группу @ 
аривметимескою \}. 


Аналитическое представлене водстановонъ. 
$21. 


Обобщая сказакное въ предыдущемь параграфЪ мы можемъ выска- 
зать теорему. 


Если указана чъкоторал, произвольно выбранцая, подстановка кор 
ней, переводлщая 
:, 25, ...28 ВЪ ВИ, 2, ..- 2] 


зто эту пайстановку можно указать сравнипями 


Фа, 21... - 88) 
2/21, ва, ... 28) 
Ге (той р), 
2Е НЕФКа, 21, ...2) 
10% 9, $2, ...98 чълыя ращональныя фувющи оть 21, 24, ..,2ь 05 


злыми кооффилиентеми. 


Не основан теоремы РегтаРа можко предполагать фунеши фг оте- 
пенн не выше р] относительно каждой изъ переминыхь 2. 


°Яля хоказательства теоремы покаженмъ, какъ пайти на самомъ двлЪ 
фуцкдуи $, ‘вели задана подотановко, 


*) 0. Имидть, Объ уравнешяхъ, рёшаемыхъ въ радикалахь, степень пото- 
рыхъ есть степень проетого часла. [Левъ, 1918 стр. 15. 
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Пусть заданная подстановка переводить систему инденсовъ 


(2) 8182... 
въ систему 
(3) 5192 -.. 9, 


причемь мы будемъ предполагать, что указаны иравиле, но которымъ 
ввякой снотемв чисель (2) мы можемъ сопоставить систему (3). 
Введемъ въ разсмотруве функию 


(2) = 2(2—1)(2— 3)... {2-2 = —#(то@ р). 
Кромф того введем въ разсемотрьше р функ 


ве 22-1—1, 


® (2) ре (ет 84 ...); (=1,2,..2—®). 
Мы изфемъ 
обо = (шо р), (6-0, 1,2,...В—Ю 
отеюда, 
@(т)=0 
{пой р) (57). 
(5) =— 1}. 


Будемь нокаль функщи $ въ викь суммъ 


= ка 


ы Ав, ... вв. (219%, (22)... (2%) , 


тдь сумма распространяется на воЪ {® снетемъ (2) индекеовъ &. 
Полагая 


215555; 28—52, ... 2% 54; Ф = 
получимь 


& А 
Я = 45... 95.91) 9ь (88)... 05 (98) ЕЕ (-— Аз, 


.. 8 
Получаемь зыражене для кооффишентовъ 


ю 
Ав... 92 (-- Па. 


Итакъ, овокчательно, 
— При (еек, - 092) 


и возможность пожбора функ чи доназана. 


48 


— 658 — 


$22. 


Цояснимъ сказанное на прим рф. 
Пуоть подотановка задана оравнещями 


аа: + 28 


| (той 2. 
в -1 


ео 
В каждый изъ знаковъ 
[2 , 2], 21’, 25] 
› чегырехь корней 
1, 2 =, |, ж=[1, 0], «= [1,1]. 
1) видимь, что р 


[0, 0] переходить въ [0, 1] 


10, 1] , „» [, 0] 
[1, 0} » „П.П 
| . ‚ 0,09, 


уновка аналитически выраженная свазненями (1) веть 
ЕтЪ 
(1, жь, #3, т). 


$ 28. 


емся нахожденемь аналитичеснаго зида подотановокь 
рЫшаемаго въ радикалахъ; на основави извфотнаго 
@ пывть нормальнымь дфлителемъ арнеметическую 


Линейный группы. 


$ 24. 
хотатовки, опредфляемой аналитически сравнещями 
знакь 
21, 2;...}, 91, 22, .. 


› 23 


—-659—- 


шли короче 
(2) 
„)}- 
Въ этом символЪ ‘можно. вм с10 индексовъ 2, 22, ;..2, подОтавить 
шовую ихъь комбинанио 21', 24, ...2к, которую можно на основан тео- 


фемы 8 21 указать формулами 
, аа, га, ...) 
и мы получаемь 
(“, %,..-), ФФ, №, -:.),. ) ("== 
(2, 25, +..); (1, в, 2... У } 


Перемноженще подетановокь можеть быть выражено формулой 
(к “- (о | 
2 .& а 


$25, 


т. (® 
Е 
` веть произвояьшая подотановка разръшемой грунпы 6} заданкаго уравневя. 
Если архометическая трупка есть нормальный дфлитель группы @, 


то иметь мото равенство 
{1} тт = 5", 


Пусть подеталювка 


тдЪ 5и5’ суть элементы арнометической группы‘ 
аи 

›-(+ 9-65) 

. 2./. 2 


Переписывая равенство (1) въ’ видё 92 = 2719", получимъ 
вт (+ 5), = (® + ") 
г р 2 . 


фа а) ==) =. 
Это сравией1о лвляется сокращеннымь сиволом для`спотемы: бразке- 
3 по модулю р 
Че Наы, 2-Е аау. Еф, аи 
{2) феи +, 2-0, :..)=ЕФ(А, 


хлкудь 
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ПримВняя формулы (2) къ случаю, когда, могущуя быть произвольно. 
выбранными, числа 1, &›, ...а» равны нулю кромЪ одного равнаго еди- 
ик, получимъ 


(1-1, %,.. 


ее, 22-1, .. )ЕЕФКа, 28, ...) аа 


(ет, а, .. ат 


Есан мы примфнимь первую изъ этихъ формуть & разъ, вторую 
раза и тавъ далфе, то получимт 


ел» в, ...) Ибы 


оа-Ны, 2, .. 


римвнимъ теперь къ первой формул подетановку, выражаемую» 
второю, далВе третьею и такъ далфе; получимъ 


о -Н а, о ы, ЛЕ, а...) ба ве --... 


Полегая 2120, 2,=0,...2.==0 и обозначая черезъ В, иЪлое: 
число $1(0, 0, ...) получим 


нь &, .. )=8аый ый +... Рады В. 


Итакъ, мы видимъ, что функщя $, оказывается линейною. То же са». 
мое отноевтся къ остальнымъ функшямъ и мы пряходимъ въ теорем%. 

Группа боз призпипивноио неприводимело уравиейя степени р 
рплиаемазо сыпебраичвеки, совтоить. изъ подетановокь 7 


(* 2, и 
21, 6, .-.ь 
вида . 
2 арии Чье... аль -- В 
27 Е боие: > бое |... Ялийк 
(3) ЕЕ Яий: + баз аи № (по4 в). 


аи еде К овиеь Е... Фи -- В 


Для того, чтобы сравненя {3} выражали подотановиу необходимо , 
чтобы можно было обратно выразить 2; черезъ 2’; для этой пъля долженъ. 
быть не сравнимь оъ нулемъ по модулю р опредЪфлитель 1} 


У -нара. бин. 


2) Д. Гразе. Элементарный курсь твори чноель. Вт. над. 1913. Стр. 178. 
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Совокупность возхъ подотеновокъ вида (3) образуеть, очевидно, групву 
‘которая называется общею линейной зруптой. 


$ 26. 


Въ предыдущемь паратрафВ мы видЪли, ЧТО необходимымь условемъ 
‘возможности рьшешя въ радикалаху примитивнаго уравненя является 
„линейность ето группы Сай, 


Не воянал однако, линейная группа будеть разрышимою. Является 
‘основкою задачей найти условя, при воторыхь линейная труппа будеть 
разрфшимою. Эта зажача ие смотря на замфчательныя” изолдованя Фог- 
`Зат’а*) рЬшена въ настоящее время лишь дия частныхь олучаевъ. Я от- 
«вылаю читалеля въ сочишенно моего мнотоувыжаемаго ученика 0. Ю. 
ИТиидта „Объ уравиешяхь рёшаемыхь въ радикалахь, степень которыхь 
ееть степень простого числа“. Изъ этого сочинен1я читатель позкажомитея 
аъ современнымь положешемъ вопроса. 


0бъ уравненяхъ простой степеня. 
$27, 


Въ случа #=1, когда степень заданнаго уравнешя и==р, т.е. 
‚равна простому числу, мичейность зруюты есть не только необходимое, 
„но и достаточное улов возможности алобраическало рушетя уравнения. 


Это замфчаше припадлежить @а]015, хотя можно очиталь, что оно 
было извзетно Гавтапае’у. Въ этомъ случаЪ надо разоматривать только 
„одинъ индекоь 2 и дВло сводится къ охпому только оравненцо 


р 4-5 (по 3}. 


ЕЕ 


Будемт, обозначать подетеновки линейной группы символом 
40. [2, а2--]. 


Перемвнная величина х принимаеть эначеше 0,1, 2....№—1 
воъхъ клабсовъ по простому модулю ®, Если а не лия на т, то вЫ 
фажене ах -- В пробЪгаать ту же систему классовъ. 


Давая числу а п—1 значенй 
1,2,. в—1, 


2) С. Тотал. Ттайе @е5 заб Ил Иопв. Рамз 1870. 


а. числу "6-й значенй 


мы получим и (и — 1) подотанововъ. 
Нетрудно видЪть, что эти подстановки образують группу. Въ евмомъ. 
ЪлЪ; разомотримъ` проззведене . 


[#, + [з, ав НЫ]. 


Первая подстановка замфняеть 2 н8 ах -- $; слЪдовательно, вторую» 
подстановку можно будетъ. предотавить въ вид 


[4е-ЕО, ака НО |: 


Отоюда. совокупность: двухъ подетановокь замняеть х па 


ада +) НЫ 
Итанъ, получаемъ 
0) в, ар, ао, вФ--Ь. 
тд 
а == а: 8 (топ); 
(2) 
$5 ==а,0 + & (тон). 


Эти равенства показываютъ, что линейныя подетановии. образуют 
зрупту. Мы будемъ называть эту группу по примфру Ктолескега мема- 
еижлическою . 


$ 28. 


Частный злучай линейной групны предетавляеть цикличаская труппа - 
образтемая подстановкой [&, 24-1] или другой [х, #8]. 

Подобным ве образомъ сущесгвуеть линейная группа, порядка я—1, 
образуомая полетаповкой [2, аж], гдЪ а, по крожиему, есть число взаинио- 
простое съ п. 


$29. 


Обралиися теперь въ разомотрЪпо дфлителой линейной груплы. 
Раземотримъ степень линейной похеталовкя 


5=[, а НИ. 


Примзняя послфдовательно формулу умножешя $ 27, мы получимъ. 


беж, ие а тае... 4-1]: 
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ели и==1, 10 
5 [ш, # +]. 


ИМтасъ, мы видимь, что, еслё 6% лимейтую зрумту входить, по край- 
ей ныть, одна подетащовка, у которой а=1, а Фо отлично оть нуля, 
то зрумиа имтеть дълителемь циклимесную зрупту [2, #-- 6], 9ъ 
$=0, 1...) 8-Е. 

Разомотримъ подетановку 

= [ю; 2-8], 
У которой а отлично оть единикы. 
Покажемъ, что юодстановна 5 будеть порядка р, вели чиоло а при- 


‚ надлежиииь показателю р по модулю в. . 
Въ самомь дЪлЪ, если а припадлежить показателю у, то 


{1} #1 


0 (поёт) , 


и, притомъ, № овть навменьшее число, при котором возможно сравненйв (1}. 
Цереписываемъ послфдиее сразненше такъ 


. (&—П(-а-+я-+...- 70 =0 (той в), 
Или 
1-+а--... а ==0(тойя), 
Отсюда 
бе и, де ИГ -а--...а- ре, 


$ 30. 
Покажемь теперь, что, соль ш отлично отб одилилуы, то перодь 
1, 9, 58,..., 5% 


будеть ипипразиинивной группой. 

Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случа будеть существовать элементь 2, 
который оставляется безъ изывненёя подотановкой 8, а олЪдовательно, н 
воЪыи ея степенями. у 

Для нахожденя ‘нензыфняемаго элемента придется рышить сравнене 


2 ==0% -Ь (од п), 
или иначе, . 
{«— Па 0 ==0(то@т). 


Если а отлично оть ежиницы, то поолфднее сравнеше всегда иметь 
одио рЬшене 5, дающее единственный неизмфняемый подстановкой 5' 
элементъ. ` 
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$31. 
Выведемъ слове, при которомъ ДВВ ликейныя похетаковки 
[2, а РВ, [п ве 5] 


оставляють безь измзненя одинъ и тоть же элементь 2. 


Па основаши соображенй предыдущаго $-& получимъ два услошя 
{а ПВ 

(ие 

а— 0—6 (е«— 10 


(то@ н) 


0 (той п), 
откуда получимь 


0 (оа п) . 


$ 32. 


Цикличеевая группа 


в, 2-5 


порядка #, очевидно, транзитивиа. 
Докажемъ теверь, что велкал ранаштиеная линейнал зрупта долоюна 
ныть своильб дъмипелемь зриклическую. 
Равомотримъ какую нибудь подетановку: 


9 = [#, а] 


линейной транзитивной группы. Нусть у будеть первообрааный корень 
чиела, ®. Введемь въ разомотрвн!е индекс © числа в, т. е. чнело, удо- 
влетворяющее сравнено 

7’ ==а(иш@м). 


Для сокращены рЪчи можемъ число а называль ччдежсоме подсеть 
чоеки 8. 

Мы изВемъ право предиоложить, что индекоь « отличен оть 0 и 
*-—1, ибо въ обоикъ случёяхь можно было бы нредиюложить а равяымъ 
единиц, и сявдовательно, подетвновка $ или была бы равна, единиц, 
или принадлежала бы къ циклической групив. 

На обновави первой формулы (2) 8 27 мы замчаемъ, что индевоъ 
составной подетановки будеть равенъ сумм икдексовъ подетановонь пере- 
множаемыхъ. Отеюда слЪдуеть, что ве индексы подотановоюъ линейной 
труппы должны быть числами, кратными изименышаго изъ индексовъ ж, 
тавъ что обозначая 

94, 
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можемъ написать воб подстановки линейной группы въ видЪ: 
4) 8-е, НИ, 


тдЪ числа й и 6 принимать извЪотиыя значеня, 
Очевидно, что въ разоматриваемую групиу входить подотановка: 


бо, 1], 


ибо, если бы для вефхъ подотановокъ разсматриваемой группы показатель 
1 быль больще единицы, то число а, не могло бы быть индекеомъ одной 
изъ подогановокъ, 

Раземотримь подстановку 


99 = [#, ме +]. 
Получаемь 


Зари, ма -- И, ал о... 


Прямфняя ‘формузы $ 27, имЪемъ 


©) В, бое ри р... Наб. 


Сравнивая (Т} и {2}, получимъ 


{3) ао ЕЕ а’ай (тод п) 

и 

{4) Ей" В а--%--... + в0*—") бий»). 
Рёшая сравнен!е (3), находимъ а'==1, олБдовательно, 

{5) Хх, 2+9. 


Мы докажемт, что въ разематриваемой линейной групи будеть за- 
ключатьсл циклическая группа, если покажемь, что въ формулф (5) чиело 
®' получится отличнымъ оть нуля, по крайней мёрЪ, при олной какой 


либо изъ подотанововь 5. 
Допустимъ образное, & именно, что 5’ —0, какова бы ни была под- 


становка, 5. Въ эхомъ случа сраднеше (4) даеть 


а -щ.. ар 


6 (704 =), 


или иначе, 
Ба— 1) — (и — Г =0 (той). 


Но такъ кавъ посявднее сравнене есть выведенное въ 8 31 услове 
изизняемости иЪкотораго элемента двумя линейными подотановками, то 
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отеюда слфдуеть, что подотановка 8 не мъняетмь элемента, ив измняемаго 
подстановкой 9. . 

Манял числа № и 5 заРЪтимъ, что воф подотановки 5’ раасматривае- 
мой группы не должны измнять одного и того же элемента, не изыняе- 
мало подотановкой 5,. Этоть алехенть остается, сяфдовательно, безъ изм 
неня при веВхъ подотановкахъ гручпы, и знамитъ, груниа иитранзитивна, 
что противорёчить предположенйюо. 

Итажь, воякая транзативная линейная грунпа должна нмфть дёли- 
телемъ циклическую. группу порядка ®. 


$ 38. 


Поемотримъ кеперь, кажь образуется линейная группа Я, у которой 
индексы подетанововь суть кратныя одного изъ этихъ индексовь ао, Раз- 
смотримъ степени подотановки 5, =|[2, 2-6]. Обовначимь черезъ 
показателя, которому принадлежить чтоло а. Тогда всякая подетановка, 
разематриваемой труниы можеть ‘быть написана въ таномь зихВ 


ш, "2 В, 
причемъ чиело & пракимаеть одно изъ слдующихъ зяаченй 
2, ыв-И, 
Если группа транзитивла, то въ ней существуеть циклическая пох- 
этановка . 
ШИ, 
а, слЪщовательно, и подстановка 
‚виа, 2 Ц, аж 1. 


Мы видимь отоюда, что въ данной трупиЪ коэффищенть 6 можеть 
принимать воЪ значешя 
0,1,3..., ®-Т. 


Итакь, ослкая пранзитивная линейная рупия мооветь быть дана 
символомь 5 == 2, айж -- В], примемь А прииллиета значения 


& 6 снанемя 
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$ 34. 


ели и, воть первообрааный корень чнела я, то в==я— 1, и мы 
получаемъ вою метациклическую трунну. ` 

Покажемъ, что метациклимескал рута двазеды трензитиана, ука 
завъ такую линейную подстановку, которая будеть обращаль два опре- 
дфленные элемента, напримръ 0, 1, въ произвольные новые $, #. 

Въ самомъ лЪлВ, такова будетъ подотьновка, 


(2, (#2 --Я. 
$ 35. 


Покажемъ, что ослкал линейная фупиа будете разртлиимою, 

оли въ.групп8 @', разобранной въ 8 83, у ‚ то эта группа, 
веть циклическая порядка п пн имфеть пормельнымь дЪлитедемъ. одиннцу, 
Покажем теперь, что вели в==1%/, тдб р н®которое проетое число, то 
линейная группа С’ имфоть пормальнымъ дЪлителемъ ковую линейную 
труппу @’ порядка и’, составлениую подетановкани 5’ == [7, щРз-- В, 
тд д =-0,1,2,... 1,800, 1, 9,..., ЖЕ. 


Эта новая группа” воть, очевидно, дВлитель группы @. индекса р. 

Нехрудно убфдиться, что труппа @' веть нормаявный уБлитель групы 
@., Въ самомь дфлЪ, придется показать, что подстановка 971579, гл 
подетановка 9 =, а!» - В], веть одна изъ подетановокь групы @, 
должна принадлежать грули® @“. 

На основани формулы (2) $27 мы получаемъ 


Вы [е, во-моцие НЫ] , 


гл @—* обозначаеть корень сравнены ха“ ==1 (тоёи). 
Отсюда имфемъ окончательно 5-19'9 == [2,..йх +] и, слфдова- 
‘тельно, подотановка 9—15'9 дЪйствительно принадлежить групп 4". 
Итакъ, групиё” @" воть нормальный `дВлитель группы (' съ простымъ, 


инденоомь. 
„Мы замфчаемъ отсюда, что, разлагая м па простыхъ` множителей. 

1, Ра, №3, ...› Мы получимь рядъ групть 

(1} а, в’ а", в", ... 

порядковь 


др п пы 


21’ Рирз’ Фар, 


р, 
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Кажрая изъ грушть (1) будеть нормальным дВлителемъ предыдущей. 
Тань какъ индексы будуть простыя чиела р;, 2%, Рз,...; то группа @ 
бухеть разрёшимая, что и требоваловь локазаль. 

Поляая линейная группа будеть имфть Фогдал’овокимъ радомъ ин- 
декеовъ число ® в вовхь простыхъ дёлителей чиела ® —1. 


$36. 


Поважемъ, что, если линейная троизинивнал грунта 6’ воть порма- 
‚ны. дълиапель зрупты Н, по сама улуита Н должна быть линейною. 

Пусть 5 будеть ифкоторая подотановна группы О’, & № какая нибудь 
произвольно выбранная подотановка группы Н. Тогда, по предположению, 
должно пывть мото равонство 


Р-Я = 5%, 
тя 5’ нован подотановка линейной группы @. Пусть вналитическое вы- 
ражешне подстановки Т будеть 
т, $8), 
тдЪ черезъ (=) обозначена нфкоторал пфлая функщя. 
Возьмемъ за подохавовку © циклическую [1, “+ Ц. 
Пусть, вромф того, 9 ==[2, в -- а]. 
Тотда равенство 57== 79" можеть быть налисано такъ 
2, 2 Шо, фе = [2, Иа, из а. 
Отоюда получаемъ оравиен!е 


(2 ==) | а (той). | 


Это сравнен!8 долино имфть мото при воевозхожныхь пяььхь зна- 
ченяхь я. Но такъ вакъ функшя © ие доститаеть степени , то воэффи- 
щенты при одинаковых степепяхь въ обфихъ частях сравненя должны 
быть сравиниы по модуле я. Сравнивая коэффешенты при старшей сте- 
пени, получимь, очевидно, 


==1 (104), 
„откуда ныемъ 


Ф(# + 1) =ч(2) + а@таз). 


Подотавляя въ это оравнеше вмфето х чивла, 


в {1 #--23,..., 2—1 
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н складывая, получимъ 


е#--2) 


$(22) - га (пой п). 
Подставля сюда х==0 и обозначал 9(0)=6, будемъ имфть 


9 


2 - $ (ной п). 


Такъ какъ послЬднее сравнеше справедливо при вефхь пфлыхъ зна-- 
чещяхь 2, то подотацовка Т равносильна подетановев 


2, аё Ы, 


т. в. труппа, Н ланейна, 
$ 37, 


Нетрудно видфть, что метациклическая труппа можеть быть полу-- 
чена оть комбипированя двухъ основныхь подотановонъ, 


Я=[#, 2+ И, Т=Ё, я, 


тдф 9 одинъ изъ первообразныхь корней числа #. 
Подобнымь же образомь велый дфлитель полной линейной группы 


р а 
можеть быть образовань подетановками 5, Т°==[2, д =]. Тазь напри- 
мБръ, подстановки 5, Т* = [2, 47%] образують линейную группу порядка. 


я(и—1 . . 
"1, вхалитическое выражен! которой будеть имфть валъ [2, 7-6], 


причемъ 5 проходить всё значеня 0, 1, 2,..., #—Т, а а распростра-- 
наетея только на ивадратичные вычеты чиела #. 

Т. КзопесКет называеть эту группу полумеляциклической. 

Если и число простое, то подстановки 5 состоигь лзъ озного цикла. 


(0, 1,2,.... 9—1), 


обнимающаго нечетное число элементовъ, и, слдовательно, эта подета-- 
нови принадлежить энакоперемфнной групзф. 

Что же касается подстановки Т, то она оставляеть элементь 0 безъ 
перемВны; остальные же я.—1 оэлементовъ она перемфщаетъ по циклу 


П, 9, 97, 5. 9 


Такъ накъ этоть циклъ обнимаетъ четное число элементов, 70 под-- 
остановка Г не принадлежить зиакоперемёниой групп, но 73, в, слхо-- 
зательно, и вся полумотациклическая группа входить въ составъ знако-- 
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перемнной группы. Ихажъ, мы выдимъ, чт0 мотадикличеекая группа ие 
предотавляеть изъ себя хфлителя знахоперемнной группы. `ОбщИ же 
наибольний дЪлитоль метадннлической трупиы н знакоперемВнной «есть 
молуметацикличёская труппа. 


$ 38. 


Изъ соображенИ. предшествовавшихь параграфовь елхуетт теорема. 

_Веяжов неприводимие: уравнение простой степени, илпиощее линейную 
яруину Бышаетея въ радикалалт. . 

Для доказательства этой теоремы надо принять зо вниманйе теорему 
$ 35, показывающую, что группа веякаго разр5леячаго уравнения линей- 
чая н обратно, если степень я уравнешя есть проегое чиело, т0 въ $ 85 
мы вихвли, что линейная группа будеть разрёшимо. 


Теорема @а!0!з. 
$ 39. 


Необходимылмеь в довталточныль увловааль рльшимостиь въ радикалать 
неприводимийо уравненёя простой степени лолнется свойство воъьжь порчей 
выражаться рашпонально черезь. произвольные два. 

Необходимость теоремы. доказывается танъ. Пели уравнен!е ршается 
въ радикалахь, то его групиа. аннейчая. Мы видфли въ $ 30, что линей- 
нал подстановна, если она не приводится къ тожщественной, можеть оета- 
вить: 6ез> измвненшя только ‘одинъ корень; поэтому въ линейной трупи® 
тояько одна тождественная подотановка оставляоть безъ перёмфны два 
корня. Въ вамомъ‘ длф, сравнеше х==ах-- 6 (тоёи) можеть вмЪтЬ два 
рен я только въ елучаВ в==1, БЕ О (0%). 

Итажъ, осли сруспа, уравнемя линейная, то присоединеше къ основ- 
ному полю 9 двухь корней должно сводить групиу уравнешя на единицу. 
Тогда въ полученномь полф холжны заключаться воБ остальные кори, 
которые, слдовательно, и будуть выражалься радонально черезъ два 
лрисоеднпекяыхъ. 

Обращаемся тешерь въ ‘предложению обратному: 

Нусть корни нейривбдимаго уравнейя простой стопени выражаются 
рацонально черезъ два изъ нихъ 


@) Фи, 2). 


Кь соотношенно {1) между корнями можию,’ очевидто, примвнить 
любую похогановку группы’ @' ‘аёданнаго уравнойн. Роли это подотайовка 
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хе мВняеть двухъ корней 2, 2,, то`ойа, очевидно, не’ должна’ мЪпять и 
зсякаго другого корня ль, т, в.’ она должна быть тождествениою. ^ 

Груита @ уравненая не содероюить отличной оть единицы подета- 
човни, не лнънающей двузь корней; 

Очевидно, что возможен только одинъ изъ двухь сдучаевъ: 1) под- 
отановка 8 групиы @ состоитъ. изЪ одною ‘цикла, 2) подотановке 9 оета- 
зляеть безь перемфны одну бужву и, кромЪ того, относительно остальных 
"1 буввъ она заклочаеть чмииль, сз одинаковым числомъ ‘буквъ. Въ 
самомь дфл\, если допустить въ ‘5 ‘существовае двухъ ‘цикловъ С и’С, 
порядковъ: Ви #,, причемъ 1<й< №, то 


8*=0.., 


будетъ подотановкой группы @, ‘оставляющей безь перельны № буквъ 
цивла 0, и нетозюдественною, ибо.буквы ‘цикла С; будуть перемфщаться. 

Итажь, подетановки группы ‘6 Зоегоягь изъ тооюдествеиной подота- 
ховни, подетановокъ 5, изъ ‘ибторыхь каждал состоить изъ одного цикла 
и подотановонь. Х, не мёняющихь одной буквы. 

Пусть число подотановокь 9 будеть у. Пусть въ трупп С’ будуть 
существовать подетановки У, не мВняюцщя =, Ху, не мВияющя 221,... Уна, 
не мфняюция 2.1. 

Вели группа @ яранзитиеная, тб можно показать, что, если 0б0з- 
начить черезъ и число подотановокь У,, 10 такое же число | будеть 
подетановокъ х, подотановокь У,, ит. д. Въ самомъ дфлф, если группа, 
@ транзитивная, 10 въ ней существуеть подстаяовка 7 переводящая 2 
въ 2\, тогда воякал подстановка Г-17.7 будеть принадлежать въ чнслу 
У; и обратно ТУР! въ чиелу У, ” Обозначая черезъ т порядовъ группы 
@-мы получимъ 


{2) ар +» - 1. 


Подотановки У, вмфотВ съ тожжественною образують подгрупиу @;, 
„ке иъняющую 2. Разлагаемъ труппу С’ на сопряженныя системы по под- 
труййв @, 
= @--ат + @.1ь |... вт, 


тдв Т: ‘череводить 20 въ а, 
Мы получаемъ 


`(8} = О. 
Сопоставляя (2) (3), имфемь 


п—1. 
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Итакъ, сущеотвуеть только # —1 м че болье цикличеекихь подота- 
новокь 5, которые образують вмзотВ съ единицей, очевидно, изииличе- 
скую группу 

®-=0, 8, 55...55. 


Подетановка Г-ь9Р состоить тающе изъ одного цияла, а потому, 
будучи элементомъ группы @, должна входить въ собтавъ @, 

Изакъ, группа ® есть нормальный дфлитель группы @, по @, бу- 
дучи пиклическою, представляеть изъ себя чабтный случай линейной, 
сяфдовательно, группа @' будеть таюже линейная, и заданное уравнене 
рЬшается въ радикалахъ. 


Точна зрёня Гадгалое’а. 
$ 40. 


Тартадее далъ простой и замбчалельный примфръ функши принад- 
лежащей къ метациклической групиь; подобныя функщи мы будемъ на- 
зывать метациклическимн. 

Не трудно видфть, что, если мы обозначимъ 


бе, 4] 


в, 2+ 


2,...0--1 550,1, 98, ва, 


‚ 
то метацинлическая группа будеть состоять изъ подотановокъ вида 
8%. 


Приступим теперь къ изложению соображешй Гаоталяе’а. 


$4. 
Пуоть д первообразный корень простого числа ®. 
Возьмемъ резольвенту 
о, ор... и. 
Фуньщи 
фе, фе, фл 


будуть, кань мы уже вилфяи въ тлавё ХУП фунюшями цеклическими, 
то воть ие ыфняющимися оть циклическихь подотановокъ У. 


Посмотримъ, что произойдеть съ фуикщен <, отъ накой нибуль нох- 
становки 9». Обозначимъ черезъ с»’ то выражен!е, которое получится но6л% 
подотьловии; будемъ имфть 


а, а, +... Иж.) 


Обозначимь черезъ и: корень сравнешя ап == 1 (июфя), тогда не 
трудно налисаль выражене ф’ въ тажомъ видф, чтобы видекоы $ у буквъ 
2. шли въ натуральномъ возрастаощемъ порядЪ: 


. в й, ы 
о (о ре, Ри... 5 би и)" == 


О о ой 


Полагая 
@1 ==" (той ®), 
получамъ 
в Зла лов, „ 
(о а а... оО, ман ии, 


Итакъ, подохановка 5, производить цивлическую подстановку [2, 2--а] 
между функщямн 
(1) Фа: Фа Фа». Фи - 


Отеюль мы замвчаемъ, что всякая цикличевкая фунвша отъ фуяк- 
ций (1) бухеть метацикличесною, ибо она не мфияетоя оть похотвловокъ 
8., №. Оеобенное значеше иметь функщя 


(2) ® 


(ор ое ров. На), 


та и первообразный корень * —1 степени взъ 1. 


$ 42. 
Въ ‘случа п==5 имфемь ==, у=2 
ое (р, Е а — 8—4) 

тдЪ - 
ре (до -- &, = -- ва =, 
фо = (о р еиоеу -- вв | =9оз -- ва} 
(шо Е еб, -- ао р ейаз + 59} 
== (20-е -- +2 | 283 —- в, 


тдВ & первообразлый корень пятой отелени изъ единицы. 


48: 


.- 674 — 


$ 48. 


На основаши соображенй главы ХУ метациклическая фунющя (2) 
$ 41 должна быть корнемъ уравненя степени у==1.2.., (#— 2), ибо 
число 1.2.,.(и— 2) есть индекоь метациклической трунпы, имфющей 
порядокь (п —1) по отношенио ко веей симметрической групи. Пусть 
уравнеще степени у, которому удовлетворяеть металиклическая функщйя 
будетъ 
(1) $2) ==0. 


Уравнеше (1) я булу называть зравнезема Тадтапое`а. Длл я 
уразнене Гасталее’а будеть шестой степени, ибо у==1!.2.8=6. 


$ 44. 


Теорема, Нвобходилиымь и достаточиниме услобемь разртлиьмостиь 
65 радикалахь чеприводилео уравиешя простой степени -явллетел суще- 
отвовале у уравнемя Гадтапо’а проетою рашонолииио корня. 

Въ самомъ дфлф, если уравнене рфшаетсл въ радивалахь, то его 
труппа, будеть линейная. Но линейная группа есть дфлитель метациюли- 
ческой, слфдовательно, метацикличесвая функшя не мёняется оть под- 
становокъ группы уравненя, слёдовательно, эть фунишя принадлежить 
къ основному полю уравнешя Гаеталее’е, то есть уравкене Таргатае’а 
ныфеть рашональный корень. 

Обратно, воли ве корни уравнешя Газталае’а, различны между во- 
бой, то одинъ изъ нихъ принадлежить очно къ метацикличеекой групп; 
Фели этоть корень ® равенъ ращональному числу а, то соотношен!е 


6(20, 21)... 1) = 


между корнями заданнаго уравнейя нарушается при всякой подстановаф, 
не входящей въ летацикличесную группу. Слфдовательно, группа С’ за- 
деннато ураннешя хояжна быть дфлителемъ метациклической. 

Итавъ, мы зидимъ, что группа @ линейная, но кромф того намъ за- 
дана неприводимость уравненя, слфловательно, уравнене рЪшаетея въ 
ърадикалахъ, и теорема ‘доказана. | 


$ 45. 


Форхиула (2) на основанйи извзетныхь намъ изъ главы ХАУШ овойствъ 
резольвенть Гартапее’'а, даеть возможность, когда задано ращональное 1} 


=) Надо помнить, что иры се-лавлони уравнешя Гаотапееа мы присооди- 
нили корни ен а иаъ единнцы, 
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выражене « вычнелить въ радикалахь величины $1, 92, $3, --, Фи, № 
халве по формуламъ 


ие 2+...) 


ее Йа..." 


‘получить окоичательныя радикальныя выражещя для корней #0, 2, -.. Жи 
-заланнаго уравнешя, 


$ 48. 


Мы теперь приходимь къ концу нашего изложен!я. Поотавивъ себ 
цфлью простое и отрогов изложеше основныхь принциповъ твори алге- 
браическаго рётеня уравненй, положенныхь въ основу генальными из- 
„слВловашями Фастелее’а, Салбз’а, АреРь и ба2015, мы должны предупре- 
дить читателя, что задача не исчернывается изхожениою теорей. 

Тенерь только лишь слздовело бы приступить хъ настоящей задач 
рёшеня уравненй въ раднкалахь, воторал разбивается на двЪ: дель 
удобныя для практики премы узнать относительно вояваго заданнаго 
уравнешя, рышается ли ово въ радикалахь, и если рёшёетел, 10 ‘написать, 
`вамо радикальное выражете и подробно ого изолдовать, полобно тому, 
напримръ, как мы это дблали въ $8 8, 9 главы Ш для кубическихъ 
‘уравнеяй, 

Аъе] ноетавилъ задачу пайти с1060бъ, но которому можно было бы 
найти воф уравнешя, рёшаемыя въ радикалахъ. АЪе] оставилъ, однако, 
шишь коротыя ухазашя безъ доказательетвъ. Кгопескег рфшилъ постаз- 
ленную АБе?’емъ задачу, причемь онъ ищеть не самя уравиешя, & ради- 
кальныя выраженя нхъ корней. Для простой отенени я Ктовеекег ука- 
зываль выражеше, составляемое изъ элементовъ подя © позторнымь из- 
влечешемъ радикаловъ, и которое обладает двойнымь свойетвоме: 1} что 
зсяв корень неприводимаго разрнимего уравненя и-оН степени изъ 
поля ® заключается въ этомъ выражен, 2) это выражене само ужовле- 
творяеть уравкенйо и-ой степени. 

Формулы Кеолескега доказавы Н. УУефегомъ '). Для уравненй сте- 
пени 2* задама рётюна вполкв лишь въ немногихь частныхь случаяхъ. 


=) Н. \Увег. Шергфись ег АЛебЪга 1898 Ва. 1 Асрёхевтег Афзсвиия. 


ГЛАВА ХХ. 


0бъ уравнешяхъ нятой етенени. 


Знаноперемфнная группа подетановоиъ пяти элементовъ, 


$9. 


Уравненая нятой степени заслуживалсть особеннаго внимандя, потому: 
что, съ одной сторовы, они припадлежель въ числу не рёшаемыхь въ ради- 
калахъ въ общемь случаЪ; съ другой стороны, опи обладьоть свойствами, 
оближающими ихъ съ уравненями назиихь степеней. Эти свойства состо-. 
ять въ ихъ связи съ группами многограниивовъ (см. стр. 208). 

Симметуримеская зрупта для уразненя четвертой степени имфеть. 
поряховь 24==1.2,3.4 ‘и изоморфна съ группой оклиаодра. Знакопере-. 
этчная группа для тзхъ же уравнен имфетъ порядокъ 12 и изоморфиа. 
съ группой эпетраздра. 

Для уравнешй иляюй ененени оказывается замфчательный фахть, 


что ихъ зиакоперемфиная групиа, имёющая порядокъ 60==5.,1.3,8.4.5,. 


изоморфна еъ труппой ижосаздра, 

Для лиць, желающихь ближе изучить связь уравневй 5-0й степени 
въ иковаздромъ, можно рекомендовать книгу проф. Юен’а „Уоезитеет 
`ЧБег 4а5 Тковаебег пп @1е АпйозивЕ @ег СЛе1сьипреп чот ойен бтаде“ 
(1884). у 

`Для наглякнато пояснен1я изоморфизма грушть нодотанововь съ груп- 
пами мкоготранниковъ мною сдфланы модели, каходящйяся въ Механиче- 
скомъ КабинетЪ Университета Св. Владишра. Эти модели предотавяяюхь. 
изъ себя тетраэдре, октаздръ и икосаэдръ, на углахъ граней. которыхъ. 
написаны подстановки тажимт, образомь, что умножеше подотановокь про- 
изводится простымъ поворотомъ фигуры. 
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$2, 


Раземотримь вов перемфщеня пяти эдементовь 1, 2,8, 4, 5. 


`Этямъ перемфщенямъ соотвфтетвують 


1 
(45) 
(4) 

845) 

.(854) 
(35) 


12845 
12354 
12435 
12458 
12584 
12548 


18245 
18254 
18425 
13452 
13524 
13542 


(12) 


21345 
21354 
21435 
21453 
21534 
31548 


23145 
28154 
33415 
23451 
23514 
28541 


24135 
34153 
24315 
24851 
24518 
24531 


25134 
25143 
25314 
25841 
25413 
25481 


(1225) 
(12)(34) 
{12)(845) 


(123 


54) 


(1285) 


31245 
31254 
31425 
31458 
31524 
31542 


32145 
32154 
32415 
32451 
32514 
82541 


34125 
34158 
34215 
34251 
34512 
34521 


35124 
35142 
35214 
35241 
35412 
35421 


(132) 
{132)(25) 
(1342) 
(13452) 
(13542) 

. (352) 


41235 51234 
41358 51248 
41325 51324 
41352 51842 
41528 51428 
41532 51482 


42185 52134 
42158 `° 52148 
42315 52314 
42351 52841 
42513 52418 
49581 52481 


43135 53124 
43152 58142 
43215 53214 
43251 53241 
43512 58412 
48521 58421 


45123 54128 
45182 54132 
45218 54218 
45381 54231 
45312 54812 
45321 54321 


подстановки 


(1482) 
(14532) 
(142) 
(1452) 
(14235) 
(14852) 


(15432) 
(1532) 
(1542) 
(152) 
(15842) 
{152)(84) 
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(28) (128) (18) (148) (1543). 
(23)(45} (128) (45) {18){45) {1458) (158) 
(234) (1234) (184) (14) (154) 
(2345) (12845) (1345) (145) (15) 
(2554) (12854) (1854) (14) (35) (1584) 
(285) {1235) (135) (1485) (15) 84 
(248) (1248) {13)(24) (1428) (15428) 
(2458) (12458) (13) (245) (14523) (1528) 
(24) (124) (1824) (14) 23) (15403). 
(245) (1245) (13245) (145)(23) (15) (23) 
(24)(85) (124935) (13524) (14) (235) (15284) 
(2435) (12485) (13524) (14285) (15)(284) 
(2548) {12543) (13)(254) (14258) (15824) 
(253) {1258) (13)(25) (148) (25) (15243) 
(254) (1254) (18254) (14)(253) (15824) 
(25) (125) (1325) (14825) (15) (048), 
(2584) (12584) (184)(25) (1425) (1534) 
(2582) (125) (13495) (1425) (1524) 


Знакопереминую труппу будуть соетавлять подотановыи четнаго- 
числа транспозиц. Расположимъ эти подотановкн по нерохамъ. Сначала, 
налишемь пероды длл пятизначиыхь цикловъ, они обпималють 24” под- 
остановки 


Я: = (12345), 8218524), 912114958), 9 == (15482) 
8, == (12854), бл -=(18425). бл == (15243), Зи = (14532) 
8, = (12458), 82-—(14826), був -==(16984), Я = (13542) 
8: == (12485), 82 =(14528), би (18264), Зи (15842) 
8, = (12548), 82==(15824), Я» = (24235), 9 =(13452) 
8: == (12584), 9:2 ==(15428), 8,8 == (13245), Ям == (14852) 


Далфе мы имфемъ 20 тройныхь цикловъ, которые можно раеполо- 
жить въ 10 перодовъ 


Т=(128), Тр == (182) Ту = (145), Тр = (154) 
Т— (124), Та (142) Л, = (234), Тр == (243) 
Ть= (195), ‘Тр = (152) Т, = (235), ТР = (958) 
1. == (134), Ти == (148) Ть=(245), Тр = (254) 


Т.=(185), Тр (08) То (845), Тир 
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Далье слдуеть 15 паръ транспозний 


6, == (12) (84) 0. — 3)(45) б.н: = (1894) 

6, == (1385) [22 — 465) Йз== (15) (84) 
= (12)45) 0, — (14905) == (23)(45) 

0; = (18) 24) 0, = (1435) Ол == (24) 85) 

0; ==(13){25] би (15) 63) Оль == (25)(84) 


Веф 9 удовлетворяют уравненю 55==1, ве 7 уравнено 93=1 
и вв О уравненно 92 =1, 

Единичная подетановва выфотё съ 8, м Г образуеть- знакопере- 
мённую группу поряднаь 124 + 15+ 20= 


$3. 


Покажемъ, что знакоперемфиная группе 5 элемептовъ изоморфиа съ 
трунпой вращеня икосаздра. 

Икосаэдръ имфеть 12 вершинь. Соединяя нротивуположныя вершины 
прямыми, получиыь ‘6 осей вращея. Около каждой изъ вершинъ икосба- 
эдра сходятся 5 граней. СлЪховательно, около овей, проведенных черезъ 
прогивоположныя зершины, моно сдфлаль пять` различныхь вращенй, на 


360 
—=-==173 градуса каждое. Послф пачикрагнаго повторешя такого враще- 


5 
я фигура приметь первоначальное хохожен!е. Эти 6 осей пятикратвыхь 


вращенй соотвётотвуютьъ 6-ти перодемъ подетановокъ 95. 

Можно вразщаль икосаедръ около прямой, соединяющей центры про- 
тивоположныхь граней. Граней икосаэдрь нмфеть двадцать, слВдовательно, 
буцеть десять таннхь 0оеей вращешя. Послф трехъ поворотовъ около 


в 360 . 
этяхъ овей, па = =120 традусовъ наждый, фигура приметь первона- 


чальное положене. Эти ови вращевыт соотвфтетвують десяти перодамъ 
тройныхь цивловъ Г. 
: о 
И, наконець, подстановьн 07 соотвЪиствують вращенямъ на > = 180 
тредусовь около прямыхъ, соехиняющихь средины противоположныхь ре- 
беръ. Реберъ икосаздрт имфетъ 30, слфдовательно, получается 15 обей 
вращенйя. 


— 680 — 


Метациклическвая фуннця. 
$4, 


Въ предыпущей глав мы. указали епособъ, при помощи которато 
Тазтарее правель рёшене общаго уравненя пятой степени къ резоль- 
вентЬ шестой степени. 

Таоталее пользовался побочной иррадцонвльностью 


о ад, ей, ей а, 


тлф = корень пятой етепенн изъ единицы. 

Мы знаемь уже изъ общей теор, что той же дли можно доетиг- 
нуть прд помощи натуральныхь ирратлональностей. 

Раземотримь метадихличесвую группу (ом. глава ХТХ) для случая 
п-==5. Порядокъ этой группы будеть ии — 1)-=5.4=20. Полумета- 
циЕзическая группа иметь порядокъ 10. 

Для общаго уравнешя 5-ой степени метациклическая фунвщя ухов- 

1.2.3.4.5 
80 

Полуметациклическая фукицуя будеть удовлетворять уравкевио 12-0й 
степени, которое отъ привоединоня корня квадралнаго изъ дисхрииннанта 
разложится на два множителя 6-0й 6тепени. 

Равенство 


летворяеть, очевидно, уравиено == 6-ой степени. 


(е, а, зд, ы-а) 


показывает, что метацикличесиую труппу можно получить при помощи 
формулы 
. 1-8, 
еели1) Р==(2, 22), 9==(2, 2-1), лричемъ т проб®гаеть полную систему 
вычетовъ по модулю 4, а с по модулю 5. 
Полуметациклическую группу получимъ, полагая 
. 20°8*, 
ТВ о = =: (2, 4), а ц=0, 1.. 
Обознамая чихокоы ляти. корней 
0,1, 2,3, 4 


мы замфтимъ, что ль ольдующеьть таро индексов 


в) ©, 0/4, 2), @, 3), 8, 4, (4, 0) 


*) Чиело $ ость первообразный корень числа 5. 
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1061$ примбневя‘къ нимъ нодоталовки 7 даютъ сяфдуюцщия пары 
®) ©, 2), @, 9, 4, 0, @, 3), @, 9. 


Пары (1) и (2) яочервывыють во 10 возможныхь паръ составлек- 
ныхь изъ 5-ти предметовъ. 

Поважемь, что оть примфненя зъ парам. (Т} подотановокь полу- 
метацивлической группы эти-перы остаются тфми же самыми только мф- 
няетея ихъ порядожъ. 

Въ самомь дл, оть примфнешя подстановки 5 получаемь пары 


(1, 2), (2, 3), 8, 4), (4,0), (©, 1, 
а приифнаяя ТР, приходимъ къ паразь 
(0, 4), (4, 3), 8,2); @, 1, а,0. 
Очевикно, что будеть полуметациклическою веядая скхметричесвая 
фупьщя оть пяти произведенй корней 
р, бар, оз, И, Фо. 
Самою простою изъ текихъ фунеюЙ является сумма 
т ааа - жи | соае Е зи +- зато; 
прямфняя подстановву Т, получавнь 
сай = зь + 2 ++ аа Е аз -- 2. 


фуньшя ® пучнаклежить также къ полуметащикнической групиф. 
Пусть заданное уравнене пятой степени имфетъ вил 


{3) дав | аз рай ее -- =. 
Будемъ имть , 
6 
в = а. 
Функщя 
{4 ` узи" 


есть также метациклическая, ея квадрать у? будеть полною метацикли- 
чесвою функшей п будоть хориемъ уразнешя 6-08 степени. 

Будемъ разоматривать полуметсйиклическую фуивишо у, она ухов- 
летворяеть также уравненно 6-ой степени, если присоединить въ основ- 
вому полю УЕ, г А — дисврименанть уравненя (3). Посл этого при- 
соединевня группой уравненя будеть знавоперемнная 4. 

Если мы обозначимъ черезъ № — полуметацикляческую группу, то 
простая провфрна убЪфлить наеъ въ томъ, что разложеше группы А на 
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вопряжениыя снетемы по подгруппВ 4/ будеть имЪфть видъ. 


А=м- мо, 3), + ито, 0+ МР, + МТО, МТО, 9 
=М-Ы(1, 2)(3, М0, 1,2, 4, 3) 90,2, 4,3, + 
++ 250, 3, 1,2, 4 +0, 4,3, 12). 
Сопряженныя значеня функый м и ы’ будуть 


в = жом Е хит + 22а Е 239 Е ат 
Е оть - 2 + ла Е таз - Хто 


а = бу 5 Фа +- ато -- 20, Тай 
(5) као Е зоб + зил - лияз -- Язь 

зы = ат» - доб - 24 +- Фо -- 2095 
зада Е бло + ви зал бий, 


йе 


подобнымь образомъ, 


а = дожа -- даа Е зая + ить + 259% 
а ода ааа за ада а 


дя Ну бух дао о 
® п выта  оеь - д ий На 


ау, Е Рауль - 3: 1 


ву = зао Е фота зе Чаи - а. 


Резольвента Сау[еу. 
$5. 


Веф относящяся къ нахожденио уравнен!я шестой сотелени, которому 
удовлетворяеть фунею 
ужин, 


выкладки для самаго общаго буквеннаго уравкошя пятой отепени {3) 84 
были выполнены Сау!еу зъ ото знаменитомь мемуар „Оп в дем зих- 
Вагу еачамоп 1: Ше ЧВеоме оЁ едиаМопз оЁ Ве ИЙЁВ отйет“ Рарогз У. 
Те р. 309 № 268. Главнымь результалом® этого мемуара явхяется бле- 
отящая, мастережи проведенная до конца, выклодка длиннаго вычисления; 
устралнавиего вефхь предшествовавшихь авторов, 

Мы выведомь резольвонту Сау]еу, ко слфдуя буквенно методв ука“ 
заинаго мемуара. 
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Ведичипы у, У, 92, Из, 94 › № будуть корилыи уравнены 6-ой оте-. 
пени, козффищенты котораго будуть рафонально выражаться черезъ ве- 
личилы 

в, 9, в, Ч, в, Г, УА. 


Такъ кавъ у мЪияеть знахъ съ измфпешемъ знака 


ИЕ == (м — 1) (то — ан) (о — то — ан) — а) — 3). 


(а — а — (т, — в) — 24), 
то иекомое уравнеше 6-ой степени бухать ныть видь 
ИАА + 44 — У + Ая Ау) =0. 
Козффищенты 
А, А, 4, ИАА,, УААз, УАА,, 


должны бьць цфлыми фунюоями отъ ворней 2, кромф того при послфл- 


нихь коэффишенты должны дёльться нь УА, елфдовательно, коэффи- 
щенты 40, 44, 4%, 4;:, 43, 45 вуть цвлыя симкетрическя функщи отъ, 
корней ая. 

Корнв з: суть цфлыя фупкии второй степени отъ 2и, елфдовательяо, 


величины 
АА, 45, АБУ, 44, 45УА, 4% 
ммыють отенени отяосительно # — 
2,4, 6, 8, 10, 12. 
Но ИА есть фуньшя 10-ой стелени отноентольно хи мы нолучаемъ. 
4—0, 4, =0, 


& козффищенть А; воть Число. 
Итажъ, искомое уразнен!е имфетъ вилъ 


п) ира Аи -- 44 — УЛу 0, 

тдЪ Ау, А+, 4, выражалотся рашопально черезъ коэффищенты &, 5, е, 4, е, Г 
уравненйя 5-ой степени, а # есть число независимое отъ этихъь коэффи- 
щентовъ и, сл®довательно, общее для вобхъ уравненй пятой степени. 


$6. 


Начнемъ съ вычисленя коэффищента # и покажемь, что должно: 
быть #=82. 
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Проще воего примённиъ выводъ уравноная (1) $ 5 къ самому про- 
..отоху уравненно 5-ой отенени 
(1) #—1=0, 


Мы ‘пивемъ 25 —1==(2—1)Х,. По формул для дискриминента А 
уравненя Х,==0, данной въ & 85 главы ХШ, мы ныфемь 


до= 53. 
Тогда дискриминанть А уравнешя (1). будетъ выражалься такъ 
== (1-— а) (1 — 22) — 23 (1 — Ао, 


ТАБ пу, 22, 23, 24 корни Хь. 
Мы. получаемъ 
А = [= 55. 


Очевидно, что этоть результать можно получить сразу, кажъ резуль- 
танть фуикии 25 —1 и ея производной 52% 


А=5. 14, 54. Бой. оля. буи не 58. 


Резольвента Сау!еу должка имфть видъ 


В 
- 2) у Ави -- АР 4-16 9у-0. 


Теперь составимь эту резольвенту но ея опрояфлен!ю. 
Пусть корви уравненёя {1} будуть 


2=1, де, 2. ==, дд 0% =, ги а 


5 
Посл простой выкладки получииъ по формулалгь (5) и (6) $4 


у=0, у: = 22°. 3, уз == 20. $, у; = 2689 [ , у, == 20%, у, = ЭМ, 
ТВ (== — (1—2) (1 — в). 
Получаенъ для у такое уревнене 
(8) У — 3288] =0. 
Сравнивая (2) п (3), получимь 
Дз=0, Д.==0, Аз =0 


з 
#52 239%. 


Но мы ямфемъ (см. 8 22 главы ХИТ) 


Ив) — а — в) -- с) 55, 
откуда 
и #р= 5, 
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далфе, возвышая въ 5-ую степень, 
909 = 58 


п, слРдовательно, # =32, что и требовалось похазать. 


$7. 

Обращьясь къ вычислокно другихь хооффишентовт резольвенты Сау- 
]еу, замзтимъ, что упрощен!е, которым Сауеу пользуется, состоить въ 
зомъ, что коэффишенты 42, 4., 4з, в тажже и диокриминанть А суть 
10, что мы назвали въ 8 29 тлавы [Х функщами критическими, ибо ови 
суть фуньщи разиостей корней, значить, для вычкеленя тажнхь фувкщй 
примфнимьъ простой способъ, приведенный въ $ 30 главы ГХ. 

Въ самомф дБлЪ, 


(во — жи) (аа — 24) Е (#1 — а) (ва — 24) (а — #4) (3 — 2) 
дол вуз - поз — ва (то + даа + 2,21) ий 
(1 — жи) (аз — #4) -- (аз — зщ — 24) + (во — 2) — 1) = 


до - жожь мия -— (а | 2-29.) ==. 


Вычитая второе тождество изъ перваго, получамъ во второй части 
у=нр— в', вяфхавательно, будемь имфть 


2: — ту) 4 (в — зан — #1] 


у == (то — жа: — 2-Е и 


[ее — же — 2) (8 — 8 (о — 3) 2 — 9) — 2]. 


Итакъ, мы можемъ вычислять искомые коэффищенты кавъ фунаии 
критическя, т. е. удовлетворяющя дифферениальному уравненпо 


д В 
0 А мы а 


На обновайи теоремъ $ 28 главы ГХ мы замфчаеме, что коэффи- 
щенть 4» долженъ ныть степень 9 и вфеъ 4 относительно отношенйй 


@) :, 
вфеа которыхъ суть 
у 1,2, 8,45 


мы будемъ умноженемь нь извЪоткую стецень @ писать коэффащенты 
А:, Аз, Аз въ цфломь ‘вид. Такт каюъ Аз шестой степени отпоснтельно 
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дробей (2), то, умножая всю резольвенту Сауеу их ав, перепишемь её 
такт: 
ау | Эа 1 Валу? — 3302 ИМу © 


тАВ коэффашенты 
(8) 9,3, 6 


Я, в, Ё стененей 


однородныя функция отъ @, В, 


Полагая вса козффищентовь а, В, г, Я, е, Г равными 0, 1,2, 
3,4, 5, получимь для вЪсовъ коэффищентовъ (3) зпаченя 


4,8, 12. 


Такимъ образомъ, мы найдемьъ сразу буквенное выражеше функций 
9, 3, © съ неопредфленными козффищентами. Дифференщальное урав- 
нене (2) поможеть вычислить эти коэффищенты съ точностью до посто- 
яянаго множителя. Чтобы опродфлить далфе этоть множитель, достаточно 
будеть указать одинъ изъ коэффищептовъ. 

Это можно сяфлать проще всего слёхующимь образомъ. 

Положимь 2. =0, х:3=0, а.==0. Тогда булемъ имфть А 
Уравнеше 5-ой степени принвмаеть вихь 


пав Е ва с23 =0 


и, значить, @=0, 0, {=0 
Подучаемъ 

и 0 
и Я 
А] 
ар’ тоя 

ао иг =0 

т . == 0. 


й . с 
Принимая во внимал}е, что и = „> Получи 


[ 
у=инь=и=би=фи=Е. 
Резольвекта Сау!еу принимаеть виль 


(а 8—0. 
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Итакъ, мы вихимъ, что въ общемьъ случа 


В... 

= за... 

б=— +. 
$8. 


Обращаемся теперь въ вычисленно 5%, №, ©. 

Функщя 3 второй степени и четвертаго вфез, олЪдовелельно, ел 
буквенное выражет!е должно быть 
{1) „Аве Ва + Се, 


причемь мы знаемъ уже, что б=— 3. 
Подетавляя выражеше (1) въ дифференщальное уравнене, получимъ 


тождество . 
(58 -+24)ай +- (З0-- ЗВ) -=0; 


Приравкивая нулю коэффишенты, получимь 
БВ+24=0, 80 3В=0, 


откуда 
А 30, В-=3, С==— 3. 
Итакь, . 
{2) = — 204е + 846 — 37. 
Бели заданное уравнене 5-Й степени намисано тажть 
{3} ааз 4+ бб 1028 + 10 42? | о -==0, 


ткВ къ коэффищентамь приписаны множителями биноШальные козффи- 
менты, то такую форму (3) уравненз 5-Й степени Сауеу называеть Зал- 
Зал Юги. Въ отлич!е оть этого онъ называеть депитшегайе {ога обычную 
форму. писавя уравненя 5-0 степена 


225 —- бал ехз -|- 42 вх Е Ё-=0. 
Для ЭУалбаге Фот мы получимъ, очевидно, 
(4) Я = 100(— ве {- 446 — 3е?). 


Формы (2) и (4} можно указать при помощи такой таблички 


| 
а вр [а ь, 
—. Ы Ы 
Т 

дю [а | о 
} 
, 
8 | + |оа, 
| 
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. Вь этой таблачкВ въ лЪвыхь двухъ колоинахь написаны коэффи- 
щенты для обфихъ форыъ, въ шеехи слдующихъ колоннахъ, соотв Втотву- 
ющихь буквенному выраженно члена, написаны показалели вадъ соотьфт- 
ственной буквой. 

Нодобнымъ же образомъ мы можемъ вычислить безъ особеннаго за- 
труднешя величины $, бил. 


Для 3 получаемъ 


#|ь |+ 

ао: 

Нее | аа 99| оао 

Чо ева ао 9 а 

а ма ааа о 

_ в -з а с 2 о 1 о 

+9 +8 1| о] 2] 21 о| о 

64 Шао 3 ото о 

Ч 16 | Чо о | а| ато ао 

16| 4 о| вто аро| 9 

бе а ааа оро 

зо -: оро| 3 о[о| о 

Для © получаемъ 

ЧЕ] А О и О 
ооо! 1 || а |8 й дов а |618 

| т . | 
444005] + 1 зо в. {224 + 35] 1 „| оао 
5600, — а |3 | опора | ара} 128] — до] 1 аа 
зо зоо |3 | © | {48 ба [ео [Е 
— 16] а |2 | ао о |9 | ва] — 19] 1 зако 
— 649! 4 ааа [арк] в + [13 [© [© 
Е бо 8 | 2 | ато ао + 28 + 35 1 ° |4 о|1|е 
ааа || 26] — 491 оз о | 
Ш аа | о [аа ост | — 64| — 28 © [вв |9 
Ши [вв ао | о 34 64] нов] о за а] 
ааа 8 [ао ||| 6] Бо ||| о|а1о 
ов ао [о 49| | — 16] лю о [за | зоо 
зв] 6130 |. |+ 8 Ч > а зто | в 
— 192] а 11:2 а [роз | ао 28| | | 2 
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Для дискраминанта А получаемъ 


ЕТЕЕ а ал "р 
оО ава! в!е|а]е|Р зав ве |а|е|Г 
ми | | | | 
а 4001 4| -- 24 |-- 96| 1 о [3 ва 
вов воза: — 6 | 6 зао! зо 
тво вв 3 оао 3 — 630 | лево] 1 ||| ао | 
-Еаооо | 4 або] зоо ||| 4 | оба ааа о|ь 
| обо [4-4 369] з | о о] |1] 82| +356 | {28480 я [за |а аа 
бое | — бо] зо |о|а|з| | 80 | ьбаоо] а [11а] |о 
+ 256 |256] 3 | ов] 95| 0| 92 | або ва] | ао] 
Зоо | бора | в | оао а | 8 | ааа тра] к |318 [а 
вю —озаа ао [о [а | -- 108 4 3408] зто [5 во | # 
-{аобо | |- збо || ао |9 |3 | — 18 ао 41: |1 1 
або | або а ааа |8 | + 18 [+ 6400] зто |4 913] 
Я 160 | ааа ва ||| а |4 ао) в [© [3 [зо [1 
9 | 14до а |913 |109 2| — 4 | — 3206] кто [3] зао 
$ ьово | два! 211 о |2 2 [1 +286 |+ 288 ооо © |3 
19а [оао] в [во |1| 40| —192 | — 19вю 94а о |1 
— 900] — чо ао |3] |:|2| —128 | — 25бе; о р о |2 | ©| 2 


5 

4 

4 

+ 825 | | 2649] а | о | в! 20| 21| +244 | -|- 12009 ©; 4 

- 560 | -- 4489] 2 [о | ааа 11| -— 21 | 3895] © |4 
128 | або а оао |410) +144 | + 5160) 9 |321 |2 

3 

3 

3 

з 

з 

2 


— 630 | 10089 2 [о |1] 3|111| — 6 |-- 609 о 


+ 144 | - 5169] а |о|1|2|3|0| — 80 | 16000] © Ре 
- 108 [-{- 3456 2 [о |о[5[о|1| -- #8 |-+ 9904] о 1 [зо 
— 21| бад ов |4| 20| -- 46 |+ 6400 в о |4 о |1 

] 1600 | — бо] аз |110 ®|3| — 4 | — 400%] о оз] 2] о 
4 160 + 320] 13| о| ар |2 | — 21 | — 21609] о 4|о|о|а 

] — 36| -— ава [а [оо за | 28 [| 90] о |8 | за 
ово || дово| 1 | а |а|о 11| а| — 4 | — 4000] © [23| 913 |0 
Е 5бо | давора |2 |1] ао #| — 4] 3200] © [212 |300 


= 46 | адоаой в [ва аа 1| + 1 2000 о | 21а аа о 


Ч 144 тво] 1 а [во | до 


$9. 
Вычнелене © и А приводить къ довольно большимь выкледкамъ, & 


потому заслуживветь внимашя остроумный ©пособъ разсужден:я, приду- 
манный Сауеу. 
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Оль полатаеть одинк изъ корней равпымь пулю 
%=0, 


збгха четыре другпхъ кория 2, жи, т., 2. удовлетворяють уравненио 
четвертой степени 
[6 дал | д сд? | де р е=0, 
причемь р ==0. ‘ 

Пусть нохомый дискрилинанть раскладывается слъдующимь образом 
по степенямь р 


2) деи Г. В+ +..., 


тдЪ А, В, С, вуфь цълыя фупкщи отъ коэффищентовь уравнешя чот- 
вертой степени (1}- 
Обозначая операнло 


85 


рю и за 


черезь 
Уз, 


мы замфчаемъ, что диекриминаить, какъ критическая функийя, должен 
удовлетворять дифференшальному уравиенио 


3 У. г =0. 
(3) ++ а 
Подогавляя выражене (2) въ уравнен:е (3), должиы придти въ тож 
деетву 
Уд ++ УВ РУС --...+еВ-2е0+...=0, 


откуда, приравнизая нулю коэффищенты при разныхь отепеняхъ {, полу- 
чавмъ рядъ равенотвъ 


(4) ев = УА, 90 =—УВ 


Мы видихь, что, если у насъ извфотна фуньщя А, то’ но форму- 
ламь (4) мы найдемь послёховательню В, С, 
Оббзначая черезъ А, диокриминаитт, уравненлт четаортой етепени 
(1), получим 
А = Аово — то) — ве): — 2) ая — и, 


полагая #.=0, нолучимъ 


А Айа? == Аут. 
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Итаютъ, методь Сыйеу восхоить въ томъ, что длекрамиканть урав- 
неня 5-ой стопени выводится изъ анокремнианть рано 4-ой степени. 
По иадеЪ онъ аналогняенъ метоху СалюНу, ивложенному въ $ 27 главы 1Х. 

Подобнымъ же образомъ можно вычислить  коффиийсить 3 въ слу- 
чаз }-==0 и далзе дополивть его членами, завлючаюлими /, что и про- 
двлаль Сауву. 


Группа резольвенты. 
$ 10. 


Равемотримъ резольвенту Сайеу 6-ой степени, корми которой суть 


о = (и в, == (в, — и), ов == (а — из)? 


в == (5 — м5)}?. 


98 (из из)", ван, 


Корень о принадлежать къ полной метапикличеекой трупп 9%, во 
сопряженный группы 


въ случаЪ буквенпыхь уравнеяй! не могуть ныфть общато хВлителя, от- 
личиаго отъ одяницы, ибо, иначе, этоть дфлитель, отличаясь отъ знако- 
перемниой труппы, должен былъ бы быть пормальнымъ дфлителемь 
еимметрической, что невозможно. 

Итакь, резольвента 6-ой стелени есть полная резольвента, сяфхова- 
тельно, группа этой розольвениы должна совпадать съ группой заданнаго 
уравнешя, то есть, имвть порядокь 120—=1:2.8.4.5. 

Кром того, въ общемь случез розольвелта есть уравнеше непря- 
воднмое, слфдовательно, группа. резольвенты должна быть траизативною. 

Соиотричесная трувна порестановокь шести буквъ ныфеть поря- 
Док 1.2.8.4.5.6=6.120. 

м приходимь нъ завлюченио, это свимстрическая группа шести 
перемфщаемыхь олементовь должий имфть транзитивиего хёлителя ин- 
декса 6. Этоть дфлатель есть та группа, о которой оказана въ 8 &1 
тлавы У. 
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Вегал9—170, 171. 
Вегои-—294, 298, 304. 
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Вогорат&—408, 408. 
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Вмозо— 203. 
Войат— 848, 849, 350, 351, 352, 355, 
868, 372, 378, 374 382, 388” 385. 


Сагдало—41, 48, 521. 

Свиеву-—17, 18, '19, 164, 287, 315, 
846, 347, 348, 415, 416, 418, 421, 
492, 497, 498, 434, 691 

Слуеу— 198, 205, 408, 685, 687, 682, 
639, 691. 


Фыфоцх—410. 

` О’Аетре:+— 484. 

ОзбоктЯ —53, 492, 496. 

езевнез—352, 854, 855, 368, 382, 
383. 

Дофанть—72, 73, 490, 491, 492. 


Локе— 487. 
ХШег-—_ 12, 13, 100, 208, 204, 205, 
ЗО1, 304, 328, 434, 467, 603, 630, 


Тегтаё —493, 603. 

Пезхал— 521. 

Топмег — 368, 372, 375, 377, 446, 
467. 

Ттофепиз—129, 203, 225. 


@а101=—195, 279, 526, 546, 547, 548, 
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Тав0м—620, 625, 626, 
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Ювйь-—676. 


Ктопеекег —129, 228, 229, 428, 434, 
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Миндингь—298. 
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ВЫ —868, 376, 884, 385, 386, 387, 
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410, 564, 570, 


2, 15, 16, 27,229, 511. 


Уапеттотде—121. 

Вороной—455. 

ММаие-— 314, 315, 845, 346. 

ЗТеБег-—58, 168, 171, 388, 502, 518, 
598, 675. 

Мег —466. 

`Уететтавз—129, 185, 367, 434. 


76460, 461. 
Золотарезъ—866:, 


Чебышевь —170, 205, 864, 366, 367. 


Эвилидь-— 251, 251, 521. 
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Аботразтная теоря группь—140. 
Алгобраячесьй анализъ—21. 
Алгобранческое: 

хополиене' элемента 87, 

дополнеше минора—116, 

дБлеше—81, 

РЪшене уравленй—638. 
Алгебранческая: 

лизя— 51, 

поверхность — 51, 

чеоря инварантовь —1.94. 
Алгориемь: 

Нотпега-— 839, 

Эвклида— 251. 
Аналитическая: 

теометря—222, 

оврестность—244, 

точка --244. 
Апалитическое предотавлеше подста- 

повки корней—655. 
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Ариометическая: 
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, 

чаеть поля—509. 

Аффекть—549. 


Безпорядокь 78. 
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чекъ—418. 


Возвратный рядъ—54. 
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Тесоанъ— 329. 
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° Группа— 137: 
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Звфзда прямыхь лин 431. 
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81 
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подобная — 151, 
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провтое—578, 
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квадратичиая—2, 
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алгебраическая —87, 
101—526, 
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